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Neuere Anschauungen der Elektrizitätslehre mit besonderer 
Beziehung auf Probleme der Luftelektrizität. 

Von Eduard Riecke in Güttingen. 
(Abdruck »tu den Sitzungsberichten der Münchener Akademie 1903, 8. 257.) 

(Forteetrang.) 

4. Die Diffusion der Ionen. — Um zu verstehen, um was es sich 
dabei handelt, betrachten wir den folgenden Versuch. Zwischen zwei 
einander in kleinem Abstände gegenüberstehenden Platten lassen wir 
einen Strom ionisierter Luft durchstreichen; die Platten seien beide mit 
der Erde in leitender Verbindung; in ihrem Zwischenraum finde keine 
Neubildung von Ionen statt. Aus den Beobachtungen folgt, daß die 
Zahl der Ionen in dem Luftstrome um so kleiner wird, je weiter er in 
dem Zwischenräume der Platten vorrückt. Dabei wirken im allgemeinen 
drei verschiedene Ursachen zusammen. Einmal werden fortdauernd 
entgegengesetzt elektrische Ionen zu neutralen Molekülen sich verbinden. 
Zweitens können Ionen durch elektrische Kräfte gegen die Metallplatten 
getrieben werden; wenn sie mit ihnen zur Berührung kommen, ver- 
lieren sie ihre elektrische Ladung und verschwinden als Ionen. Die 
dritte und hauptsächlichste Ursache besteht in dem, was wir als Dif- 
fusion der Ionen bezeichnen. Zunächst werden Ionen, die sich in 
unmittelbarer Nähe der Platten befinden, einfach infolge ihrer mole- 
kularen Bewegung gegen die Platte stoßen und verschwinden, ein Vor- 
gang, den man als Adsorption 1 ) der Ionen bezeichnet. Es bildet sich 
so eine Ungleichformigkeit der Ionendichte in dem Zwischenraum der 
Platten aus; die Dichte wird an der Oberfläche der Platten sehr klein 
im Vergleich mit der Dichte, wie sie in der Mitte zwischen den Platten 
vorhanden ist. Diese Unterschiede suchen sich auszugleichen; die Ionen 
wandern von der Mitte nach den Platten, wo sie bei der Berührung 
mit den Metallflächen verschwinden. Der Vorgang ist ganz ähnlich 
der Diffusion eines gelösten Stoffes in reinem Wasser. Wir bezeichnen 



1) J. Stark, Die Elektrizität in Gasen, S. 373. 
ArabiT d«r M.th«m*tlk und Physik. EU. Reih«. IX. 



1 



2 



Eduam) Rirckk: 



daher auch die durch die Konzentrationsunterschiede bedingte Bewegung 
der Ionen al9 Diffusion. Ihr Gesetz ist dasselbe wie das der Diffusion 
in einer Lösung. Es wird dadurch die Menge der Ionen bestimmt, 
die in einer Sekunde durch eine Fläche von einem qcm hindurch- 
gehen, wenn diese senkrecht zu der Richtung des Diffusionsstromes 
gestellt wird. Jene Menge ist nun nach dem Diffusionsgesetze gleich 
der Abnahme der Konzentration auf der Länge von 1 cm, multi- 
pliziert mit einer konstanten Zahl, die man als den Diffusionskoeffizenten 
bezeichnet. Will man diesen Koeffizienten durch Beobachtungen an 
dem zwischen den Platten durchgehenden Luftstrome bestimmen, so 
muß man dafür sorgen, daß der Ionenverlust durch Wiedervereinigung 
und durch elektrische Feldwirkung verschwindet. Dies ist in der Tat 
der Fall, wenn man den Zwischenraum zwischen den Platten sehr eng 
macht. Man kann nun das elektrische Leitvermögen der durch den 
Zwischenraum der Platten streichenden Luft bestimmen, ehe sie in den 
Raum eintritt und nachdem sie ihn verlassen hat. Die Abnahme des 
Leitvermögens gibt Aufschluß über die Abnahme des Ionengehaltes. 
Diese aber ist eine Folge der Diffusion, und man übersieht daher die 
Möglichkeit, den Diffusionskoeffizienten der Ionen aus den Beobachtungen 
zu berechnen. Auf diesem Wege ergibt sich, daß der Diffusions- 
koeffizient der positiven Ionen in trockener Luft 0,028, der der nega- 
tiven 0,043 beträgt. Man kann dieses Ergebnis der Beobachtungen in 
folgender Weise ausdrücken: Wäre das Konzen trationsgefälle, die Ab- 
nahme der Ionendichte auf der Strecke von 1 cm gleich 1000, so würden 
in einer Sekunde 28 positive und 43 negative Ionen durch eine Fläche 
von 1 qcm in der Richtung des Gefälles hindurchgehen. Diese Beträge 
sind millionenmal größer als die bei der Diffusion von Salzlösungen 
beobachteten, dagegen kleiner als die bei der gewöhnlichen Gasdiffusion 
vorkommenden. 

6. Die Ladung der Gasionen. — Von dieser nicht zu vermeidenden 
Zwischenbetrachtung kehren wir nun zu der ursprünglichen Aufgabe, 
der Berechnung der Ionenladung, zurück. Die Möglichkeit ihrer Lösung 
beruht auf einem Zusammenhange, der zwischen den Beweglichkeiten 
der Ionen und zwischen ihren Diffusionskoeffizienten besteht. Man kann 
nämlich die Gleichungen für die Bewegung der Ionen in einem elek- 
trischen Felde und für ihre Diffusion auf eine gemeinsame Form bringen. 
Bei beiden Vorgängen handelt es sich schließlich um Geschwindigkeiten, 
die den Ionen durch auf sie wirkende Kräfte erteilt werden. Diese 
Kräfte sind das eiue Mal elektrischer Natur, das andere Mal entspringen 
sie der Ungleichförmigkeit der Ionendichte. In beiden Fällen kann 
man die Gleichungen so schreiben, daß sie die Geschwindigkeit an- 
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geben, welche durch die Krafteinheit erzeugt wird. Der hierfür geltende 
Ausdruck hängt dann das eine Mal Ton den Beweglichkeiten, das andere 
Mal Ton den Diffusionskoeffizienten der Ionen ab. Setzt man die ge- 
fundenen Werte einander gleich, so ergibt sich die gesuchte Beziehung 
zwischen jenen Größen. Man findet, daß die elektrische Ladung eines 
com, das bei normalen Verhältnissen des Druckes und der Temperatur 
von Ionen der einen oder der anderen Art erfüllt ist, aus dem Ver- 
hältnisse der Beweglichkeiten zu den Diffusionskoeffizienten sehr ein- 
fach zu berechnen ist. Man hat dieses Verhältnis nur mit der Licht- 
geschwindigkeit und dem Atmosphärendrucke zu multiplizieren, um 
jene Ladung zu erhalten. Man findet dieselbe Zahl von 13 Milliarden 
elektrostatischer Einheiten wie früher bei den elektrolytischen Ionen. 
Man kann aus dieser Übereinstimmung den Schluß ziehen, daß auch 
die Ladung der einzelnen Gasionen dieselbe ist wie die der einzelnen 
elektrolytischen Ionen; denn die Zahl der in einem ccm enthaltenen 
Ionen muß unter den von uns gemachten Voraussetzungen in allen 
Fällen die gleiche sein. Jene Ladung würde also eine allen Ionen 
gemeinsame Naturkonstante darstellen, die wir als das elektrische Ele- 
mentarquantum bezeichnen. 

6. Das elektrisciie Elementar quantum. — Es liegt nahe noch einen 
Schritt weiter zu gehen und die einem einzelnen Ion zukommende 
Ladung, das elektrische Elementarquantura, wirklich zu berechnen. 
Zu diesem Zwecke muß man die Zahl der Ionen kennen, die bei nor- 
malen Verhältnissen des Druckes und der Temperatur in einem ccm 
enthalten sein würden. Wir setzen voraus, daß sich die Ionen 
so verhalten, wie die Moleküle eines neutralen Gases. Nach dem Ge- 
setze von Avogadro ist aber die Zahl der Moleküle, die bei gegebenen 
Verhältnissen des Druckes und der Temperatur in einem ccm ent- 
halten sind, bei allen Gasen die gleiche. Nach unserer Voraus- 
setzung gibt dieselbe Zahl auch an, wieviel Ionen unter den gegebenen 
Umständen in einem ccm enthalten sind. Die fragliche Zahl wurde 
zuerst von Loschmidt aus Betrachtungen abgeleitet, deren nicht allzu 
sichere Grundlagen der kinetischen Gastheorie angehören. Ein besserer 
Weg zur Bestimmung der Loschmidtschen Zahl wurde neuerdings von 
Planck aufgefunden. Er geht aus von dem Gesetze, durch welches 
die Strahlung eines schwarzen Körpers in ihrer Abhängigkeit von 
Temperatur und Wellenlänge dargestellt wird. Einer der konstanten 
Koeffizienten dieses Gesetzes ist mit der Zahl der Gasmoleküle oder der 
Ionen in einem ccm proportional Der Wert des Koeffizienten kann 
aus den Strahlungsmessungen auf experimentellem Wege bestimmt 
werden; aus ihm folgt dann die Losch midtsche Zahl. Wir können 

i* 
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darnach annehmen, daß in einem ccm anter normalen Verhältnissen 
28 Trillionen Gasmoleküle oder Ionen enthalten sind. Wir haben 
früher gefunden, daß die elektrische Ladung eines ccm, das mit Ionen 
der einen oder der anderen Art bei normalen Verhältnissen des Druckes 
und der Temperatur gefüllt ist, 13 Milliarden elektrischer Einheiten 
betragt; für die Ladung eines einzelnen Ions, das elektrische Elementar- 
quantum, ergibt sich hiernach ein Wert von 470 Billionstel elektro 
statischer Einheiten. 

7. Bestimmung des elektrischen Elementarquantums durch J. J. Thom- 
son. Das gefundene Resultat wurde auf eine sehr merkwürdige Art 
von J.J.Thomson bestätigt. Er benützte dabei eine Eigenschaft der 
Ionen, die bei den meteorologischen Prozessen der Atmosphäre eine 
wichtige Rolle spielt Wenn Ionen in Luft sich befinden, die in ge- 
wissem Grade mit Wasserdampf übersättigt ist, so bilden sie Kerne, 
um welche der Wasserdampf in Tröpfchen sich niederschlägt. Gelingt 
es also die unter diesen Umstanden in einem gegebenen Lufträume 
gebildete Zahl von Wassertröpfchen zu bestimmen, so hat man damit 
zugleich die Zahl der Ionen. Die Zahl der Tröpfchen ergibt sich aus 
dem Gesamtgewichte des kondensierten Wasserdampfes einerseits, dem 
Gewichte des einzelnen Tröpfchens andererseits. Die mit Wasserdampf 
Übersättigte Luft war in einem Glaskolben eingeschlossen; sie wurde 
durch Röntgenstrahlen ionisiert. Die Kondensation des Wasserdampfes 
erzeugt einen Nebel in dem Gefäße, der sich langsam zu Boden senkt. 
Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, hängt von dem Gewicht 
der einzelnen Tröpfchen ab, und es ist möglich aus der beobachteten 
Geschwindigkeit jenes Gewicht zu berechnen. Dividiert man das Gesamt- 
gewicht des kondensierten Dampfes durch das Gewicht eines Tröpfchens, 
so erhält man die Zahl der Tröpfchen und damit auch die Zahl der 
gebildeten Ionen. Bestimmt man noch ihre ganze Ladung, so ergibt 
sich auch die des einzelnen Ions. Thomson fand hierfür einen Wert 
von 720 Billionstel elektrostatischer Einheiten. Bedenkt man die 
Schwierigkeiten der Messung, so muß man die Übereinstimmung mit 
dem vorher angegebenen Werte als eine befriedigende bezeichnen. 

8. Die mechanische Masse der Gasionen und ihre nwlekulare 
Gesdi windigkeit. Durch die bisher geschilderten Untersuchungen sind 
unsere Anschauungen von der Natur der Gasionen zu einem gewissen 
Abschluß gelangt; sie sind aber nicht so bestimmt wie unsere Kenntnisse 
von der Natur der elektrolytischen Ionen. Bei den letzteren kennen 
wir die chemische Konstitution; wir wissen, wie die neutralen Moleküle 
in Ionen sich spalten; wir kennen die Masse der elektrolytischen Ionen. 
Die chemische Natur der Gasionen ist der direkten Untersuchung bis- 
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her ebenso unzugänglich geblieben wie ihre Masse. Dagegen gewährt 
die kinetische Theorie der Gase die Möglichkeit, auf einem allerdings 
unsicheren und umständlichen Wege eine gewisse Vorstellung von der 
Masse der Gasionen zu gewinnen. Ein erster wohlbegründeter Satz 
jener Theorie sagt aus, daß die lebendige Kraft der Gasmoleküle der 
absoluten Temperatur des Gases proportional sei. Haben verschiedene 
Gase gleiche Temperatur, so erhalten sich darnach die Quadrate der 
Geschwindigkeiten, mit denen sich die Gasmoleküle in ihren molekularen 
Bahnen bewegen, umgekehrt wie ihre Massen. Nun haben wir an- 
genommen, daß auch die Ionen in gasformigem Zustande sich befinden. 
Kennen wir ihre molekulare Geschwindigkeit, so kann das Verhältnis 
ihrer Masse zu der Masse der neutralen Gasmoleküle leicht berechnet 
werden. Es tritt damit ein neues Element in den Kreis unserer 
Interessen, die von der Beweglichkeit wohl zu trennende molekulare 
Geschwindigkeit der Ionen. Diese Geschwindigkeit hängt nun in ver- 
hältnismäßig einfacher Weise mit dem Koeffizienten der Diffusion zu- 
sammen. Man wird es von vornherein wahrscheinlich finden, daß die 
Diffusion um so schneller vor sich geht, je größer jene Geschwindigkeit 
ist. Es kommt aber noch ein anderer Umstand in Betracht. Bei 
ihrer Bewegung zwischen den Molekülen der Luft stoßen die Ionen 
immer aufs neue mit Luftmolekülen zusammen; zwischen zwei Zusammen- 
stößen bewegen sie sich in geraden Linien; jeder Zusammenstoß be- 
wirkt eine Ablenkung aus der früheren Bewegungsrichtung, und so be- 
steht die Bahn des Ions ebenso wie die eines Gasmoleküls aus einzelnen 
geraden Stücken, die sich zickzackformig aneinanderreihen. Die mittlere 
Länge dieser geraden Stücke nennen wir molekulare Weglänge der 
Ionen. Die Diffusion hängt auch von dieser Weglänge ab und zwar 
so, daß sie um so rascher fortschreitet, je größer die Weglänge ist. 
In der Tat zeigt eine genaue Untersuchung, daß der Koeffizient der 
Diffusion gleich } des Produktes aus molekularer Geschwindigkeit und 
Weglänge ist. Die Aufgabe, die Geschwindigkeit zu ermitteln, ist 
damit auf die Bestimmung der Weglänge reduziert. 

Wir wissen aus der kinetischen Theorie der Gase, wie groß die 
mittlere Weglänge der Luftmoleküle isi In unserem Falle aber 
handelt es sich um die Weglänge der Ionen, die der Luft oder einem 
anderen neutralen Gase in verhältnismäßig kleiner Zahl beigemischt 
sind. Mit Hilfe einer von Maxwell aufgestellten Formel ist es möglich 
die Weglänge der Ionen mit der der Luftmoleküle zu vergleichen. Der 
Faktor aber, mit dem die letztere zu multiplizieren ist, um die Weg- 
länge der Ionen zu erhalten, hängt nicht bloß selber wieder von der 
Molekulargeschwindigkeit der Ionen ab, sondern enthält überdies noch 



6 



0. A. Mn,in: 



eine neue unbekannte Größe, den Molekulardurchmesser der Ionen, 
genauer gesagt das Verhältnis dieses Durchmessers zu dem Durchmesser 
der Luftmoleküle. Es bleibt also nichts übrig, als für dieses Verhältnis 
willkürlich eine Reihe verschiedener Annahmen zu machen und für 
jede derselben die Rechnung durchzuführen. Aus dem Ergebnisse der 
Berechnung kann man mit ziemlicher Sicherheit die folgenden quali- 
tativen Schlüsse ziehen: Die Weglänge der Ionen ist kleiner als die 
Weglänge der Luftmoleküle, ebenso ihre molekulare Geschwindigkeit; 
die Masse der Ionen aber ist größer als die Masse der Luftmoleküle. 

Aus dem letzteren sehr überraschenden Ergebnisse folgt, daß mit 
der Spaltung neutraler Luftmoleküle in positive und negative Ionen 
eine Bildung komplexer Moleküle Hand in Hand gehen muß. Ver- 
gleichen wir die Eigenschaften der positiven und negativen Ionen, so 
ergeben sich die folgenden Sätze: Die Weglänge der negativen Ionen 
ist größer als die der positiven, ebenso ihre molekulare Geschwindigkeit; 
die Masse der negativen Ionen ist kleiner als die der positiven. Über 
diese qualitativen Resultate kann man nur hinauskommen, wenn man 
noch eine weitere hypothetische Annahme hinzufügt. Man kann z. B. 
annehmen, daß das Verhältnis zwischen Masse und Volumen bei den 
Ionen dasselbe sei wie bei den Molekülen der Luft; dann findet man, 
daß die Masse der positiven Ionen dreimal, die der negativen zweimal 
so groß ist als die der Luftmoleküle. Gleichzeitig ergibt sich für die 
molekulare Geschwindigkeit der positiven Ionen ein Wert von 280 Metern 
in der Sekunde, für die der negativen ein Wert von 340 Metern. 

^ — (Schluß folgt.) 

The groups generated by two Operators which have 

a common Square. 

By G. A. Miller in Stanford. 

Let s lt % be two Operators such that s{ ■■= $*. If each of these 
Operators is of odd order, they are powers of each other and the group 
generated by them, [s lt s,}, is the cyclic group generated by each of 
them separately. If the Order of one is odd while that of the other 
is even, { s lf s s } is the cyclic group generated by the Operator of even 
order. Finally, if .v,, s, are coramutative, {.?,, s s ] is oither the cyclic 
group generated by one of them, or it is the direct product of this 
cyclic group and an Operator of order two. Hence it is only necessary 
to consider the case when s it s 2 are non-commutative and when each 
of them is of the same even order («). In what follows we shall 
assume that both of these eouditions are satisfied. 

The order of s^ 1 can have any value greater than 2, siuce we 
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raay regard each of the factors as the direct product of an Operator 
of order w and any Operator of Order 2. 1 ) That s^ 1 cannot be of 
order 2 results from the following equations: 

From SjS^ 1 «^ 1 = 1 it follows that 1 = s,sf *; and from 
*5*T a - 1 it follows that 

Combining these two sets of equations we have -^s^ 1 ^: that is, 
$ v would be commutative, which is contrary to the hypothesis. The 
last set of equations shows further that 1 is transformed into its 
inverse by Hence the order of {s v s t \ is the product of the order 
of s,^ 1 and the index of the lowest power of s 1 which is generated 
by vf 1 . Since s t transforms into its inverse each Operator of the 
cyclic group generated by Sjtff 11 ), this index is either n or n/2; and 
it can be the latter only when n/2 is even. 

If s t and .Sj are represented as substitutions having a common cycle 
of order » while the remaining cycles are of order 2, it is clear that 
the index mentioned at the end of the preceding paragraph can always 
be h. Moreover, it can be n/2 whenever n/2 is even. Hence { s lt s, } 
is completely defined by giving the order of ^S" 1 and (when this order 

> 2 and n/2 are both even) by stating whether s^ 1 generates s*. 
When m — 2, {s,, s a } gives each of the possible dihedral rotation 
groups. 5 ) In general, { s v s t ) includes the direct product of the cyclic 

n 

group generated by s l 8f 1 and the cyclic group generated by s*. The 
remaining half of the Operators of { s t , s t } transform each of the 
Operators of the former cyclic group into its inverse while they are 
commutative with each of the Operators of the latter cyclic group. 

From the preceding paragraph it follows that for every given 
value of n there is one and only one group of order nk (k > 2 being 
the order of s l s^ 1 ) which is generated by s lt s,. In this infinite 

system k can have any value from 3 to oo. When both and k are 
even, s v s t generate also a group of order nk/2. In this System k can 
have any even value from 4 to oo. Each of these groups contains 
either m/2 or m invariant Operators and the corresponding quotient 
group is a dihedral rotation group. This quotient group is also the 
group of cogredient isomorphisms. These Systems of groups are of 
especial interest on aecount of their simple abstract definitions and since 
they furnish such a direct generalization of the dihedral rotation groups. 

1) American Journal of Mathematik, vol. 22, 1900, p. 186. 

2) Jordan, Tratte" det Substitution«, 1870, p. 24. 

3) Bulletin of the American Mathematlcal Society, vol. 7, 1901, p. 424. 
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Distanzrelationen zwischen Punkten nnd Geraden der 
Ebene, sowie Punkten und Ebenen im Räume. 

Von Kasimir CwojDZirfsKi in Zürich. 
(Zweiter Teil) 

Wir haben in (3) 5, 118 — 122 dieses Archivs Relationen ent- 
wickelt, welche zwischen den sechzehn von vier Punkten auf vier Ge- 
raden der Ebene gefällten Loten bestehen, bezw. zwischen den 25 Loten, 
die sich von fünf Punkten des Raumes auf fünf beliebige Ebenen 
fallen lassen. 

Im folgenden beginnen wir mit einer Erweiterung jener Relationen 
indem wir sieben Punkte und sieben Geraden der Ebene zugrunde 
legen. Dieselbe führt uns zu einer Verallgemeinerung der Distanz- 
relation auf < W + 1 H W + 2 ) + i p^kte und ebensoviele Geraden der 
Ebene. Das raumliche Analogem bezieht sich auf ( n + *H n + 2 )( W -H ) ^ 

Punkte und Ebenen. Zugleich ergibt sich ein interessanter Zusammen- 
hang dieser Relationen einmal mit den algebraischen Kurven wter 
Ordnung bezw. wter Klasse, das andere mal mit den Oberflächen nter 
Ordnung bezw. nter Klasse. 

1. Eine Distanzrdation zwischen sieben Punkten und sieben Geraden 
der Ebene. — Es seien sieben Punkte P< durch ihre baryzentrischen 
Koordinaten x i} y it e { und sieben Gerade durch ihre Gleichungen 
gegeben 

G f = xuj + yvj + tWj^ 0, o~m. 

wo die m, v, tc die senkrechten Abstände der Geraden von den Ecken 
des Fundamentaldreiecks bedeuten. Wenn ferner J den Inhalt des 
Fundamentaldreiecks bezeichnet, so läßt sich der Abstand tt tJ eines 
Punktes J> von einer Geraden G j folgendermaßen ausdrücken: 

(1) 4a iJ =x i u i + y { v f + *< w f 

Multiplizieren wir nun die folgenden, identisch verschwindenden 
Determinanten, indem wir entsprechende Vertikalreihen miteinander 
multiplizieren: 
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so entsteht eine Determinante, wo ein Element der iten Horizontal- 
uud der jten Vertikalreihe heißt: 

+ yfvf + *M + 2y i e i v j w i + 2z,x i w i u J -f 2x,y,w > t> > . 

Dieser Ausdruck ist aber im Hinblick auf (1) gleich 

Wir haben somit, wenn für «f y kürzer ij* geschrieben wird, die Gleichung: 

TP 12' ... 17': 
2p 22* 27*Lo 

ITT 72* ••• 77*1 

sie liefert: 

Theorem III. Die Determinante aus den 7* Quadraten der Lote, 
die von sieben Punkten auf sieben Geraden der Ebene gefällt werden, 
beträgt Nuü. 

2. Zusammenhang mit der Theorie der Kegelschnitte. — Streichen 
wir in der ersten Determinante des Produktes (2) die letzte Horizontal- 
und Vertikalreihe, ebenso in der zweiten, und setzen voraus, daß für 
t — 1, 2, ... 6 die Relation besteht: 

ax* + &y? + es* + 2dy l z i + 2ez iX . + 2fx iVi - 0, 

wo o, b, . . . f beliebige Konstanten sind, so wird die erste Determinante 
yersch winden; mithin auch die Produktderminante (2). Analog können 
wir sagen, falls für ; — 1, 2, ... 6 

Au] + Bv* + Cuj + 2Dvjtcj + 2Ew } Uj + 2Fujv> = 0 

gilt, es wird die zweite Determinante zu Null und somit auch die 
Produktdeterminante. Diese Überlegung liefert: 

Theorem IV. Die Determinante aus den 6* Quadraten der Lote 
von sechs Punkten auf 6 Geraden der Ebene beträgt NuU, falls entweder 
die sechs Punkte auf einer Kurve zweiter Ordnung liegen, oder die Ge- 
raden Tangenten einer Kurve zweiter Klasse sind. 
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egen der Umkehrbarkeit des zum Beweise verwandten Deter- 
minantensatzes gilt die Umkehrung von Theorem IV, daß nämlich das 
Verschivinden der genannten Determinante die erwähnte Lage der Punkte 
oder der Geraden nach sich zieht. 

3. Verallgemeinerung auf den Fall von ^ + 1 Punkten 

und ebensoviel Geraden der Ebene. — Die nte Potenz der Gleichung (1) 
lautet: 

J"a?j = (XiU f + yiVj+ *,«?,)"; 

sie liefert auf der rechten Seite entwickelt ^+*>£L+3 Glieder. 
Analog dem Produkt (2) können wir zwei Determinanten aufstellen 
von je -- H -~t— ^* n -^~-*l 4- 1 Horizontal- und Vertikalreihen, welche mit 
lauter Nullen gerändert sind. Dann ergibt sich: 

Theorem V. Die Determinante aus den nten Potenzen der Lote, 

die sich von £ + + + 1 Punkten auf ebensoviele Geraden der 
Ebene fällen lassen, beträgt Null. 

Für n = l erhalten wir das in (3) 5, 119 dieser Zeitschrift ge- 
gebene Theorem. 

Von hier führt uns eine Behandlung, die analog derjenigen ist, 
wie wir sie in Nr. 2 angestellt haben, zu 

Hieorem VI. Die Determinante aus den nten Potenzen der Lote 

von " " - 1) 2 ( ' L= ^ Punkten auf ebensoviele Geraden der Ebene beträgt 
dann und nur dann Null, falls entweder die Punkte auf einer Kurve 
nter Ordnung liegen oder die Geraden eine Kurve nter Klasse berühren. 

Der Fall n — 1 dieses Theorems liefert den bekannten Satz: Die 
Determinante aus den Loten von drei Punkten auf drei Geraden der 
Ebene verschwindet dann und nur dann, wenn die Punkte auf einer 
Geraden liegen oder die Geraden durch einen Punkt gehen. 

4. Erweiterung für den Baum. — Aus der Analogie, welche zwischen 
der Gleichung der Ebene im Raum und der Gleichung der Geraden in 
der Ebene besteht, folgt ohne weiteres die Gültigkeit der Sätze: 

Theorem VII. Die Determinante aus den nten Potenzen der Lote 
vm (it+i)(w + »)(> + g) + x p unktet% auf cfcnsovieie Ebenen beträgt Null. 

1 • £ • 3 

Theorem VIII. Die Determinante aus den nten Potenzen der Lote 
von -(-^})S*J^V Punkten auf ebensoviele Ebenen beträgt dann 

und nur dann NuU, falls die Punkte auf einer Oberfläche nter Ordnung 
liegen oder die Ebenen eine Oberfläche nter Klasse berühren. 

Zürich, den 12. Juni 1903. 
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Über die Algorithmen von der Form 

«*r a — 2an+i + r a + « = <* = i, *, ...> 

Von J. Kraü8 in Darmstadt. 

In zwei früheren Aufsätzen (Zeitschr. f. Math, und Phys., Bd. 37 
S. 321 ff., Bd. 39 8. 11 ff.) wurde der Algorithmus 

Ur l — + 1 = ka l} (0<r a <*, 0<a l <a, 1 — 1,%,...) 

in welchem die Größen a lf wie bekannt, die Ziffern und die r k die 
Reste des im Zahlensystem « (d. h. mit der Grundzahl a) dargestellten 
(echten) Bruches rjh bedeuten, von uns zum Ausgangspunkt arithmetischer 
Untersuchungen gewählt. Wie daselbst gezeigt wurde, gelangt man 
zu tieferer Einsicht in das Wesen der Zahlen a v wenn man Doppel- 
serien dieser Größen in Betracht zieht Wir legten demgemäß die 
Algorithmen 

« r i f i — r i+i,u — * fl a„> (0<r a/l <*,0<« i(J 'a;a,/.=l,S..-.) 
a'r',,1 — *> + | t j «= lid f ,x, (o< r' ftl <k,o<a' fll =i,s... ) 

zugrunde, wobei a' eine beliebige andere Grundzahl > 1 bedeutet. 
Uuter der Voraussetzung r lfl = r'^i besteht alsdann die von uns so ge- 
nannte Fundamentalgleichung 

(I) cea ift — a iiM + i = a a fll — a'^ x + 1. (i , = i, *, . . > 

Um eine kurze Ausdrucksweise zu besitzen, nannten wir die Größen ai^, a,,i 
[resp. r ifi , r'^i] die Ziffern [resp. Reste] des Bruches = in den 

Zahlensystemen (a, u) bezw. (a, a). Der Geltungsbereich der Glei- 
chung (I) ließ sich unschwer auf X, /* =- — oo, • • • -f oo erweitern-, und 
in diesem allgemeineren Sinne konnte die Gültigkeit der Fundamental- 
gleichung nicht bloß für echte Brüche, sondern überhaupt für beliebige 
positive Zahlen nachgewiesen werden. Eine besonders einfache Gestalt 
nimmt (I) an, wenn die Größen a, a modulo h kongruente oder asso- 
ziierte Zahlen sind. 1 ) 

Bei weiterem Verfolg der Untersuchungen wird man auf die all- 
gemeineren Algorithmen von der Form 

~ (!)«' " x r k + t + (;)«* " *n + , ± + , - *«a a , 

geführt, wo i> eine beliebige positive ganze Zahl > 1 bedeutet Diese 
Algorithmen sind von uns allgemein untersucht und die Resultate wie 

1) Vergl. hierüber auch Bachmann, Niedere Zahlentheorie I, S. 86iff 
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oben verallgemeinert worden. In der vorliegenden Arbeit sollen jedoch 
der Hauptsache nach nur die quadratischen, d. h. diejenigen von 
der Form 

«»r 2 -2«r 1 + 1 + r a + l -ta a , <a = i,s....) 

einer näheren Betrachtung unterzogen werden, während die höheren 
Algorithmen nur insoweit Berücksichtigung finden, als es ohne Weit- 
läufigkeiten geschehen kann. Über die Beziehungen zur Theorie der 
quadratischen Reste und Formen behalten wir uns vor, bei anderer 
Gelegenheit zu berichten. 

1. Nachdem der Ausdruck ar l — r l + 1 l ), in welchem wir a<k 
voraussetzen dürfen, wie erwähnt, unter der Annahme näher untersucht 
worden ist, daß er sich durch k teilen läßt, soll diese Beschränkung 
jetzt aufgehoben werden. Es soll demgemäß jener Ausdruck im all- 
gemeinen beliebige Werte annehmen können. Jedoch sollen die r ü die 
wir auch in der Folge als Reste bezeichnen wollen, der Bedingung 
0^r a <Ä unterworfen bleiben. Alsdann kann man jedenfalls setzen: 

(1) « n — n + ,; — khi — r'i. (0 i r\ < k). 

Der Ausdruck ur l — r i + t ist; sofern er negativ wird, seinem absoluten 
Werte nach < k. Daher kann A 2 niemals negativ werden. Anderer- 
seits aber vermag h k auch nicht die Zahl a zu übersteigen, da bei 
h A = a -f- n(n > 0) entgegen der Voraussetzung r x > k sein würde. Also: 
„Wenn unier a und k positive ganze Zahlen > 1 verstanden werden 
und die Reste r k der Bedingung 0 ^r k <k genügen, so kann man 

stets setzen: . , ... 

ar 4 — n + i — A'A 2 — n." (otr^k, * = i, .) 

Es möge nun weiter der Ausdruck 

a t r l - 2ar i + 1 + - «(«r, - r i+1 ) - («r 1+1 - r, +J ) 

in Betracht gezogen werden. Derselbe ist entweder für alle positiven 
ganzen Werte von A [durch k teilbar, oder nicht. Im ersteren Falle 
läßt die mit Hilfe von (1) sich ergebende Gleichung 

(2) a*n — 2ar i + 1 -f r l+i = k(afa — h l+J ) — (an — n + 

erkennen, daß ar\ — r\ + i gleichfalls durch k teilbar sein muß. Es sei 

(3) ar'x - r a+ i - ke k . (o<# a <aj 

1) Im folgenden sind in allen Ausdrücken, in denen Buchstabenindizes vor- 
kommen, dieselben immer, sofern nicbt ausdrücklieb eine besondere Einschränkung 
gemacht ist, als variabel gedacht, derart, daß diese Ausdrücke für alle positiven 
ganzen Werte der Indizes zu verstehen sind. Ferner werden die vorkommenden 
Zahlengrößen, falls nicht das Gegenteil bemerkt ist, immer positive ganze Zahlen 
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A l + 1 X + 1 l 

Führt man die Beziehung (3) in Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe 
die Form an: 

(4) a«r a - 2ar l+l + r a + t - *(aA a — A a + I — c a ). <o*a x <«, o<« a <«)») 

Kann andererseits a»r a — 2ar a+1 +r aff nicht für alle Werte von X durch Zu- 
geteilt werden, so besitzt doch möglicherweise 

«V< - 3«**i+i + 3ar 2+t ~ r a+s = aVa - r a+1 ) - 2«(ar i+l - r a+t ) 

+ (« r n.i ~ r a+») 
diese Eigenschaft. In diesem Falle folgt aus 

(5) a«r a - 3«V a + 1 + 3ar a + , - r a + s - k(a*hx - 2«A a + l + h l + 1 ) 

— (a s r a — 2ari + 1 + n + i ), 

daß der Ausdruck «*ri — 2ar a ' + i-fr a + 2 den Teiler X- enthalten muß. 
Nach (4) darf man also setzen: 

(6) cc 9 ri-2ari + l -\-ri + t "k(ag l -g x + l — e l ). <o<» a <«, o<^«o 

Mit Rücksicht auf (6) verwandelt sich sodann (5) in: 

(7) « 3 ''i-3« , r i+l + 3«r a+t -r a+ , 

- *[(« f *a ~ 2«A A+l + Ä i + 8 ) - («^ - g l + l ) + ej, 

wo die h}, g x und e a den Bedingungen genügen: 

Q£h A £a, 0£g A £a, 0 £ c a < a. 

• 

In derselben Weise fortfahrend gelangt man zu folgendem, durch 
vollständige Induktion leicht zu erweisenden allgemeinen Ergebnis: 

„Wenn der Ausdruck a'r a - (iX" 1 ^, + ©«'"V^, ±r a+ ,. 

m welchem v eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, für alle positiven 
ganten Werte von X durch k teilbar ist, so kann mein setzen: 

^i-(0«'- 1 ^ + i + (;)« F "^i + i--"± r *+.- i 1[« r " l *a-(V)«'- f Aa^-"l 
- [«'"Vi ~ (<T V-Va+i + -] + [«"-Va - (Wa+t + • • •] - • • • ± 'al 1 , 
wo die Größen h v g v f lf • • • e x den Bedingungen Genüge leisteti: 

0£9x£«, 0£fi£«, •••|0^« a <o." 
Für die Zahlen h» g v f v - - kann man schreiben: 
*a - Ä a + ««a - «a + i, 0a — g'i + «t>a — » a + „ /i - fi + «M?a - Wa + i,- -» 

1) Ist hierbei im besonderen Falle «r a — r a + 1 für i = »' durch * teilbar, «o 
»ind die e l für 1 i, » -\- 1 , ... gleich null , und die A a genügen der Gleichung 

ar a ~ r a + i — ^a« w0 0<Ä a <». <a-*, 
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wo nunmehr die neuen Größen h'x, g'x, fx, . . . nicht nur ^ 0, sondern 
auch < a sind, mithin als Ziffern im Zahlensysteme a aufgefaßt werden 
dürfen, während die u if v x , w lf ... nur die Werte 0 und 1 annehmen. 
Die arithmetische Bedeutung dieser Ziffern h'x, g'x, fx, . . ., sowie der 
Zahlen u^, r^, . . . gedenken wir in einem weiteren Aufsatze zu er- 
örtern. Hier sei nur angedeutet, daß sie zu Brüchen mit Potenzen 
von k als Nennern in Beziehung stehen. 

2. Im Anschluß an die Ausführungen des vorigen Artikels wollen 
wir hier den Beweis eines allgemeinen Satzes auseinandersetzen, der 
die Verallgemeinerung des in der Fundamentalgleichung (I) aus- 
gesprochenen Lehrsatzes darstellt. Es mögen n ft bezw. r'^x zwei Doppel- 
serien von Resten darstellen, für welche die Bedingungen 0^ » 
0 ^ r'^x < k gelten und die Algorithmen bestehen: 

(9) - (;)«'— r; + u + ($a*- i r' ft + *,i ± »i :+r ,i - ka' ßh 

wo v eine positive ganze Zahl bedeutet. Wenn dann die Größen n„, r' fll 
in einem derartigen Zusammenhange stehen, daß allgemein r lft = r' M x 
ist, die leicht zu beweisende (vergl. Nr. 5.) Möglichkeit eines solchen Zu- 
sammenhanges vorausgesetzt, so kann folgender Satz ausgesprochen werden : 
„Aus den beiden Algorithmen (8) und (9) folgt unier der Voraus- 
setzung r ift = der tmte Algorithmus: 

(10) a'ax» - 0«''-^,,, + , + (;)«''- + 8 - + a'a.x 

Zum Beweise setzen wir unter Anwendung symbolischer Bezeichnungs- 
weise r lß ~ r'f,x = r^Bf', ax fl =*a l A f ' f a'^x = a ,f, Ä l . Dann lassen sich 
die Gleichungen (8) und (9) symbolisch in der Form schreiben: 

(11) »**(« — ryitP — ka^A*, 

(12) r*(a'-Ä)^-jfca'M'*. 

Substituiert man nun in Gleichung (11) für u der Reihe nach die Werte u, 
(i -f 1, . . . p -{- v, multipliziert hierauf die entstehenden Gleichungen mit 
bezw. «'", — (j)a'*'~ 1 , •••±1 und addiert, so folgt: 

(13) r*(a - r)'Jtr(a - i?)' - ka l A f \a - A)\ 

Auf gleiche Weise ergibt sich aus Gleichung (12), wenn man 
darin für X nacheinander die Werte X, X -f 1, . . . X -f v setzt und, nach- 
dem die erhaltenen Gleichungen mit bezw. «*, — (;)«*" l , • • ± 1 multi- 
pliziert worden sind, addiert: 

(14) r*(« - ryji»(u' - Ity - ka'*A'*{« - Ä)\ 
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Aus (13) und (14) folgt ohne weiteres: 

(15) a l A"(a - A)* - a'M'*(« - A')\ 

Dies ist aber der zu beweisende Algorithmus in symbolischer Schreibweise. 
3. Wir betrachten jetzt eingehender die Algorithmen von der Form 

(16) «»r, - 2ar l+l + = ka k . 
Nach 1. darf dabei 

(17) €tr x -r l+l >~lchx-rx («ri-ri + 1 = *. it o** a <«, 05m <«) 
gesetzt werden. 

Zunächst ist klar, daß bei gegebenen «, * durch irgend zwei auf- 
einanderfolgende Reste etwa r, und r <+1 , alle folgenden r Ä eindeutig 
bestimmt Bind. Falls, wie hier vorerst vorausgesetzt werden soll, a 
prim zu k ist, gilt dies auch für die vorangehenden Wenn zwei 
benachbarte Reste, z. B. r t und r 8 , gleichzeitig verschwinden, so müssen 
alle übrigen Reste ebenfalls gleich null sein. Wird dieser Fall aus- 
geschlossen, so kann der Algorithmus (16) offenbar niemals abbrechen. 
Da ferner die k möglichen Reste 0, 1, ... (k — 1) nur eine endliche 
Anzahl von Variationen zu je zwei Elementen gestatten, so ist der 
Algorithmus periodisch, und zwar bei der gemachten Annahme (« prim 
zu k) rein periodisch. Bezeichnet man die Anzahl der Elemente einer 
Periode mit J, so hat man 

(18) n + j=*ri, ai + j = a,i. 

Die konstante Zahl 4 soll in der Folge kurz als Periode der r l bezw. 
a l bezeichnet werden. 

Denkt man sich in Gleichung (16) für X der Reihe nach 
A,A+1, ...A-J-i— 1 gesetzt, wo i eine beliebige positive ganze 
Zahl bedeutet, darauf die entsprechenden Gleichungen mit bezw. tc'~ l f 
a , ~ , , ... 1 multipliziert und addiert, so folgt: 

(19a) c(«rVj - n + ,) - (a'V, + l -r l + i+l )^ kA l} i , 

oder 

(19b) a{ar k -r i + l )- (ccr x + , — n +7+ 1) =• kA i)it 

wo zur Abkürzung An für a''~~ 1 aj -f a i ~ i a x + i + • • • a x+{ _i gesetzt 
wurde. Multipliziert man dagegen die Gleichungen (16), nachdem 
darin für X die Werte X, X-fl, . . . X + i — 2 gesetzt worden sind, 
mit bezw. (» — l)a' - ', (t — 2)a' -8 , ... 1, so ergibt sich wegen der 
Identität - 2(/t — 1) + fi — 2 s 0: 

(20) urVj — + , = »V " 1 (ar x — r x + ,) — IA\ X , 
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wenn symbolisch (*— 1)<* <— *a a -|-(t— 2)a < ~ , o 2+ i-f •••+ö i i + i_t~~^~~-^.i 
bezeichnet wird. In ahnlicher Weise erhält man 

(21) «rV a -r i+l - •(«''i+i-i- r 2 + «) + + ••• + (»- 

4. Bei Bestimmung der Periode d unterscheiden wir zunächst 
zwischen zwei Hauptfällen, je nachdem nämlich ar x — r a+1 für irgend 
einen Wert yon k durch k teilbar, oder relativ prim zu k ist. Aua 
der Gleichung 

- »a+i) — ~ - 

ergibt sich, daß unter der Voraussetzung a prim zu Ä: der Ausdruck 
ar l — r A+1 für alle Werte von * durch k teilbar Bein muß, sobald dies 
für einen unter ihnen der Fall ist. Der Algorithmus (16) ist unter 
diesen Umständen mit dem Algorithmus ersten Grades 

(22) ar L - r a+l - &A a <»s*i<«> 

identisch, dessen Periode d gleich dem Exponenten ist, zu welchem a 
in bezug auf den Modul k gehört. Wenn es andererseits zwei auf- 
einanderfolgende Reste r if r J + 1 gibt, für welche ar i — r i + i teilerfiremd 
zu k ist, so gilt ein Gleiches für je zwei benachbarte Reste. Aus 
Gleichung (20) geht hervor, daß der Ausdruck afr^ — r l+{ für i =» k 
durch k teilbar wird; gleichzeitig leuchtet ein, daß dies unter der 
Voraussetzung ctr l — r l + i prim zu k für keinen Wert i < k möglich 
ist. Nun folgt aber aus Gleichung (19*), daß a'r l — r l+i für alle Werte 
von X den Teiler k enthalten muß, sobald dies für irgend einen unter 
ihnen der Fall ist. Daher stellen die Größen r lf r l+k , r i+Jt , ... die 
Reste des Bruches rjk im Zahlensysteme a* dar. Bezeichnen wir nun 
den größten gemeinschaftlichen Teiler von k und d mit d und setzen 
Ä- = dk' f d — dö', so gehört «* in bezug auf den Modul k bekanntlich 
zu dem Exponenten d'; d. h. die r lf r l+k , r l+ik , . . . bilden Perioden 
von je d' Resten. Die r lt r l+l , r l+i , . . . müssen sich demnach jeden- 
falls nach den ersten kö' Resten wiederholen; d. h. kd' muß durch *J 
teilbar sein. Andererseits folgt aus (19 b ) (bei * = <4), daß a J — 1 durch 
k, also d durch d teilbar sein muß, und Gleichung (20) lehrt sodann 
(bei i = J), daß A den Teiler k besitzt Daher muß /I durch das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von k und d, nämlich kö', teilbar 
sein; d. h. es ist 4 = kd\ Der Fall, wo ar i — r l + l und k einen von 
k bezw. 1 verschiedenen größten gemeinschaftlichen Teiler besitzen, 
läßt sich auf die vorangehenden Fälle zurückführen, soll hier aber un- 
erörtert bleiben. Wir gelangen somit zu dem Ergebnisse: 

„Wenn k = dk', d — dÖ' gesetzt wird, wo d den zu « modtdo k 
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gehörigen Exponenten und d den größten gemeinschaftlichen Teiler von 
k und d bedeutet, so ist die Periode J des Algorithmus 

* t r x -2<tr l + l + r l + i -ka l 

{bezw. der Größen r v aj für den Fall, daß ar k -r l + l durch k teilbar 
ist (r l prim zu k vorausgesetzt) , gleicli d; falls dagegen ur l — r i + 1 relativ 
prim zu k ist, gleich kd'. u 

5. Es seien r n , r nf r,,, r tJ vier willkürlich gewählte positive ganze 
Zahlen < k (die Null eingeschlossen). Wir büden mit ihrer Hilfe ein 
System von Resten r l(t : 

r \\ r n r ti • • • 



r n r tt r u 



(23) 

r ia r is r u " • 



•t 



für welche der Algorithmus besteht: 

(24) a'r^ - 2«r i + 1> „ + r i+ ^ » ka lft . <o«r a „«*) 
Nach 1. kann man dann setzen: 

Substituiert man in Gleichung (24) für p nacheinander die Werte p, 
u + 1, p -{• 2 t multipliziert danach die entstehenden Gleichungen mit 
bezw. a'*, — 2a\ 1 und addiert, so folgt, wenn gleichzeitig r{,i = r^ ft 
und Rpi — o'*r^ — 2a'r{, + if x + ^+a,a eingeführt wird: 

(25) - 2aR' ft , l + i + B;, i+> - k(«'*a lft - 2a'a^ + l + a ltft „\ 

W erden nun die Größen r lft — r^i und rg^ = r^ 2 so gewählt, daß die 
Gleichungen 

(26) ü^'i =* kd'piy R'f,i^ ka'ftt 

bestehen, so ist, wie sich aus (25) durch Anwendung der vollständigen 
Induktion leicht ergibt, allgemein: 

(27) a'V; a - 2«V; +U + r; +M - Aa/,,, 

wo die Großen a^j gewisse (positive oder negative) ganze Zahlen be- 
deuten, für welche man nach 1. schreiben darf: 

Die Verallgemeinerung des BeweisTerfahrens (vergl. 2) liefert den Satz: 
„in einem System von Größen r l/A (0 <^ r a < A*; X, p = 1, 2, . . .) 
seien v* dieser Größen r l/t (X, p = I, . . .v) Miebig gegeben, und es 
gelte der Algorithmus 

- + + (;)«'-V, +Stü . . . ± r > + r>u = Aa, u 

Archiv dtr Mftthrautik and Physik m. R«ibe IX. 2 
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für alle positiven ganzen Werk von X und u. Besteht alsdann der Algo- 
rithmus 

u'*r' h i - (Üa'—^+w + (5)« /r -%+2.-i ± W<+M - ka i'h 

wo r' i = r ifl ist f für X = 1, 2, . . . v, aber für alle Werte von n (was 
bei der gemachten Voraussetzung stets in eindeutiger Weise zu ermöglichen 
ist), so gilt er überhaupt für alle positiven ganzen Werte von X und u." 

Durch die vier willkürlich gewählten Reste r u , r ilf r 19 , r u , sowie 
durch die Größen l; u und a sind alle übrigen Reste des Systems (23) j 
sofern für sie die Beziehungen (24) und (27) gelten sollen, eindeutig 
bestimmt. Wir wollen nun unter dieser Voraussetzung zunächst eine 
Beziehung ableiten, die r ift in independenter Form aus jenen Größen be- 
rechnen lehrt. Zu diesem Zwecke schreiben wir Gleichung (20) in 
der Form: 

(28) r k - «*-«r, - (A - l)«*-*(«n - r,) + kAi^ 

[Ai- X = (A - 2)«'"% + (X - 3)«*-*a, + • • • + « a _ t |. 

Auf Gleichung (24) angewendet, liefert (28) zunächst 
ri fl = a^-'r,,, — (A — 1)«*- *(ar, „ - r-,/) + 

Indem man hierin noch für r x ft = r/ ( i , r» ft = r' fli die ihnen vermöge 
der Gleichung 

r; a - «'""'ru - i> - l)«'"- s («rü ~ r«) + frvC-M 

zukommenden Werte setzt, erhält man die gewünschte Beziehung 

(29; r lfi = V" " *[a« V M - (A - l)«'(«r n ~ *ti) ~ Ö» ~ - 'it) 

+ (A - l)(u - l)(««'r n - «r„ - «>„ + r„)] + Ä^„, 

wo 

= a'-'yC.. i,i — (a — i)« ; - 2 («4;;_i,, — /J,',- I)2 ) + Ai-t, ft . 

Wenn man symbolisch r Zfl = r^i^ setzt, so läßt sich Gleichung (29) 
in der Form schreiben: 

(30) o fi ~ a l ~ 2 u '■" - \u - (A - 1 ) (a >\ - r 2 )]- [« ' ^ - (u - 1 ) (« ' Ä t - 7^)] (mod *) 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem r u = 0, r 12 = 0, 
/jj = 0; hier ist 

(31) r a „ = (A - 1)0» ~ l)« 1 - V"- f r„(mod A-). 

6. Die Reste r^ 4 kommen in einer Reihe von Verbindungen vor, 
die für unsere weiteren Entwicklungen von Bedeutung sind. Im folgen- 
den soll daher einiger derselben Erwähnung geschehen. 

Es möge zunächst «1er Ausdruck «ur A „ - ar^ + , - « V- f lf „ -f r, + lf „ + , 
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betrachtet werden. Mit Hilfe der symbolischen Kongruenz (30) ergibt 
sich nach leichter Rechnung: 

(32) | aa ' r *» ~ ari >? + 1 a ' r U\,H + r i + J,^+i 

1= a*- l a"- l (aur n — «r„ — a'r n + r„) (mod A). 

Setzt man abkürzend 

s lx = «o>„ — «r lt — ar n + r w (modA:), «><»„<*) 

so kann (32) auch in folgender Form geschrieben werden: 

(33) «a'r a „ - «r a , < + 1 - «V a + 1 tft + r a + 1> , l+l = s a „ + kv ift . 

Dabei bedeuten die Großen s lft (vgl. Zeitschr. f. Math, und Phys., 
Bd. 37, S 333 Gleich. 10) die Reste des im Zahlensysteme («, «') dar- 
gestellten Bruches s u /k f während die v ifi gewisse noch näher zu be- 
stimmende (positive oder negative) ganze Zahlen vorstellen. Analog 
hat man 

(34) tiu'r'pi — a'r^j+i — ar^ +I , a + r^ + 1 , a + i — s/,; a -f kv' h i } 

wo die die Reste des im Systeme (a', «) dargestellten Bruches 
'f(=* l k x ) sind. Da die linken Seiten der Gleichungen (33) und (34) 
identisch sind, so folgt ohne weiteres: 

(35) si ft = s'px, v iM = v'^i. 

Falls s u = 0 ist, sind sämtliche s aiU = s' H i = 0; aus Gleichung (33) er- 
gibt sich sodann: 

„Wenn der Ausdrude tca'r n — ar„ — u'r it -f r u durch k teilbar ist, 
so gilt ein GMdies für den Ausdruck (tar Zft —ar l fl ^ l —«'r l + i li + r l + l ft +1 , 
und zwar ßr aUe positiven ganzen Werte von Z und u." 

Um über die Natur der Größen v ift einen vorläufigen Aufschluß 
zu erhalten, schreiben wir Gleichung (33) in der Form 

(36) u(ar ih - r l+ifft ) - {ar l>ft + l - r a + 1| „ + 1 ) = s lfl + kv ift . 
Nach 1. kann man dann setzen: 

(37) ar lft - r i+lf „ - kh lh - m lf , <o<A a „<«, o<* a „<*); 
dadurch nimmt (36) die Gestalt an: 

(38) kv lfi ~ k(a'h lft - Ä^ +1 ) - {am lft - m ltft + l +s lft ). 
Man darf also 

(39) «'*»*, -»*a,„ + i 
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schreiben ; zugleich ist ersichtlich, daß bei s, , > 0 nicht schon am kft - m i fl + 1 
den Teiler k besitzen kann. Aus (39) folgt, wenn gleichzeitig s^x für 
s i ft gesetzt wird: 

{u'*mx, t — 2u'm itf , + l + »n, M +i) + (a'Sf'u — $j,+i,x) = k(u'fx H — fx, M +i)- 

Der Ausdnick a's^x — + ist, der Bedeutung der Größen s^x zufolge, 
durch k teilbar. Daher muß auch a 3 m lft — 2<t'm kft + l + »1^ + . den 
Teiler k enthalten. Es darf somit wiederum nach 1. geschrieben 
werden : 

(40) «'roa„ - wii.„ + i =• kg^x - n^. (o o<*' fil <» 
Durch Vergleichung ergibt sich aus (39) und (40) sofort: 

(41) fr? = g'fti, n/,* — Si, t = s^. 
Unter diesen Umständen folgt aus (38): 

(42) v lfl — a'h ifl — hx, H + i - g' h x. 
In ähnlicher Weise erhält man: 

(43) v'^x = uh^x — K t i +i = giu- o< Piu <..) 

Wir gelangen somit zu dem folgenden Resultate: 

„Es seien u> «'. A\ sowie vier willkürlich gewählte Beste r,,. r„, r, s , 
r w (I> 0 tou/ < A) gegelien, und es werde 

s n = «a'r u - «r ls - «'r sl + r„ (modA) 

genetzt (0 ^ s,, < /.). Bildet man alsdann (was immer in eindeutiger 
Weise geschehen kann) ein System v<m Besten ri fl rix, für welche die 
Algorithmen bestellen: 

a'r lu - 2arx+ hft + r i+i , f . - ka lhJ u'*r'ux — 2«'*v, + ,.a + »V <+M - 

trofc« r i/t der Bedingung 0 ^ r ijM < k genügen, während die a ifi und 
a'f,x geicisse (positive oder negative) ganze Zahlen bedeuten, so darf' man 

aa'r lft - «r^ +1 - + + r z+ltM + 1 
- s,.,, + A(«7ia, ( - ä^+i - = + k(ah^x — K,x+i - gx?) 

setzen. Hierin sind die sx f , bezw. s f ',x die Beste des Bruches = in 

den Zahlensystemen (a, u') Itezw. («', a); die hx fl , gx fl} h^x, g^x sind 
nocJt näher zu besprechende Größen, welche den Bedingungen 

0 £ h lft £ a, 0 £ g lfi <[ a, 0 ^ £ a, 0 ^ £ a 
Genüge leisten, und für welche der Algorithmus besteht: 

it'h,„ - 7>;,„ + i — güx — «Kl ~ V'.i + > — Uh>" < i <^ = 1 ' *•■••» 
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Die arithmetische Bedeutung der Aj /(| A,ii, r/^i soll in einem 
besonderen Aufsatze auseinandergesetzt werden. 

Als zweiter Ausdruck sei a > r l fi + i — 2«a'r 1 + llAI+1 + «'*r l + i , fi (der 
quadratischen Form entsprechend) erwähnt. Setzt man in Gleichung (24) 
u + 2 für a, in (33) A + 1, /* + 1 an Stelle von 1, /* und in (27) 
A -f 2 anstatt l, multipliziert sodann die drei entstehenden Gleichungen 
mit bezw. 1, — 2, 1 und addiert, so erhält man: 

(44) <Pn tft +t — 2aa'r i + t tfI+ i + a' , r 2+J) „ = — 2s l+ i ttt+t 

+ *K/<+a - 2t>a + ,,„ +1 + <a+0- 

Bei s n — 0 ist auch sx+i, h +i = 0. Also: 

»Unter den frülieren Voraussetzungen hat man für alte positiven 
ganzen Werte von k, u: 

<t s ri, ft+i -2aa'r i + tt/4 + l + a''r l +t, ft 2s i+iifl + i 

-\-k(a lt/t +s — 2t>a+i, i4 ,+i + a^,a+i). 

Ist insbesondere aar,, — ar is — «'r^ + r„ durch k teilbar, so gilt ein 
Glciclies auch für a*rx tßl +t — 2ua'rx+i, u + i + €('*rx+3, /i " 
Zum Schlüsse betrachten wir noch den Ausdruck 

«V*n„ — 2 «a'rj +i,, 4 + 1 + r l+s , M +i' 

Aus (24) und (27) ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

Jr lfl - 2ar i+ltM + r l+i)f , - ka Xft 

« J n,/i-i-s — 2arx+ ltfl + 2 + n+i.f t +i = Äoa t ,,+ 2 . 

Multipliziert man dieselben der Reihe nach mit bezw. a'*, 2«, 1 und 
addiert die entstehenden Gleichungen, so folgt: 

(45) (a*a'*r l „ — 2aa'r l + ltf)+l + r l + i>fl + 1 ) + («*r i ,, l + 3 — 2aa'r l + hfl + l 

+ «''n+s.,) = Ä-(a' 8 «^ + 2aa;, i+1 + a^+j). 

Bei Berücksichtigung von (44) können wir also sagen: 

„ Wenn die früheren Voraussetzungen gemacht werden, so besteht für 
alle positiven ganzen Werte von A, u die Gleichung (45), der man auch 
die Form geben kann: 

(46) « Vn, - 2««'r 1+u+ , + r l+itfl +s =- 2s l + + , 

+ fc(a'*aj„ +2(ta^ x +! -a f ', tl + 2 + 2vi + i tft + i ). 

Ist insbesondere aa'r n — «r„ — a'r n -f- r it durch k teilbar, so gilt ein 
Gleiches für a t a'*n fl — 2aa'rx+i, f4 + i + r l+itfJ + i . 

Darmstadt, Januar 1903. 
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Ober senäre Raumkollineationen. 

Von Rudolf Kkaüsk in Straßhurg i. E. 

Der folgende Aufsatz ist ein Auszug aus der Inaug.- Dissertation 
„Über senär zyklische Kollineationen im Räume" (Straßburg (Eis.) 1903), 
auf die wir zur näheren Begründung der angeführten Sätze verweisen. 

Eine senär zyklische Raumkollineation <p ist eine Transformation, 
deren sechsmalige Anwendung auf die Identität führt; dieses Verhalten 
findet seinen Ausdruck in der symbolischen Gleichung y f ' = 1. Eine 
solche Kollineation tp ordnet die Elemente eines räumlichen Systems, 
insbesondere dessen Punkte, i. a. zu Gruppen zu je sechs, zu „Zykeln" 
an, die wieder in Teilgruppen zerfallen, welche einfacheren zyklischen 
Kollineationen, und zwar involutorischen und ternären, angehören, wie 
die Umformung der Gleichung <p* = 1 in (y*)* «= 1 und (<p 3 ) 2 = 1 zeigt. 
Wir können schon aus der Betrachtung der verschiedenen Lagebeziehungen, 
welche die Punkte eines Zykels aufweisen können, einen Schluß auf 
die Anzahl und die charakteristischen Merkmale der möglichen senären 
Kollineationen ziehen. Es lassen sich hinsichtlich der relativen Lage 
der Punkte eines Zykels folgende fünf Fälle unterscheiden, die wir in 
der Reihenfolge anführen, in welcher der allgemeinere Fall dem speziellem 
vorangeht. 

1. Allgemeinster Fall: Die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, (5 bilden ein wind- 
schiefes Sechseck und zwar in der Weise, daß keine vier Eckpunkte 
in einer Ebene liegen. Die Hauptdiagonalen sind zu einander wind- 
schief. 

2. Die 3 Hauptdiagonalen gehen durch einen Punkt, je zwei Paare 
gegenüberliegender Eckpunkte fallen also in eine Ebene. 

3. Das Sechseck 123456 ist ein ebenes. 

4. Die G Eckpunkte liegen zu je dreien auf zwei windschiefen 
Geraden g, g v und zwar die Punkte 1, 3, 5 auf <y, die Punkte 2, 4, (i 
auf g x . 

5. Die 6 Punkte liegen sämtlich auf ein und derselben Geraden. 
Das Sechseck degeneriert. 

Es ergeben sich also 5 verschiedene Arten senärer Kollineationen, 
für die ein Existenzbeweis noch zu führen ist. Um für die ver- 
schiedenen Kollineationen eine kurze Bezeichnung zu haben, versehen 
wir das Zeichen tp mit einem Index, der auf die Zugehörigkeit zu der 
betreffenden Klasse hinweist. 
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Wir unterscheiden demgemäß folgende 5 Arten: 

1. windschiefe 1. Art <p lf 

2. windschiefe 2. Art <p 3t 

3. pLanare <p 3 , 

4. windschiefe 3. Art oder halbgcscharie. Diese Art zerfallt, wie 
sich später ergibt, in zwei Unterarten: die hyperbolische halbgescharte 
Kolli neation gp 4 und die elliptische halbgescharte (p' 4 - 

5. geschürte <p 5 . 

Wir fuhren zum Nachweise der Existenz dieser Arten die senären 
Kollineationen auf einfachere zyklische Kollineationen zurück, nämlich 
auf teruäre und involutorische. Auch dieser Weg führt uns zu den 
erwähnten verschiedenen Arten senärer Kollineationen. 

Ist nämlich tp eine senür zyklische Kollineation, also <jp 6 — 1 , so 
ist (f — tp 1 = <p* <p* = qp 4 • qp 8 ; hierin ist <p* eine ternär zyklische Kolli 
neation und «p 3 eine mit dieser vertauschbare Involution. Es läßt sich 
also eine senäre Kollineation aus zwei vertauschbaren Verwandtschaften, 
einer Involution und einer ternären Kollineation, zusammensetzen. 

Wir gelangen also zu den verschiedenen Arten senärer Kollineationen, 
indem wir alle möglichen Arten ternärer Kollineationen mit allen Arten 
von Involutionen komponieren; zu beachten ist dabei die Einschränkung, 
daß die zu komponierenden Verwandtschaften vertauschbar sein müssen. 

Im Räume lassen sich zwei Arten ternärer Kollineationen unter- 
scheiden, die planare und die gescharte. 1 ) Ferner existieren 2 Arten 
ron Involutionen, nämlich die Perspektive und die gescharte. 

Die windschiefe senäre Kollineation tp l 1. Art. 

Aus einer planaren ternären Kollineation # und einer mit ihr ver- 
tauschbaren gescharten Involution w, welche die Doppelgeraden u und 
v von i> zu Doppelstrahlen hat, resultiert eine windschiefe senäre Kolli- 
neation qpj 1. Art. Sind g v g v </ 3 irgend drei zu u und v windschiefe 
Strahlen eines Tripels von so ist die Involution, welche die Strahlen 
der durch g v <7 S , <jf 3 und u bestimmten und auch v enthaltenden linearen 
Kongruenz zu Doppelstrahlen hat, mit ip vertauschbar. Die Geraden u 
und r sind die einzigen Doppelelemente der Kollineation <p lf und zwar 
werden die Punkte von u und die Ebenen von v durch qp, involutorisch 
gepaart; ihre Involutionen sind elliptisch. Die Punkte von v und die 
Ebenen von w sind senär zyklisch gruppiert. 

Alle übrigen Punktzykel bilden je ein windschiefes Sechseck, von 

1) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl. Leipzig 18U2. Abt. II. Vor- 
trag XI. 
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welchem keine vier Eckpunkte in eine Ebene fallen. Ihre Haupt- 
diagonalen, welche Doppelstrahlen der Involution oj sind, werden durch 
qp x ternar zyklisch gruppiert; die auf ihnen liegenden Gegenpunkte der 
für q> l invarianten Sechsecko sind Paare zugeordneter Punkte der ellip- 
tischen gescharten Involution (o. 

Jede windschiefe senäre Kollineation <p t 1. Art kann in jede andere 
derselben Art, insbesondere auch in die „rotatorische" p x kollinear 
transformiert werden. Diese resultiert aus einer rotatorischen ternären 
planaren Kollineation # , welche mit einer Drehung des Raumes um 
eine Achse «' durch 120° gleichbedeutend ist, und einer mit 4> ver- 
tauschbaren gescharten Involution ©, welche die Doppelstrahlen u und 
v' von $ zu Doppelstrahlen hat Durch Drehung um u' ändert sich 
die Kollineation nicht. 

Für die windschiefe senäre Kollineation <p x sind einfach unendlich 
viele Flächen 2. Grades invariant. Sie bilden sowohl einen ^-Büschel 
als eine d>'-Schar. Sie sind ausschließlich Regelflächen; auf jeder von 
ihnen sind die Strahlen der einen Schar durch <p t zu Tripeln an- 
geordnet, während die Geraden der andern Schar zu Zykeln von je 
sechs Strahlen gruppiert sind. Die Geraden u und v sind reziproke 
Polaren bezüglich dieser Flächen, diese haben oo f gemeinsame Pol- 
tetraeder. 

Für <p t sind oo s kubische Raumkurven invariant, und zwar geht 
durch jeden weder auf u noch auf v gelegenen Punkt eine einzige von 
ihnen. Auf jeder in <p t sich selbst entsprechenden Regelfläche 2. Ord- 
nung liegen oo 1 dieser kubischen Raumkurven. Diese sind Nullkurven 
eines für <p t invarianten linearen Strahlenkomplexes; sie haben die Ge- 
raden der einen Regelschar, die ternär zyklisch gruppiert sind, zu ge 
meinsamen Sehnen. Diese sind zugleich gemeinsame Achsen von oo 1 
invarianten kubischen Ebenenbüscheln, deren Anschmiegungskurven auf 
einer andern invarianten Regelfläche 2. Grades liegen. Die Gerade u 
ist eine uneigentliche Sehne aller invarianten k* und die Gerade v eine 
uneigentliche Achse der kubischen Ebenenbüschel, welche diesen Raum- 
kurven 3. Ordnung sich anschmiegen. 

Die windschiefe senäre Kollineation 9?, 2. Art. 

Aus einer planaren ternären Kollineation welche die Punkte 
einer Geraden u zu Doppelpunkten und die Ebenen einer Geraden v 
zu Doppelebenen hat, und einer Perspektiven Involution oj, deren In- 
volutionszentrum A auf u liegt und deren Involutionsebene a durch v 
geht, resultiert eine senäre windschiefe Kollineation qp, zweiter Art. 
Diese läßt die Punkte A und a ■ w (= jß), die Geraden m und v, ferner 
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die Ebenen a und Av (=*= ß) ungeändert. Andere reelle Doppelelemente 
kommen in <p t nicht vor. Die Punkte von u und die Ebenen von v 
werden durch qp s involutorisch gepaart, und zwar sind ihre Involutionen 
hyperbolische mit den Doppelpunkten A und B bezw. den Doppel- 
ebenen a und ß. Die Punkte und Strahlen der Ebene «, sowie die 
Ebenen und Strahlen des Punktes A sind ternär zyklisch gruppiert; 
überdies bilden die Punkte von v und die Ebenen von u für qp, in- 
variante Tripel. Die Ebene ß ist dagegen Trägerin eines senär zyk- 
lischen Feldes, und der Punkt B ist Mittelpunkt eines senär zyklischen 
Bündels. Alle übrigen Punktzykel bilden raumliche Sechsecke, deren 
Hauptdiagonalen sämtlich durch den Doppelpunkt A gehen. Die Gegen- 
kanten eines jeden der Sechsecke schneiden sich in 3 Punkten der 
Doppelebene «, die ein Punkt tripel von qp, bilden. 

Aus einer rotatorischen ternären planaren Kollineation ^ und einer 
Perspektiven Involution o, deren Zentrum auf der Rotationsachse «' 
von qf^ liegt und deren Involutionsebene zu u' normal ist, resultiert 
eine rotatorische senäre Kollineation. Diese nimmt eine besonders an- 
schauliche Form an, wenn das Zentrum von to auf m' in unendliche 
Ferne rückt. Diese rotatorische senäre Kollineation bezeichnen wir mit 
p,. Sie resultiert also aus einer Drehung des Raumes um eine Achse u' f 
wenn der Drehungswinkel 120° betragt, und einer Spiegelung an einer 
zu w' normalen Ebene a\ In diese rotatorische senäre Kollineation p 8 
kann die allgemeine qp, durch Kollineation verwandelt werden. 

Für <p t sind die Flächen eines F*- Bündels invariant. Dieser ist 
ein spezieller: seine Flachen berühren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von v. Er enthält unter anderem die Ebenenpaare der In- 
volution v, sowie zwei Büschel konzentrischer Kegel 2. Ordnung mit 
den Mittelpunkten A und B. Die Strahlen der Kegel A werden ternär, 
die der Kegel B senär zyklisch durch <p f gruppiert. Durch jeden weder 
auf u noch auf v gelegenen Punkt P des Raumes geht ein aus in- 
varianten Flächen bestehender l^-Büschel, dessen Grundkurve aus zwei 
Kegelschnitten besteht, die in dem durch P bestimmten Ebenenpaar 
der Involution v liegen. Der i^-Büschel enthält 00 1 Regelflächen 
2. Ordnung; durch <p t werden die beiden Regelscharen einer solchen 
Regelfläche in einander übergeführt. Die Fläche enthält die Kanten 
von oo 1 auf ihr liegenden Punktzykeln. — Für alle invarianten Flächen 
2. Ordnung sind u und v reziproke Polaren, und zwar ist A Pol von a 
und B Pol von ß. Die Flächen haben 00 1 gemeinsame Poltetraeder; 
von diesen fallen stets zwei Eckpunkte nach A und B t während die 
übrigen Eckpunkte eine elliptische Involution auf v bilden. 

Die beiden Doppelebenen a und ß enthalten je einen Etfischel in- 



Digitized by Google 



26 



KunoLK Khai kk: 



varianter Kegelschnitte; diese berühren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von t. Die in jeder der beiden Ebenen liegenden invarianten 
Kegelschnitte haben so 1 gemeinsame Poldreiecke; von diesen fällt ein 
Eckpunkt in den Doppelpunkt der Ebene; die übrigen Eckpunkte ge- 
hören der erwähnten elliptischen Involution an. 

Für die rotatorische Kollineation p 2 ist jede Rotationsfläche 2. Ord- 
nung invariant, welche u' zur Rotationsachse und a zur Symmetrie- 
Ebene hat. Jedes Kreispaar, das durch Rotation eines Punktes P und 
seines Spiegelbildes P' bezgl. u um u beschrieben wird, ist für q 2 
invariant. Es entsprechen somit alle konzentrischen Kreise, die in a' 
liegen und ihren Mittelpunkt auf u haben, sich selbst. 

Invariante, irreduzible kubische Raumkurven und biquadratische 

1. Art kommen in der senären Kollineation <p s nicht vor. Jede sich 
selbst entsprechende Raumkurve 4. Ordnung zerfällt in zwei Kegel- 
schnitte, die in einem Ebenenpaar der Involution v liegen. Jeder 
Punkt des Raumes bestimmt ein solches Kegelschnittpaar; es gibt 
deren oo 8 . 

Die planare senäre Kollineation y> y 

Aus der planaren ternären Kollineation $ und der gescharten In 
volution o, welche die Doppelgeraden « und r von tf» zu Involutions- 
achsen hat, resultiert eine planare senäre Kollineation qp 3 . Diese läßt 
die beiden Geraden u und v, sowie jeden Punkt von u und jede Ebene 
von v ungeändert. Die Punkte von v und die Ebenen von u werden 
durch qp s zu Tripeln gruppiert. Auf der Geraden v liegen keine reellen 
Doppelpunkte. Die Ebenen des Büschels v enthalten senär zyklische 
Felder der Kollineation <p 3 ; jeder Punktzykel liegt mit v in einer solchen 
Doppelebene. Die allgemeine Kollineation qp 3 kann in die rotatorische 
p 3 kollinear transformiert werden; diese ist gleichbedeutend mit einer 
Drehung des Raumes um eine Achse u' durch 60°. 

Für die planare senäre Kollineation qp 8 ist jede Fläche 2. Ordnung 
invariant, welche einen Punktzykel enthält und « und v zu reziproken 
Polaren hat. Die für <p 3 invarianten Flächen 2. Ordnung bilden ein 
spezielles /^-Gebüsch; sie berühren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von v. Durch <p 3 werden die Strahlen einer jeden Regelschar 
einer invarianten Regelfläche 2. Ordnung senär zyklisch gruppiert. 
Durch jeden Punkt gehen cc* invariante Regelflächen 2. Ordnung. 
Jeder Punkt von u ist Mittelpunkt von oo l für (jp 3 invarianten Kegeln 

2. Ordnung. Diese bilden einen Büschel; ihre Strahlen werden durch 
<jp 3 senär zyklisch gruppiert. 

In jeder Ebene durch v liegen co 1 Kegelschnitte, die in qp 3 sich 
selbst entsprechen; sie bilden sowohl einen Büschel als eine Schar und 



Digitized by Google 



Über aetiüre Kaumkollineationen 27 

haben cc 1 gemeinsame Poldreiecke. Ein Eckpunkt dieser Poldreiecke 
fallt mit dem auf u liegenden Doppelpunkt der Ebene zusammen, die 
übrigen Eckpunkte bilden Punktepaare der elliptischen Involution auf 
t>, welche die imaginären Doppelpunkte von v zu Ördnungspunkten 
hat. Die Kegelschnitte berühren sich in diesen imaginären Punkten. 

Die halbgescharten senären Kollineationen. 

Eine allgemeine halbgescharte senäre Kollineation läßt sich auf 
folgende Weise herstellen. Sei eine involutorisehe Regelschar gegeben, 
von welcher p, p l und q, q t zwei Strahlenpaare und o„ a it a 3 drei be- 
liebige Leitstrahlen seien. Dann ist durch die Beziehung (^a^üyjij^q 
A » 1 <J i o l p 1 pq l eine halbgescharte Kollineation bestimmt. Die Doppel- 
strahlen der involutorischen Regelschar sind Doppelgeraden derselben. 
Je nachdem diese reell oder imaginär sind, ist die halbgescharte Kolli- 
neation hyperbolisch oder elliptisch. 

a) Die hyperbolische halbgescharte senäre Kollineation <p v 

Eine solche resultiert aus einer ternären gescharten Kollineation 
ty' und der gescharten Involution gj, welche irgend zwei Doppelstrab len 
g und h von zu Achsen hat. Diese sind die einzigen Doppelelemente 
von qp 4 und Träger von Punkt- und Ebenentripeln. Durch qp 4 werden 
die Strahlen einer bestimmten linearen Kongruenz T, nämlich die Doppel- 
strahlen von 4>', involutorisch gepaart. Ein beliebiger Punktzykel 
123456 ist in der Weise auf ein Strahlenpaar ao x von T verteilt, 
daß die Punkte 1, 3, 5 auf a, die übrigen drei 2, 4, 0 auf ö, liegen. 

Einen Sonderfall dieser halbgescharten Kollineation bildet die 
rotatorische (> 4 . Diese resultiert aus einer rotatorischen ternären ge- 
scharten Kollineation fy' und einer Spiegelung an deren Rotationsachse r. 
Die Doppelelemente von p 4 sind r und die Gerade, welche in den zu 
r normalen Ebenen unendlich fern liegt. Die allgemeine Kollineation 
qp 4 kann in die rotatorische p 4 kollinear verwandelt werden. 

Die allgemeine senäre Kollineation <p t läßt 2 Büschel von Rächen 
2. Ordnung, die zugleich als <£ 8 - Scharen aufzufassen sind, ungeändert. 
Die Flächen des einen Büschels durchdringen sich in den Doppelgeraden 
g und h. Auf jeder von ihnen sind die Geraden der Schar, welche g 
und h enthält, durch qp 4 involutorisch gepaart; die Strahlen der Leitschar 
sind ternär zyklisch gruppiert; sie sind die Hauptdiagonalen der auf 
der Fläche gelegenen Punktzykel. Die Flächen des zweiten i^-Büschels 
haben g und h zu reziproken Polaren. Die Erzeugenden der einen 
Schar auf jeder dieser Flächen werden durch qp 4 involutorisch gepaart; 
ihre Involution ist elliptisch. Dagegen sind die Strahlen der Leitschar 
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zu Zykeln von je sechs Strahlen gruppiert. Die Hachen dieses F*- 
Büschels haben oo* gemeinsame Poltetraeder, deren Eckpunkte auf y 
und h liegen. 

Durch einen Punkt P geht je eine Fläche der beiden F'-Büschel; 
diese beiden Flächen schneiden sich in dem Gegengeradenpaare, das 
durch V bestimmt ist. Jede Fläche des einen F '-Büschels schneidet 
jede Fläche des andern Büschels in einem solchen Paar von Geraden. 

In der rotatorischen halbgescharten Kollineation <p 4 existieren 
ebenfalls 2 Büschel invarianter Regelflächen 2. Ordnung. Der eine 
besteht aus Rotationsflächen mit der gemeinsamen Rotationsachse r, 
der andere aus gleichseitigen Paraboloiden, die sich in r durchdringen. 

b) Die elliptische halbgesoharte Kollineation ? 4 . 

Aus einer gescharten ternären Kollineation ty' und einer elliptischen 
gescharten Involution w, welche die Doppelstrahlen von ty' involutorisch 
paart, resultiert eine elliptische halbgescharte senäre Kollineation q>\. 
Diese hat zwei reelle Doppelgeraden g und //; reelle Doppelpunkte 
und Doppelebenen sind in y\ nicht vorhanden. Die Doppelgeraden g 
und K sind Träger senärer Punkt- und Ebenenzykel. 

Eine elliptische halbgescharte rotatorische Kollineation q' a er- 
halten wir auf folgende Weise. Wir gruppieren die eine Regelschar 
eines Rotationshyperboloides It s ternär zyklisch, indem wir sie um die 
Rotationsachse r sukzessive um 120° und 240° drehen. Die andere 
Regelschar machen wir zu einer involutorischen, indem wir ihre Strahlen 
an r spiegeln. Ist a v o,, a, ein Strahlentripel der ersten Regelschar 
und sind p, p, und q, q x zwei Strahlenpaare der involutorischen Leitschar, 
so ist die Kollineation a x (^a z pi\q A <h<h<t\P\P<l\ eme elliptische halb- 
gescharte rotatorische. 

Die elliptische halbgescharte senäre Kollineation g> 4 läßt zwei 
Büschel von Regelflächen 2. Ordnung, die zugleich <E>*- Scharen sind, 
ungeändert. Andere reelle Doppelflächen 2. Grades treten nicht auf. 
Die Flächen des einen i^-Büchels haben die Doppelgeraden </ und h' 
gemein. Auf jeder dieser Regelflächen sind die Strahlen der Schar, 
welcher g' und V angehören, durch <p\ involutorisch gepaart; die Leit- 
schar ist dagegen durch <p' t senär zyklisch auf sich bezogen. Die Flächen 
des andern i^-Büschels haben keine reellen Punkte gemein. Die Geraden 
g' und h' sind bezüglich ihrer reziproke Polaren und die Gegenpunkte der 
auf ihnen liegenden Zykel Paare konjugierter Punkte. Die Flächen 
haben x>* gemeinsame Poltetraeder. Die Strahlen der einen Regelschar 
von einer dieser Flächen werden durch <p\ involutorisch gepaart, die 
der Leitschar ternär zyklisch gruppiert. 
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Die gescharte senäre Kollineation <p y 

Aus einer ternären gescharten Kollineation V und der gescharten 
Involution w, deren Doppelstrahlen mit denen von M>' zusammenfallen, 
resultiert eine gescharte senäre Kollineation tp b . Diese enthält oo* 
Doppelgeraden, und zwar bilden diese eine lineare Kongruenz, deren 
Leitgeraden konjugiert- imaginäre Gerade 2. Art sind. Andere reelle 
Doppelelemente kommen in qp & nicht vor. Jeder Punktzykel von <p ü 
besteht aus 0 Punkten, die allemal auf einer Doppelgeraden liegen. 

Sei JP ein geradliniges Hyperboloid. Wir beziehen die eine 
Regelschar senär zyklisch auf sich selbst, etwa dadurch, daß wir die 
Punkte eines Kegelschnittes den eine beliebige Schnittebene mit 
H* gemein hat, senär zyklisch gruppieren. Dies geschieht am ein- 
fachsten dadurch, daß wir k* auf einen Kreis, welchem reguläre Sechs- 
ecke eingeschrieben sind, projektiv beziehen. Sind «, o^a^a,. sechs 
Strahlen eines solchen Zykels und sind p, q, r drei beliebige Strahlen der 
Leitschar, so ist durch die Beziehung^ aja,a 3 a 5 a^pqr /\ ' a^a^a^pqr 
die senäre gescharte Kollineation <p b bestimmt. 

Ist jß* ein Rotationshyperboloid, so können wir die Strahlen der 
einen Regelschar senär zyklisch gruppieren, indem wir die Regelfläcbe 
/{* durch eine zur Rotationsachse r normale Ebene in einem Kreise 
schneiden und diesem reguläre Sechsecke einschreiben. Dann sind die 
Punkte des Kreises und damit auch die durch sie gehenden Strahlen 
der einen Regelschar senär zyklisch gruppiert. Ist a^d i d ri d i d b d^ ein 
solcher Strahlenzykel und sind p, q, r drei Leitstrahlen der Schar, so 
ist die Kollineation d^d^d^d^p'q'r /\ d^a'^d^ a x p'q'r eine senäre 
gescharte und zwar eine rotatorische p v 

Jede für <p 6 invariante Fläche 2. Ordnung ist eine Regelfläche. 
Eine solche ist bestimmt durch irgend drei Doppelgeraden. Die Strahlen 
ihrer einen Regelschar sind Doppelstrahlen von qp 5 ; die Strahlen der 
andern Schar werden durch <jp 5 senär zyklisch gruppiert. Überhaupt 
bleibt durch <p b jede Regelfläche erhalten, welche eine Schar von 
Doppelstrahlen enthält. 
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Sur quelques integrales d6flnies; 

Par F. Gomes Teixeira ä Porto. 

1. L'integrale 

J*cot±(x — a — ib)dx, 

oü h represente une quantite differente de ze'ro, a une grande impor- 
tance dans la theorie de l'inte*gration des fonctions circulaires, comme 
on peut le voir en lisant les belles pages que Herrn ite a consacrees a cette 
doctrine dans son Cmtrs (F Analyse de VEcole Folytcvhnique. Dans cet 
important ouvrage l'eminent geometre donne la formule 

(1) J tot{{x -a- ib)dx = 2(6)i«, 

0 

oü (b) represente une quantite egale ä Turnte en valeur absolue et du 
signe de b. U obtient cette valeur au moyen d'une methode tres elegante. 
Nous avons donne une autre demonstration de ce r&ultat, en nous 
fondant sur un theoreme de Cauchy, tres connu, dans les NouvcUes 
Annale» de Mathematiqttes (2° serie, t. VII, p. 220). 

Dans la presente Note nous allons d'abord nous 6ccuper une autre 
fois de cette formule, pour en donner une nouvelle demonstration, 
fondee sur l'egalite 

(2) fi^dx - i*2\(K), 

— OD * ~ ^ 1 

oü F(x) represente une fonction entiere de degre w; f{x) une autre de 
degre inferieur a m — 1; a x -j- ib lt a ? -f ib t , . . ., a m -\-ib m les racines de 
F(x) = 0, que nous supposons toutes inegales et imaginaires; A tt A if 
. . A m les numerateurs des fractions simples dans lesquelles on peut 

f(x) 

decomposer U-'-r, et (b n ) une quantite egale a l'unite et du signe de b n . 

On demontre facilement cette egalite en generalisant l'analyse em- 
ployee par Herrn ite (1. c, p. 289) pour l'etablir dans le cas particulier 
oü f{x) — 1 et F{x) — (x — a, — ib^x — a, — ib t ). 

On a, en effet, 

F<x) x— a — »& ' 
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et 

et par consequent 



« — 1 



(»-";)'+*: 

Mais, en vertu d'un theorfeme bien connu, on a 
Donc 

+ i 24,[a,ctg^._. rc t g ^]. 

En posant maintenant dans eette formule « ■= — oo, /? «= oo, on 
trouTe immediatement la formule (2), qu'on voulait demontrer. 

Cela pose, nous allons de*duire de legalite qu'on vient d'etablir, 
Legalite (1). 

Nons avons d'abord 

f«*i(* - " - -fäWi~ l :*V **• 

et, par consequent, en posant cot££ — t, 



— X 
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Nous avona aussi 

tcot\(a+ib)+J. A x ^4, A, 

[t- cot $(« + ib)][t' + 1] — t — cöti'(ö -f ~ib) t + i~^ t — i* 

oü 

A-l, Ä t \ f A 3 i; 

et 

a, + /7>, = cot A(a -f <7>), a, + i7>, — — /, a, + i7>, = i. 

En appliquant la formule (2) nous trouvons donc 

J [I - cot \{a + i6)J[t« + 1] ai ** 

SB 

et par consequent 

*cot j(* -a- ib)dx 2t*(6 1 ). 



Pour de*terminer remarquons qu'on a 

, ., t i / , i\ 2Bina — »'(e 6 — e~ b ) 

a, + ,b,- cot T (« + ,») - ( ,H. + ^ )Wl . + ( ,H._^ )Vl< V 

et par consequent 



e" 6 -e 6 



(«- * 6 + e * *)Vn» ^ a + (e~ * 6 - 6 )'co« » * a " 

On voit donc que b t est positif quand b < 0 et negatif quand 
i> > 0, et qu'on peut, par consequent, ecrire (&,) = — (fc), et ensuite 



in 



cot . — a — »o)rfa: — 2 §*(&). 



2. On peut trouver au moyen d'une analyse semblable la valeur 
de l'integrale 

cot \{x — a — ib)dx. 



fix) 



Noua avons, en effet, 

rf ,=5\log/) + i5"lo g [(l-^)* + 5|] 
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et par consequent, en ayant d'abord egard ä Tiden tit^ ^ A m = 0 et 
en posant ensuite a «= 0 et ß — oo, " =1 

En appliquant maintenant cette formule a la fonction 

tcotj(a + »d) + l 
[* — cot |(a +•&)][«» + 1]' 

on trouve 



/ cot 4(a -f i'6) 4- 1 . . / • , 

[^^% + » W-M l d< " ~ * log (ö? + b]) 



et par consequent 

tcot j(a + »6) + l , A . e»»-8co«8a + e-»» 

[f - cot ^(a + i6j][t* + 1] * 8 AOg V -8 cos a +>-»)•' 

-,[i«(*)-arctgV^,g. 

Mais on a 

n 



Dodc 



/cot {(, - a - - - y [t _^*n^ + .] <,t 



— 8 coaSa -f- e— 86 



/'cot{(* - « - <6)d* = log^- Scoiia + e _ t) , 

+ i[«(*)-2arctg?4-"°;]. 
Porto, 4 mar» 1904. 

Zur Einführung in die normalen Koordinaten. 

Von Jan de Vkies in Utrecht 

1. Eine Ebene £ werde, in bezug auf ein orthogonales Kaum- 
koordinatensystem, durch die Gleichung dargestellt: 

o l + f + f- 1 - 

Eine Gerade g in e ist alsdann durch Hinzunahme der homogenen 
Gleichung bestimmt: 

(2) Px+ Qy+ Re = Q. 

inhlT dar MttlMnifttik und Pbycilu III. K«ih«. IX. 3 



Digitized by Google 



34 Jak ds Vrieü: 

Werden nun die Koordinaten x, y, e durch Großen ersetzt, welche 
der Ebene £ angehören, so hat man ein Koordinatensystem in der 
Ebene, welches zunächst für jede Gerade eine homogene lineare Gleichung 
liefert. 

Am einfachsten erreicht man dies durch Einführung der Abstände 
a, ß, y eines in e belegenen Punktes von den Seiten a, b, c des Dreiecks, 
dessen Eckpunkte A, B, C auf OX, OY, OZ liegen. Bezeichnet man 
die Höhen dieses Dreiecks mit h ai h b , h ef so ist nämlich 

(3) x : a — p : h a , y: ß^q:h bf z:y = r : Ä c . 

In den Koordinaten «, ß, y wird die Gerade g daher dargestellt 
durch die Gleichung 

£- + ^ + £r-o. 

oder auch durch 

(4) Ppaa + Qqbß + Brey — 0. 

Umgekehrt bestimmt jede homogene lineare Gleichung in a, ß, y 
eine in £ liegende Gerade. Aus 

P 9 r 

ergibt sich, daß zwischen a, ß, y die Bedingungsgleichung obwaltet: 

(6) «, + JL + i.i. 

"a "b "e • 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene £ wird durch die Ebene 

* + JL + ± = Q 
p 9 r 

bestimmt. Demnach ist ihre Gleichung in normalen Koordinaten 

(6) aa + bß -f cy — 0. 

2. Weil eine Kurve n Ur Ordnung dargestellt wird durch die 
Gleichung (1) in Verbindung mit der homogenen Gleichung der Kegel- 
fläche, welche sie aus dem Nullpunkte projiziert, ist ihre Gleichung in 
normalen Koordinaten et, ß, y ebenfalls homogen. 

Ein Kreis in £ läßt sich zunächst durch die Kugel 

sodann durch die Kegel fläche 

(7) f+ (ix + my + nz) (* + | + -I) = 0 
darstellen. 
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Infolge der Beziehungen 

(8) x : paa — y : qbß = e : rcy 

erhält man somit die Kreisgleichung in der Form 

(9) p*a*a s + tfb % ß % + rVy'-f (place -f- qmbß + rncy) (aa + bß+ cy) = 0. 

Den Umkreifl des Dreiecks ABC erhält man, wenn man l, m, n 
beziehungsweise durch —p, — q, —r ersetzt; man findet dann 

(10) ettß + aßy + bya — 0. 

Die Gleichung eines beliebigen Kreises läßt sich mit Hilfe der 
Gleichung (10) und derjenigen der unendlich fernen Geraden in der Form 

(11) C(tß + aßy + bya + (aa + bß + cy) (a'a + b'ß + c'y) - 0 
darstellen, wo dann 

a'a + b'ß + c'y - 0 

die Potenzgerade der beiden Kreise ist. 

Die Umformung der Gleichung (9) in diese Gestalt ergibt sich 
auf folgende Weise. Man hat zunächst 

(aa + bß + cy) [(p + X)paa + (q + m)qbß + (r + n)rcy) 
- (P* + 9 1 ) - (a* + r«) oc/Jy - (r« + d") cay« - 0. 

Weil aber 

p*+q*-c*, ^-f-H^a», r* + p*~b' 

ist, ergibt sich 

(12) {2 a ") 2( p + V* 0 " ~ abc 2 Cttß " °* 

3. Es soll noch gezeigt werden, wie sich eine Formel für die 
Entfernung zweier Punkte herleiten läßt. Mit Hilfe der Be 
Ziehungen (3) erhält man 

<p = (* - as7 + (y - y y+ (g - e y 

- 5 ( " - a? + 50 - «■+ 5^ - y? - 

Der Kürze halber werde £ geschrieben anstatt 

«-«' l-P* r-r' 

Aus 
ergibt sich 

5 + 17 + S-0. 
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Demnach ist 

e=-($v + m> usw. 

und 

d*= - P *{U + U) - fl f (5* + nt) - r>(U + 

Ersetzt man p s + q 1 durch c ! usw., so wird 
Schließlich erhält man die Formel 

äs) 2<.. 

oder, wenn z/ den Inhalt des Dreiecks ^4BC vorstellt, 
Utrecht, den 18. Oktober 1903. 



Über die wichtigsten Beziehungen zwischen elektrischen 
und optischen Konstanten, insbesondere Über den von 
Hagen nnd Rubens nachgewiesenen Znsammenhang des 
Reflexionsvermögens mit dem elektrischen Leitvermögen. 

Von W. Westphal in Marburg. 

Einleitung. — Die drei wichtigsten der in der obigen Überschrift 
genannten Beziehungen sind die folgenden: 1. Die Beziehung der beiden 
elektrischen Maßeinheiten zur Lichtgeschwindigkeit. 2. Die Beziehung, 
daß der Brechungsindex gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitäts- 
konstante ist 3. Die kürzlich von Hagen und Kubens gefundene 
Beziehung des Reflexions- und Emissionsvermögens der Metalle zu ihrer 
elektrischen Leitfähigkeit. 

Die schon lange bekannte Tatsache, daß der elektromagnetisch 
im C-G-S-System gemessene Wert einer Ladung, multipliziert mit der 
Geschwindigkeit von 300000 km pro Sekunde, also multipliziert mit 
der Lichtgeschwindigkeit, gleich ist dem elektrostatisch gemessenen 
Wert dieser Ladung, fand zuerst ihre Erklärung durch die von Maxwell 
aufgestellte Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen. Hieraus 
folgt nämlich, daß jene Geschwindigkeit, die gleich dem Verhältnis der 
beiden Maßeinheiten ist, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit elektro- 
magnetischer Kräfte im Weltenraum, d. h. im freien Äther angibt. 
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Andrerseits machte Maxwell die Annahme, daß das Licht in derartigen 
Wellen bestehe: die elektromagnetische Lichttheorie. Daraus ergab 
sich dann die Erklärung dafür, daß jenes Verhältnis gerade gleich ist 
der Lichtgeschwindigkeit. Daß es überhaupt einer Geschwindigkeit gleich 
ist, läßt sich einfach erkennen: siehe: F. Richarz, Neuere Fortschritte 
auf dem Gebiete der Elektrizität, 2. Aufl. 1902 bei B. G. Teubner. 
Seite 22—29. 

Als eine weitere unmittelbare Folgerung aus den Max well sehen 
Gleichungen ergab sich für Dielektrika die wichtige Beziehung zwischen 
den BrecJtungsexponenten und den Dielektrizitätskonstanten, die für das 
Gebiet ihrer theoretisch postulierten Gültigkeit bei einer Reihe von 
Korpern experimentell bestätigt worden ist. Auf ihre Ableitung wird 
nachher eingegangen werden. 

Was dagegen die optischen Eigenschaften der Metalle betrifft, so 
haben diese sich lange Zeit nicht mit den Folgerungen aus der Theorie 
in Einklang bringen lassen. Nur ganz im allgemeinen fand man, daß, 
wie die Theorie verlangte, die besten Leiter (Metalle) auch am un- 
durchlässigsten für Lichtschwingungen waren. Der Grund der quanti- 
tativen Abweichungen, die man fand, liegt in dem Umstände, daß im 
Gebiete kürzerer Wellen die molekularen Eigenschwingungen der Metalle 
einen überwiegenden Einfluß auf die optischen Parameter ausüben, der 
von der gewöhnlichen Theorie nicht berücksichtigt wird. Für längere 
Wellen fällt diese Störung weg, und es ist Hagen und Rubens ge- 
lungen, eine Beziehung zwischen dem Leitvermögen und dem Reflexions- 
vermögen auf experimentellem Wege aufzufinden, deren Herleitung aus 
den Maxwellschen Gleichungen Drude, Cohn, Planck gegeben 
haben. Nach diesen kommt für das optische Verhalten des Metalls 
bei großen Wellenlängen, also langsamen Schwingungen, allein seine 
Leitfähigkeit für stationäre galvanische Ströme in Betracht. 

Sind nämlich © x , G y , G f die Komponenten der elektrischen Kraft, 
$*> ^ e der damit verbundenen magnetischen Kraft, bezogen auf 

ein kartesisches System, dessen positive x- Achse nach rechts, dessen 
positive y-Achse nach hinten und dessen positive r-Achse nach oben 
gerichtet ist, so bestehen zwischen deren Ableitungen nach der Zeit 
und den Koordinaten die Maxwellschen Gleichungen: 

p d& x 8Q V ae, 



(1) 



c dt dz dy 

ft es, _ d* z 

c dt dx dz 
Ii eft, _d<£ x dd v 
K ~c dt ~ ~dy ' Tz" 
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D d*, d$, B$, 1*1 



(2) 



c dt dy dt 



d c<s v a$ x c§ t 4*1 

c ' dt ™ a# a* c c » 

/> a®, a$_ a$_ 4*x ^ 

c a* a« ay c * 



Hierin ist c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, D die Dielektri- 
zitätskonstante, X die Leitfähigkeit in elektrostatischem Maß und fi 
die magnetische Permeabilität. 

1. Elektrische Wetten in Nichtleitern. — Für den freien Äther, 
sowie für Dielektrika ist X — 0 zu setzen, und es läßt sich zeigen, 
daß hierfür die Maxwellschen Gleichungen durch eine transversale 
Schwingungsbewegung erfüllt werden, vorausgesetzt, daß in dem be- 
trachteten Raum keine elektrischen Ladungen vorhanden sind. Zuerst 
soll letztere Bedingung formuliert werden. Differenziert man die 
Gleichungen (2) bez. nach x, y, e und addiert, so findet man, wenn 
X — 0 und D konstant ist: 

und daher: 

W + £ + 

Ks hat dann dieser Ausdruck, der nur noch Funktion der Koordinaten 
ist, die Bedeutung der mit 4* multiplizierten Elektrizitätsdichtigkeit, 
die in Nichtleitern sich zeitlich nicht ändern kann. Für einen Spezial- 
fall sieht man dies sogleich ein; wenn nämlich <5 X , @ J zu dem 
elektrostatischen Potential V gehören, so wird (4): 

(4a) 0 z/F-4*«, 

wo £ die Dichte der Elektrizität ist. Da aber £ positiv und negativ 
sein kann, hat man nach der Annahme zweier entgegengesetzter 
Elektrizitäten (dualistische Theorie) dem £ die Bedeutung der Differenz 
beider beigelegt. 

Für 2>— 1, also für Luft, resultiert aus (4a) die gewöhnliche 
Laplacesche Differentialgleichung zwischen dem Potential und der 
Dichtigkeit der Elektrizität. Ist D > 1 , so muß e größer sein bei 
demselben V. Hieraus folgt also die Definition von D als das Ver- 
hältnis der Kapazitäten eines Kondensators bei einem dielektrischen 
Zwischenmedium und bei Luft (D — 1). 
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Sind daher keine Ladungen vorhanden, so muß stets sein: 

Differenziert man die erste der Gleichungen (2) für A = 0 nach /, so 
findet man bei Vertauschung der Differentiationen: 

e ' dt' " dy\ dt ) d*\ dt )' 
Setzt man die bezüglichen Werte aus (1) ein, so ergibt sich: 

Da*e, cra/ae, a« y \ a /a«, a«,yi 

c "äT*" = ^ Läy \äy~ ~~ 1*7 ~ ¥» \dx W) J 

c ra«c, a»c x a*^ a«e,*i 
~ /» L ay' "17" äyai ~~ ä*äxj 



cra»e x a% _a /ae y ae \i 
" il La y * + a*» a*Uy + a* /_)' 

Berücksichtigung von (5), und wenn wie üblich gesetzt wird: 

"a^ + + Ii*" ~ 



findet man: 



oder für — a': 



D d'% c 



(6) ^--«^«.. 

Analoge Gleichungen bestehen für <5 y und <£ t . Sie stellen beliebige 
transversale wie longitudinale Wellenbewegungen dar. Daß sie aber 
unter der Annahme (5) nur transversale Wellen ergeben, resultiert aus 
folgendem. 

Es sei nur die Komponente in der Richtung der x-Achse vor- 
handen, d. h. <£ y — 0, <£, — 0, dann folgt aus (5): 

d d 

-3^-0 oder $ x = f(y,z,{) 

and aus OS): 

(6a ) "Iii" - a »(-^r + -jjrj. 

Nimmt man hier (S, als nur von y und * abhängig an, so findet 
man zu seiner Bestimmung die Differentialgleichung: 

w ai« ay* » 
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deren allgemeine Lösung ist: 

(8) ®,-/;(y + «') + /;(y-«'), 

wo /J und willkürliche Funktionen sind. 

Betrachtet man analog den Fall, daß Q x nur von z und t abhängig 
ist, so findet man als Lösung: 

(9) + «9 + 

Im allgemeinen Falle, wie er der Gleichung (6 a) entspricht, koexistieren 
die durch (8) und (9) gegebenen Lösungen. Deren Bedeutung läßt 
sich jetzt ohne weiteres einsehen, nämlich, daß sich, wenn nur 6 X - 
Kräfte vorhanden sind, diese in der y- oder der ^-Richtung, also in einer 
zur ar-Achse senkrechten Richtung mit der Geschwindigkeit a fort- 
pflanzen, also eine transversale Welle vorliegt. Ganz das Analoge gilt, 
wenn nur oder nur ©.-Kräfte vorhanden sind. Die allgemeinste 
mögliche Bewegung setzt sich aus allen diesen Fällen, deren jeder eine 
Transversalwelle bedeutet, zusammen. 
Es war: 




£ ist nun der Brechungsexponent n für das betrachtete Medium 

und fi 1 4" 4;rx ist für Dielektrika, da ihre Magnetisierbarkeit x 
gleich 0 ist, = 1 zu setzen, so daß sich ergibt: 

(10) n=VD, 
d. h.: 

„Für Dielektrika ist der Brechungsexponent für lange Wellen 
gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstante." 

Eine elementare Veranschaulichung dieser Beziehung findet man 
in den oben erwähnten „Neueren Fortschritten" Seite 101. 

2. Elektrische Wellen in Metallen. — Für die meisten Metalle ist 
die Größe (i in den Gleichungen (1) nahezu = 1 zu setzen, weil ihre 
Magnetisierbarkeit x = 0 ist. Ausnahme hiervon machen nur Fe, Co, 
Ni. Aus der experimentell bestätigten Gültigkeit der jetzt abzuleitenden 
Beziehung auch für diese Metalle folgt, daß ihr Magnetismus so schnellen 
Schwingungen wie denen der Lichtwellen nicht folgen kann, weshalb 
auch für sie in dem betrachteten Wellenbereich p => 1 gesetzt werden kann. 

Für den Fall einer ebenen, in der Richtung der x-Achse fort- 
schreitenden transversalen Welle müssen die Komponenten G x und 
Q g — 0 sein, und die Komponenten © y und 6, resp. § p und 
dürfen nur noch von der ^--Koordinate abhängen, eben weil eine be- 
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liebige Ebene x = Konst. Wellenfläche, d. h. Fläche mit Punkten 
gleicher Schwingungsphase sein soll. Aus (1) und (2) findet man 
demnach: 

{ ■ c dt ~ dx > e et ~ dx ' 

1 ; c a< c *y c et dx" c 

Ist ferner die Welle geradlinig polarisiert, d. h. schwingt die elektrische 
Kraft stets parallel zu einer bestimmten Richtung, senkrecht zur x-Achse, 
welche Schwingungsrichtung man mit der y-Achse zusammenfallen 
lassen kann, so fällt die Schwingungsrichtung der magnetischen Kraft 
mit der z- Achse zusammen, sodaß also zu setzen ist 6, = 0, § y = 0; 
und man findet die Endgleichungen: 

( 13l 'Jf — c?', f +">-£ — " 1 <S,. 

et cx 1 dx e dt c v 

Differenziert man die erste Gleichung nach x, die zweite nach t und 
subtrahiert, so ergibt sich: 

~ 7 * Tl* = ~~ C ~JP~ + ~c~~dti 

(14) 2) ._^ s=c ._^_4^ a ;. 

Diese Differentialgleichung stellt eine beim Fortschreiten gleichmäßig 

gedämpfte Welle dar. Für A — 0 resultiert die gewöhnliche Wellen- 
de 

gleich ung; das mit multiplizierte Glied entspricht der Dämpfung. 

Die Konstante D hat für Leiter zunächst keine bestimmte physikalische 
Bedeutung, indes werden die folgenden Betrachtungen zu einer solchen 
führen- Die Differentialgleichung (14) ist linear und homogen und 
läßt sich daher mit Hilfe einer Exponentialfunktion, deren Exponent 
eine lineare Funktion der unabhängigen Variablen ist, integrieren. 
Man setze demnach: 

(15) fy-Atf + P*, 

wo durch (14) eine Beziehung zwischen a und ß gegeben ist. Da 
man es bei einem andauernden Wellenzug für einen bestimmten Punkt 
mit einer zeitlieh rein periodischen Schwingung zu tun hat, muß a, 
damit dies wirklich der Fall ist, rein imaginär sein, da eine Exponential- 
funktion die Periode 2ari hat und die Zeit natürlich immer reell ist. 
Setzt man daher: 

(16) 
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so ist t die Schwingungsdauer, und ß vermöge (14) als Funktion der- 
selben bestimmt. Dabei wird durch diese Wahl von er die Allgemein- 
heit der Lösung durchaus nicht beeinträchtigt, da z noch ebenso will- 
kürlich ist wie a, nur daß diese Konstante die bestimmte physikalische 
Bedeutung der Schwingungsdauer besitzt. Ferner gibt man noch ß 
zur Vereinfachung späterer Rechnungen die Form: 

(17) u--v-f 

Hier ist p aus x und den übrigen bekannten Größen durch (14) be- 
stimmt und zwar folgendermaßen. Es ist: 

(18) 1& 9 - A*."«*-'*W< 

dt 



^ A-#*l"-"rti*.(2*l%f 

^-A*««-P'M*.(2p*lcx)\ 

In (14) eingesetzt, findet man: 

- D(2*/T) f - c*(2 P x/ct)'- 8x'li/x 

oder 

(19) - D-p'+2lxi = 0. 

Wie hieraus ersichtlich, wird p* und p komplex, und man setzt daher: 

(20) p = x + i-v, 
wodurch (19) übergeht in: 

- D - x s - 2x • v • i + v* + 2kx • t = 0, 

oder wenn das Reelle vom Imaginären getrennt wird: 

(21) -D-x*+ v»=0, x v = A-r. 

t 

Dies sind also jetzt zwei Gleichungen, die x und v durch r, /) und k 
ausdrücken. 

Gleichung (18) schreibt sich bei Berücksichtigung von (20) folgender- 
maßen: 

, Ae~ * n **/ et . •**(</* — »■*/«*) 

- ^e- >Ä **/ er • [cos 2» (f/t - vxfcx) + i sin 2« (t/t - vx/cx)]. 
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Setzt man in (14) ein, so sieht man leicht, daß sowohl der reelle 
wie der imaginäre Teil für sich eine Lösung darstellen muß. Betrachtet 
man demnach: 

(22) (S y — Aer'»* ■*>'"■ sin 2* (t/t — vxjcx), 

so stellt dies eine gedämpfte fortschreitende Sinuswelle dar, denn 
durch die Gleichung y~f(x — at) wird bekanntlich eine in der Rich- 
tung der x- Achse fortschreitende Wellenbewegung dargestellt, die mit 
der Geschwindigkeit a sich fortpflanzt. Die durch (22) dargestellte 

Wellenbewegung schreitet daher mit einer Geschwindigkeit a — — 
fort Es ist demnach: 

c 

"-«> 

und ist analog dem Brechungsindex. 

Gleichung (22) stimmt überein mit der inBoltzmanns Vorlesungen 
über Maiwellsche Theorie, Bd. II, 1893, S. 33. 

Ist l 9 die Wellenlänge der Schwingungsbewegung im Vakuum, d. h.: 

c - x = l, 

und daher: 

@, = Aer »** • sin 2« (t/t — vx/l,), 

so ist die verhältnismäßige Amplitudenabnahme, wenn die Bewegung 
am eine Vakuumwellenlänge in dem Metall weiter geht, gleich er *** 
und daher die relative Abnahme der Intensität gleich er An *. Hieraus 
geht hervor, daß x die Bedeutung des sog. Extinktionsindex in der 
Optik hat: Je großer x ist, umso schneller nimmt die Amplitude ab, 
umso stärker ist die Schwingung gedämpft. 

Aus (21) folgt: 

(23) B^v"- 1 — 

D ist somit physikalisch völlig bestimmt. Für Dielektrika ist 
2 = 0, also D = v*. D hat dann die Bedeutung der sog. Dielektrizitäts- 
konstante im früheren Sinne. Für Metalle kann (23J, als Definitions- 
gleichung der Dielektrizitätskonstante im erweiterten Sinne gelten. 

Unter der Annahme, daß D endlich ist, und daß man es mit 
langen Wellen, also großem x zu tun hat, findet man aus (23) für v: 
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wo indes nur das obere Zeichen gelten kann. Unter Vernachlässigung 
von — gegen X*x* und ^ g«gen Xx ergibt sich demnach: 

I V-YkT, 

(24 )j also nach (21) auch: 

x = yXt. 

3. Reflexion von Wellen. — Bei gewöhnlicher Reflexion, die nur 
an der Oberfläcfte einer spiegelnden Fläche stattfindet, gilt bei senk- 
rechter Inzidenz die Fresnelsche Gleichung: 

«-Gr-D* 

wo 72 das Reflexionsvermögen, d. h. das Verhältnis der Intensitäten der 
Strahlen einer Lichtquelle direkt nach und vor der Reflexion für die 
ans Vakuum grenzende Oberfläche, und v den Brechungsexponenten 
bedeutet. 

Voraussetzung dabei ist, daß die Reflexion eben nur an der Olter- 
fläcfie stattfindet, nicht aus dem Innern heraus, daß also im Innern 
keine Störung der Wellen durch Absorption stattfindet. In diesem 
Falle können Phasenänderungen des einfallenden Lichtes, wenn Ober- 
haupt, so nur als Phasenumkehr, also um ar stattfinden. Also kann 
geradlinig polarisiertes Licht immer nur wieder als geradlinig polari- 
siertes reflektiert werden, und es kann hierbei nicht elliptisch polari- 
siertes Licht neu auftreten, wenn es nicht schon vorhanden war. 

Untersucht man aber geradlinig schwingend einfallendes Licht 
nach Total- oder Metallreflexion, so findet man im allgemeinen, daß 
das reflektierte Licht elliptisch polarisiert ist Die elliptische Polarisation 
zeigt, daß das reflektierte Licht nicht nur aus den an der äußersten 
Oberfläche reflektierten Lichtstrahlen besteht, sondern auch einen Teil 
der eingedrungenen Strahlen, die später erst reflektiert wurden, enthält. 
Die eindringende Schwingungsbewegung nimmt in Form einer Exponential- 
funktion hinsichtlich ihrer Amplitude ab. Dies ist die Folge der Störung, 
die die Lichtbewegung erleidet. Diese selbe Störung gibt auch zu 
Reflexion aus dem Innern heraus Anlaß, und der reflektierte Strahl ist 
daher zum Teil aus Schwingungen, die von der Oberfläche, zum Teil 
aus solchen, die von Punkten innerhalb der Schicht ausgehen, zusammen- 
gesetzt. Die Tiefe des Eindringens der Komponenten des einfallenden 
Lichts in der Einfallsebene und senkrecht dazu ist im allgemeinen 
verschieden. Diese werden daher auch verschiedene Phasenänderung 
erhalten, und indem sich diese beiden aufeinander senkrechten Kompo- 
nenten zusammensetzen, wird das Auftreten des elliptisch polarisierten 
Lichtes bei Metall reflexion erklärbar. 
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Diese aus dem Innern herauskommenden Wellen bei der Metall- 
reflexion beeinflussen nun auch die Intensität der Reflexion. Die Theorie 
lehrt, daß das Reflexionsvermögen bei Metallspiegeln durch die Formel 
dargestellt wird: 



(25) R 



wo x den Extinktionsindex bedeutet Was ihre Ableitung betrifft, so 
vergleiche man Drude in Winckelmanns Handbuch der Physik II, 1 
Optik Seite 810 und Seite 824. 

Es ist hierbei zu beachten, daß in der dort abgeleiteten Formel 
für das Reflexionsvermögen: 

W K = (» + !)■ + »•*' 

ti den Brechungsindex und x den Extinktionsindex, bezogen auf eine 
Wellenlänge l m im Metall, bedeutet, d. h. es ist hier die relative 
Amplitudenabnahme =— e~ %K *, wenn die Bewegung um l m im Metall 
weitergeht. Bezeichnet man daher für den Augenblick das x in (25) 

mit x', so geht für n = v und x = -- (25) aus (26) hervor. 

Für nicht absorbierende Mittel, also x — 0 resultiert die Fresnel- 
sche Gleichung für das Reflexionsvermögen. Die infolge der Absorption 
eingetretene Verstärkung des reflektierten Strahles hat zur Folge, daß 
in der obigen Formel (25) das Quadrat des Extinktionskoeffizienten 
auftritt, welches, da es im Zähler zu einer kleineren Zahl, im Nenner 
zu einer größeren hinzutritt, den Wert des Bruches vergrößert. Aus 
(25) folgt R = 1 für x = oo. Dies ist der Fall bei Metallen für so 
lange elektrische Wellen, bei denen auf eine ganze Wellenlänge nichts 
durchdringt, wie z. B. bei Hertzschen Wellen; für sie findet vollständige 
Reflexion statt. Bei Berücksichtigung von (24) ergibt sich: 

Bei großem r kann man zunächst im Zähler und Nenner die Eins gegen 
die andern Glieder vernachlässigen, und indem man Zähler und Nenner 
durch 2 Ar dividiert, erhält man: 

oder wegen der Kleinheit von 1/yTr: 

jt-i . s . 
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Führt man statt X den spezifischen Widerstand tr=l/X, für t die 
Schwingungszahl n = 1/t ein, so findet man: 

£ = 1 - 2]/mTÜ. 

i? bezieht sich in dieser Formel auf die reflektierte Strahlungsintensität, 
wenn die einfallende = 1 gesetzt wird. Nennt man R l die reflektierte, 
in Prozenten ausgedrückte Intensität, so ergibt sich, da die einfallende 
Strahlungsintensität — 100 und demnach 100 R Ry 

100-^=2001/^ 

oder wenn för R t wieder ein neues R geschrieben wird: 

(100 — R)Yl=* 200 Yn 

oder auch: 

(100-Ä)l/Ä^-200. 

Dies ist das von Hagen und Rubens experimentell gefundene Oesetz. 
£8 besagt, daß die nichtreflektierten Intensitäten 100 — R, die sog. 
Eindringuw/skoeffizienten, im Gebiete langer Wellen sich umyckehrt ver- 
halten wie die Quadratwurzeln aus den Leitvermögen der betreffenden 
Metalle. 

Es sollen schließlich noch die in der abgeleiteteten Beziehung 
vorkommenden Größen in den gebrauchlichen Maßeinheiten ausgedrückt 
werden. 

Es bedeutete A die Leitfähigkeit in absolutem elektrostatischem 
Maße. Es ist also, da w = Ijkq, wo w der Widerstand, l die Länge, 
q der Querschnitt eines Drahtes ist, \ß der Widerstand in elektrosta- 
Btischem Maß eines Drahtes von 1 cm Länge und 1 qcm Querschnitt. 
Daher ist der Widerstand eines Drahtes von 1 m Länge und 1 qmm 
Querschnitt in elektrostatischem Maße = 10*/A elektrostatischen Wider- 
standseinheiten. Ist die Stromstärke J mt elektromagnetisch gemessen, 
J tt elektrostatisch gemessen, so ist J t =*cJ mf wo c die Licht- 
geschwindigkeit = 3 • 10 10 cm pro sec. isi Ferner ist nach dem 
Jou leschen Gesetz in jedem absoluten Maßsystem: Quadrat der Strom- 
stärke mal Widerstand W das Arbeitsäquivalent der während 1 Sekunde 
entwickelten Wärmemenge, also: «7£ W m = J? W tt und mithin: 

W m -c>.W, 

Man findet daher als Widerstand eines Drahtes von 1 m Länge und 

1 qmm Querschnitt — ~— elektromagnetische Widerstandseinheiten. Mit 

1/x bezeichnen nun Hagen und Rubens den Widerstand in Ohm — & 
eines Drahtes von 1 m Länge und 1 qmm Querschnitt. Da das 
Zeichen x in der vorhergehenden Betrachtung schon die Bedeutung 
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des Extinktionsindex hat, soll der genannte Widerstand mit \!% be- 
zeichnet werden. Es ist demnach, da 1 & — 10 9 elektromag. W. E., 
Widerstand in letzteren = 10*/Z, und man findet: 



und 

also (s. vor. S.): 

oder: 

wo: 



Weiter ist l/r — c, also 1/t = c/l, wo c und die Wellenlänge l (im 
Vakuum, s. S. 43) in denselben Einheiten auszudrücken sind. Drückt 
man Z in p — 10~* mm = 10~ 4 cm, c aber in cm aus, so folgt: 

J_ c 

T=/„10-«- 

Es ergibt sich daher: 

_L 1^1 _L_ 1 L_ 

(100- /?) ]/30 V^- 200, 

(ioo-Ä)y£-c, 

<7-~ und - 200 - 36,5. 
^ V30 

Hagen und Rubens bestimmten direkt die Größen R resp. 100 — 12 
und x und damit C bei verschiedenen Wellenlängen. Und zwar wurde 
bei den ersten Versuchen R bestimmt und in Prozenten der ein- 
fallenden Strahlung (*= 100) ausgedrückt. Bei den späteren Versuchen 
wurde die aus dem Kirchhoffschen Gesetz folgende Überlegung be- 
nutzt, daß die Große 100 — R oder die absorbierte Strahlung pro- 
portional ist der Emission. Die Emission des betrachteten Körpers 
wurde gemessen und mit der eines gleichtemperierten absolut schwarzen 
Korpers verglichen, die gleich 100 gesetzt wurde, woraus sich dann 
das Verhältnis 100 — R : 100 und damit 100 — R ergab. Aus C fanden 
sie dann nach K = Cyi ft im Mittel: 

für Z„ = 4/t JT — 38,8 

Sn 36,8 

12/i 38,1 

26,5,* 37,2, 

also gute Übereinstimmung mit dem aus der Max well sehen Theorie 
folgenden Werte. 

Physikalisches Institut der Universität Marburg, im August 1904. 
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Loria, Gino. Spezielle algebraische und transoendente ebene 
Kurven. Theorie and Geschichte. Deutsche Ausgabe von Fritz 
8chtttte. Leipzig 1902, B. G. Teubner. XXI u. 744 S. Mit 174 Fig. 
auf 17 Tafeln. 

„An der Aufstellung der bunten Schar der mannigfaltigen, speziellen 
algebraischen und transzendenten Kurven haben fast alle Mathematiker, 
angefangen von der griechischen Epoche bis auf unsere Tage, mitgearbeitet: 
die einen trieb der Wunsch nach Vermehrung der Zahl interessanter geo- 
metrischer Figuren, die anderen der Wunsch, analytische Formeln geometrisch 
interpretiert zu sehen; wieder andere beseelte die Hoffnung, gewisse, bis 
dahin unbezwungene geometrische Probleme zu lösen; noch andere führten 
Anwendungen aus der Mechanik und Physik dazu." Besonders seit durch 
die Einführung der analytischen Geometrie das Mittel an die Hand gegeben 
war, jeder Funktion von zwei Variabein eine ebene krumme Linie ent- 
sprechen zu lassen, welche die Infinitesimalrechnung weit vollständiger unter- 
suchen lehrte, als es bisher möglich war, nahm die Zahl der behandelten 
krummen Linien immer mehr zu. Haben auch manche von diesen nur vor- 
übergebend Beachtung gefunden, so gibt es doch überaus viele, die dauern- 
den Wert haben, entweder weil sie sich besonderer bemerkenswerter geo- 
metrischer Eigenschaften erfreuen, oder weil sie wichtigen Problemen anderer 
mathematischer Wissenschaften ihre Entstehung verdanken. Dabei ist das 
Material überall zerstreut, weil „vielleicht in keinem Zweige der Mathematik 
wichtige Forschungen über spezielle Kurven gänzlich fehlen". So füllt in 
der Tat das vorliegende Work eine wesentliche Lücke aus, deren Vorhanden- 
sein allgemein anerkannt war. 

Wir haben in dem Buche eine vollständige Zusammenstellung aller 
derjenigen ebenen Kurven, die für die Wissenschaft von irgend welcher 
Bedeutung sind, darunter alle, die einen besonderen Namen erhalten haben. 
Um alle krummen Linien gleichmäßig behandeln zu können, ist die Form 
der analytischen Geometrie gewählt. Einmal ist ja eine sehr große Zahl 
der benannten Kurven mit Hilfe der analytischen Geometrie gefunden, dann 
ist auch nur so eine kurze Übersicht möglich. Wir finden bei den einzel- 
nen Kurven das Geschichtliche ihrer ersten Herleitung angegeben, ihre Kon- 
struktion und Gestalt und die besonders charakteristischen Eigenschaften. 
Nur ganz kurz ist auf die Gerade und die Kegelschnitte eingegangen (S. 
1—13). Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit den krummen Linien 
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dritter Ordnung (8. 14 — 93), die als solche natürlich erst erkannt werden 
konnten, als durch die Einfuhrung der analytischen Geometrie überhaupt 
eine Einteilung der Kurven nach Ordnungen möglich war. Da aber war 
auch nach sehr kurzer Zeit durch Newton eine volle Klassifikation derselben 
gegeben, und heute kann die Theorie dieser Kurven „als eine der vollendet- 
sten der ganzen Geometrie angesehen werden." Nach einer allgemeinen 
Klassifikation werden zuerst die rationalen Kurven dritter Ordnung behan- 
delt, sodann die zirkulären, worauf die besonders bemerkenswerten und zum 
Teil schon seit dem Altertum bekannten einer Betrachtung unterzogen wer- 
den. Von den Kurven vierter Ordnung werden die verschiedenen Arten 
ihrer Einteilung aufgezahlt und einige Linien ohne Doppelpunkte angegeben. 
Es folgen die rationalen Kurven im allgemeinen und ebenso die elliptischen 
und bizirkularen und darauf eine große Zahl von speziellen Kurven. Sind 
noch die Kurven vierter Ordnung, wenn ihre Theorie auch nicht völlig aus- 
gebildet ist, einer allgemeinen Behandlung fähig, so ist dies bei den Kurven 
höherer Ordnung nicht mehr möglich. Schon unter den Kurven fünfter 
Ordnung ist keine mehr, die einen besonderen Namen erhalten hat, und die- 
jenigen Kurven höherer Ordnung, die einen solchen besitzen, sind entweder 
von bekannten Kurven niederer Ordnung abgeleitet oder durch bestimmte 
Bewegung entstanden (Gleitkurven). Die Ableitung der Kurven kann in 
der Weise geschehen, daß wir den Ort gewisser mit einer Kurve verbun- 
dener Punkte suchen (wie etwa die Krümmungsmittelpunktskurven), oder in- 
dem wir, sei es die Konstruktion (z. B. die allgemeinen Cissoiden und die 
Konchoiden mit beliebiger Basis), sei es die Gleichung der Kurve (die Para- 
beln und Hyperbeln höherer Ordnung und die Perlkurven) verallgemeinern. 
Dazu kommen die krummen Linien, die eine vorgeschriebene Gestalt haben, 
wie die Blattkurven, deren Gleichung dann hinterher zu bestimmen ist Kur- 
ven, die gewissen Aufgaben anderer Art ihre Entstehung verdanken, sind 
die Multiplikatrix- und die Sektriz- oder Teilungskurven. Den Kurven höherer 
Ordnung sind der 4. und 5. Abschnitt gewidmet (S. 219—405). 

Den algebraischen Kurven, die man durch eine algebraische Gleichung 
zwischen den kartesischen Koordinaten eines Punktes darstellen kann, stehen 
die transzendenten Kurven gegenüber. Bei ihnen scheint zunächst eine 
Klassifikation ganz unmöglich. Zwar entstehen bei manchen algebraische 
Gleichungen, wenn man von den kartesischen Koordinaten zu polaren, bipo- 
laren oder natürlichen übergeht; doch ließ sich bisher eine Theorie darauf 
nicht aufbauen. Einen wichtigen Schritt vorwärts macht der Verfasser, in- 
dem er den Begriff der panalgebraischen Kurven aufstellt Pan algebraische 
Kurven sind danach die transzendenten Kurven, bei denen die Berührungs- 
punkte der von einem beliebigen Punkte der Ebene gezogenen Tangenten auf 
einer algebraischen Kurve liegen. Sie sind insofern eine Verallgemeinerung 

der algebraischen Kurven, als der Neigungskoeffizient der Tangente 

die Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, deren Koeffizienten ganze 
Polynome in x und y sind. Jede derartige Kurve ist die Integralkurve einer 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 

r = 0 

Archir der Mathematik und Pby.ik. III. Reihe IX. 4 
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wo die f m Polynome ohne gemeinsame Faktoren sind. n wird der Grad der 
panalgebraischen Kurve genannt, v, der höchste Grad der Polynome f mt ihr 
Rang. Die größte Zahl der bekannten transzendenten Kurven gehört zu 
den panalgebraischen Kurven. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die verschiedenen Spiralen, die Cykloiden, die Traktrixkurven, die 
Kettenlinien, unter den abgeleiteten die Evoluten und Evolventen, die 
Parallelkurven, Radialen, Brennlinien und Fußpunktkurven. Den Beschluß 
des Werkes bildet ein gedrängter, inhaltrcicher Rückblick über die historische 
Entwickelung der Theorie der ebenen Kurven. 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem überaus reichen Inhalt und der in bezug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher ist, daß niemand, der sich eingehen- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutschen 
Ausgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafeln 174 Kurven darstellen. 

Chemnitz. H. Willorod. 



Moönika Geometrische Ansohauungslehre für Unter-Gymnasien. 
Bearb. von Job. Spielmann. I. Abt. (für die I. u. DT. Klasse) 26. Aufl. 
Wien u. Prag 1901, E. Tempsky 76 S. 8°. geb. 1 K 50 h. 

— II. Abt. (für die DX u. IV. Klasse) 21. Aufl. 1901. 86 S. gr. 8°. 
geb. 1 K 50 h. 

Mocniks Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen der Beal- 
BOhulen. Bearbeitet von Joh. Spiel niaun. 23. Aufl. 1901. VI u. 
297 S. gr. 8°. geb. 3 K 80 h. 

An den österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns; im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht in der 
geometrischen Anschauungslehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durchgeführt. Mit dem Ober- Gymnasium bez. der Oberrealschule (Kl. V) 
setzt dann der eigentliche wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen beginnend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Elemente in anschaulicher Form. Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Instruktionen": „Das Lehrbuch 
soll im Untergymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Sätze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt. Der erste Teil enthält die Grundvor- 
stellungen, von dem Würfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einzelnen Teilen: Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, parallele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die Flächengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, gerade 
Linien und Ebenen im Räume und die Körper und ihre Ausmessung. 

Das Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen entspricht in der 
Behandlung des Stoffes den ausführlichen unserer Lehrbücher und enthält die 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geraden und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Übungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang von 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chemnitz. . H. Willgrod. 



£. Czubor. Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf 
Fehler ausgleichung, Statistik nnd Lebensversicherung. XV u. 

594 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit großer 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, geeignet zur Einführung in diese mit dem praktischen Leben so 
vielfach verknüpfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
von Czuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Mey ersehen Vor- 
lesungen, mußten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald veralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft vorhandenen Bedürfnisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
daß eine sachgemäße Behandlung des Gegenstandes, vor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubnerschen Lehrbücher 
erschienenen Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit „Lebensversicherungsrechnung" bezeichnete Abschnitt 
nicht die volle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
übrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensversicherungs-Gesellschaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung" ist der erste Abschnitt 
des mit „Wahrscheinlichkeitstheorie" betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch-disjunktives Urteil, Zufall, gleichmögliche 
Fälle) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit führt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestimmung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Näherungs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfe 
der Sätze von der vollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlichkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
unbeschränkter Anwendung fähig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit", denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 

4* 



Digitized by Google 



52 



Rezensionen. 



keiten möglicher und günstiger Falle zugrunde liegen. Der zweite Abschnitt 
bandelt von den Wahrscheinlichkeiten, welche die Ergebnisse wiederholter 
Beobachtungen betreffen, und hat demzufolge die Theoreme von Bernoulli 
und Poisson zum Gegenstande. Auf die Formulierung dieser Lehrsatze 
und des aus ihnen folgenden „Gesetzes der großen Zahlen" hat der Verfasser 
die größte Sorgfalt verwendet, wie er andererseits ihre Tragweite wiederholt 
und entschieden abgrenzt. Insbesondere nimmt er bei der Besprechung 
des letzterwähnten Gesetzes Stellung gegen die dem Praktiker oft begegnende 
Ansicht, als könne das Gesetz der großen Zahlen zur Vorhersage über das 
künftige Geschehen dienen; es sei vielmehr ein Wahrscheinlichkeitssatz, der 
wie jeder andere, gleichgültig ob es sich um eine einmalige oder eine 
wiederholte Realisierung handelt, nur das Maß einer Erwartung bestimme, 
wahrend über den Verlauf des wirklichen Geschehens kein Satz der Wahr- 
scheinlichkeitslehre eine Auskunft zu geben vermöge. In diesem Zusammen- 
hange bietet sich auch Gelegenheit, den von Lexis eingeführten Begriff 
der Dispersion und ihre Unterscheidung in normale, unternormale und über- 
normale zu entwickeln und an instruktiven Beispielen zu erläutern. 

Mit dem zweiten Abschnitte ist die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
„a priori" abgeschlossen, und es folgt im dritten Abschnitte die Darstellung 
der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit, wobei die Wahrscheinlichkeit der 
möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses und die Wahrscheinlichkeit 
künftiger Ereignisse auf Grund von Beobachtungen streng auseinander zu 
halten sind. Das Theorem von ßayes, dessen Herleitung mit Hilfe des 
Urnenschemas erfolgt, gestattet unter gewissen Voraussetzungen (Unver- 
anderlichkeit der bedingenden Umstände wahrend der Beobachtungen und 
gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen), aus dem 
Ergebnis einer ausgedehnten Beobachtungsreihe einen Schluß auf die un- 
bekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse zu ziehen; die für 
die Praxis außerordentlich wichtige Ergänzung dieses Theorems bildet die 
Umkehrung des Gesetzes der großen Zahlen, nach welcher die Zahl der 
Beobachtungen stets so groß gewählt werden kann, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die unbekannte 
Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses liege innerhalb beliebig eng 
festgesetzter Grenzen. Die Bayessche Regel bietet auch eine Handhabe 
zur Bestimmung der aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufälliges 
Ereignis abgeleiteten Wahrscheinlichkeit, indem man nämlich dem Ereignis 
diejenige Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrscheinlichsten 
Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Die andere Methode 
zur Bestimmung jener „empirischen" Wahrscheinlichkeit, bei der man alle 
mit dem beobachteten Ereignisse vereinbaren Hypothesen, jede entsprechend 
dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit, mitwirken laßt, hat eine geringe 
praktische Bedeutung. 

In dem vierten und letzten Abschnitte des ersten Teiles, betitelt 
„Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche an zufallige Ereignisse geknüpft 
sind", finden die Begriffe der mathematischen Erwartung, des mathematischen 
Risikos und der moralischen Erwartung eine eingehende Behandlung. Die 
hierher gehörenden Probleme sind schon von den Klassikern der Wahrschein- 
lichkeitstheorie studiert worden. Der Verfasser verwendet zu ihrer Lösung 
teilweise die sehr allgemeinen Sätze Tschebyscheffs über die Mittelwerte 
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dem Zufall unterworfener Größen (Journal de Liouville, XII, 1867) — auch 
das Gesetz der großen Zahlen ordnet sich diesen Sätzen unter — und macht 
sodann eine entsprechende Anwendung auf die Risikotheorie. Mit dankens- 
werter Ausführlichkeit wird endlich die Theorie der moralischen Erwartung 
entwickelt, zu der bekanntlich das berühmte Petersburger Problem den 
Anstoß gegeben hat. Ausgehend von der Bernoullischen Hypothese („Der 
aus einem beliebig kleinen Vermögenszuwachs resultierende Vorteil, oder 
sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt, dem vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportional"), weist der Verfasser auf die weittragende 
Bedeutung dieser oft unterschätzten Theorie hin und schildert, inwiefern sie 
die Grundlage der modernen Wertlehre (Begriff des „Grenznutzens 44 ) geworden 
ist und sich selbst der Anwendung auf psychologische und politische Probleme 
fähig gezeigt hat. 

Die im zweiten Teile des Werkes entwickelte Theorie der Aus- 
gleichnngsrechnung gliedert sich in die einleitende Theorie der Beobachtungs- 
fehler und die eigentliche Lehre der Kombination von Beobachtungen. Das 
Fehlergesetz wird einmal, in Anlehnung an den Gedankengang M. W. C'rof- 
tons, aus der Hypothese der „Elementarfehler", und an zweiter Stelle nach 
Gauß aus der des arithmetischen Mittels hergeleitet. Es folgt die Er- 
läuterung des Präzisionsmaßes, des Fehlerrisikos, des durchschnittlichen, 
mittleren und wahrscheinlichen Fehlers und eine vergleichende Betrachtung 
der Genauigkeitsraaße. In der gleichen herkömmlichen Weise findet die 
Kombinationstheorie und die Methode der kleinsten Quadrate sachgemäße 
Erledigung. Ein näheres Eingehen auf die Einzelheiten erscheint mit Rück- 
sicht auf das bekannte Buch des Verfassers (Theorie der Beobachtungsfehler, 
Leipzig 1891) unnötig; doch ist hier die Stelle, auf die geschickt aus- 
gewählten und sorgfältig durchgeführten zahlreichen Beispiele hinzuweisen, 
von denen die Darstellung der bis hierher besprochenen Theorien belebt wird. 

Mit dem dritten Teile, welcher der mathematischen Statistik gewidmet 
ist, betritt der Verfasser ein Gebiet, das einer zusammenhängenden Schilderung 
bisher entbehrte. Von dieser Erwägung aus ist vor allem der erste, die 
menschlichen Massenerscheinungen vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung behandelnde Abschnitt zu beurteilen. Die hier erörterten Fragen 
haben teilweise schon Laplace beschäftigt, während eine befriedigende 
Lösung des Hauptproblems, nämlich der Auffindung von Kriterien für die 
Stabilität statistischer Verhältniszahlen und Mittelwerte, den schon erwähnten 
Lexisschen Untersuchungen vorbehalten blieb. Eine ausführliche Darstellung 
der Dispersionstheorie und einiger darauf bezüglicher Untersuchungsergebnisse 
finden somit hier einen passenden Anschluß an die grundlegenden Entwick- 
lungen über die Anwendbarkeit des Wahrscheinlichkeitsbegriffes in der 
Statistik. Von den Beispielen seien erwähnt das Geschlechtsverhältnis der 
Geborenen, — wobei sich die relative Häufigkeit der Knabengeburten in 
dem von Lexis betrachteten Beobachtungsgebiete als eine typische Wahr- 
scheinlichkeitsgröße mit mäßig übernormaler Dispersion herausstellt, — 
und die Sterblichkeit« Verhältnisse auf den verschiedenen Altersstufen, mit dem 
gleichen Ergebnis für die Sterblichkeitsquotienten. Den Schluß des ersten 
Abschnittes bildet die Ausdehnung der Dispersionstheorie auf die sogenannten 
extensiven Größen, die durch benannte Zahlen zum Ausdruck kommen, im 
(iegensatz zu den intensiven statistischen Größen, welche die Intensität des 
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Auftretens, die Häufigkeit einer Erscheinung kennzeichnende Relativzahlen 
darstellen. 

Der weitere Inhalt des dritten Teiles ist den speziellen Problemen ge- 
widmet, die mit der Sterblichkeit und der Invalidität zusammenhängen; ins- 
besondere wird der Sterblichkeitsmessung und der formalen Bevölkerungstheorie 
ein breiter Raum zugewiesen. Bei Besprechung der Sterblichkeitstafeln geht 
der Verfasser auf die Deutsche Tafel vom Jahre 1887 sowie auf die von 
den meisten deutschen Lebensversicherungs-Gesellschaften benutzte, aus Beob- 
achtungen an Versicherten („ausgewählten Leben") gewonnene „Sterbetafel 
der 23 deutschen Gesellschaften" ausführlich ein. Hieran schließt sich eine 
die neuesten Forschungen berücksichtigende Darstellung der Lehre von der 
Ausgleichung der Sterbetafeln und endlich, im Schlußparagraphen, die Über- 
tragung gewisser Ergebnisse auf das verwandte Problem der Invalidität, 
wobei übrigens, was erwähnt werden muß, das wichtige Moment der In- 
validitätsdauer an keiner Stelle Erwähnung gefunden hat 

Der vierte und letzte Teil, von den Anwendungen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung der umfangreichste, ist mit „Lebensversicherungsrechnung" 
betitelt und zerfällt in vier Abschnitte: Versicherungswerte, Prämien, Prämien- 
reserven, das Risiko in der Lebensversicherung. Es ist schon im Eingange 
dieser Besprechung betont worden, daß der Fachmann der ganzen Anlage 
und demzufolge auch den meisten Ergebnissen dieses Teiles keinen unbedingten 
Beifall zollen kann. Was aber der Praktiker in der Lebensversicherung 
nicht gutzuheißen vermag, das hat für sie auch keine theoretische Bedeutung, 
weil Theorie und Praxis der Lebensversicherungswissenschaft untrennbar sind. 
Der Verfasser geht von der Annahme aus, daß die Grundlage der Lebens- 
versicherung eine zweifache sei: aus der Erfahrung abgeleitete statistische 
Daten, welche den Verlauf der in Betracht kommenden menschlichen Massen- 
erscheinung darstellen, und der Zinsfuß als der einfachste Ausdruck für die 
Stärke der Verzinsung. Mit dieser Annahme folgt er der zwar hergebrachten 
und sogar von Staatswegen sanktionierten, nichtdestoweniger aber unwissen- 
schaftlichen und unpraktischen Methode der „Nettoprämien"; die dritte 
Rechnungsgrundlage, der Verwaltungskostensatz, wird gänzlich außer Acht 
gelassen. Es ist hier nicht der Ort, über die Motive zu reden, die in den 
letzten Jahren zu eingehenden Kritiken jener dogmatischen Methode geführt 
haben. Allen Lesern des Czub er sehen Werkes aber, die in die wirklichen 
Verhältnisse der Lebenversicherung einen Einblick gewinnen und sich die 
Grundsätze der praktischen Lebensversicherungmathematik aneignen wollen, 
sei das Studium der neuesten Fachliteratur dringend anempfohlen. 

Abgesehen von dem grundsätzlichen Widerspruch zwischen den theoretischen 
Entwickelungen und den Erfahrungstatsachen krankt die Darstellung des vierten 
Teiles an einer oft ermüdenden Breite. Dieselben einfachen Schlußfolgerungen 
werden immer aufs neue reproduziert, die elementaren Berechnungen von 
„Versicherungswerten" und Prämien bis in die kleinsten numerischen Einzel- 
heiten wiederholt. Daß die ganze Reihe der Beispiele für Versicheningen 
mit Rückgewähr der Nettoprämien, weil praktisch bedeutungslos, ohne Schaden 
hätte weggelassen werden können, wird auch von Vertretern der Netto- 
prämienmethode zugegeben werden, und Ähnliches gilt für die mit großer 
Weitschweifigkeit behandelten Versicherungen verbundener Leben. Dagegen 
sind wichtige Fragen, wie die Lehre von der Gewinnbeteiligung, überhaupt 
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nicht erwähnt oder, wie die Theorie des Rückkaufs, nur kurz gestreift Die 
Definition der Prämienreserve und die daran sich knüpfenden mathematischen 
Entwicklungen sind aus denselben Gründen abzulehnen wie die vorher 
behandelten Versicherungswerte und Prämien. 

Den Schluß der „Lebens Versicherungsrechnung" bildet eine Darstellung 
des heutigen Standes der Risikotheorie. Über den Wert der hierher gehörenden 
Untersuchungen für die Praxis sind die Meinungen geteilt; man wird nicht 
zugeben können, daß „die aus den Tabellen gebildeten Verhältniszahlen die 
Bedeutung typischer Wahrscheinlichkeitsgrößen mit normaler Dispersion, 
also denselben Charakter wie auf apriorischer Grundlage ermittelte Wahr- 
scheinlichkeiten" haben, und daß das versicherte Material völlig homogen 
demjenigen ist, aus dessen Beobachtung die Tabellen hervorgegangen sind. 
Die Bedeutung der Risikotheorie liegt daher, wie der Verfasser sagt, neben 
dem theoretischen Interesse, zu dessen Befriedigung die Untersuchungen 
angestellt wurden, in gewissen allgemeinen Resultaten und Einblicken, von 
denen vielleicht eine spätere Zeit weitergehenden Gebrauch machen wird. 

Eine nützliche Zugabe bilden die sieben numerischen Tafeln des 

Anhanges, von denen die erste die Werte der Funktion 0(y) = j~ f 6 '*^ 

o 

enthält, während sich die sämtlichen übrigen auf die Lebens- und In- 
validitätsversicherung beziehen. 

Mannheim. B. Obter. 



Fritz Emde. Dio Arbeitsweise der WechselBtrommaschinen für Phy- 
siker, Maschineningenieure und Studenten der Elektrotechnik. 

Unter diesem Titel hat Emde eine in drei Teile zerfallende Arbeit 
erscheinen lassen, deren Überschriften 1) Physikalische Grundlagen, 2) Selbst- 
induktion und Streuung, 3) Mechanische Wirkungen lauten. 

Im ersten Teil hat Verfasser versucht eine für seine Zwecke bearbeitete 
gedrängte Behandlung der theoretischen Grundlagen der Elektrizitätslehre 
zu geben. Dies ist aber nach Ansicht des Referenten wenig geglückt. Es 
fehlen scharfe Definitionen und eine logische konsequente Durchführung der 
Gedanken. An die Spitze hätte zweckmäßig der Gaußsche Satz gestellt 
werden sollen; dann würden Sätze wie „Die Kraft nimmt 'offenbar' in der 
Richtung zu, nach der sich die Kraftlinien zusammendrängen" nicht beweis- 
los dastehen (S. 1). An manchen Stellen ist es selbst dem Kundigen 
schwer zu verstehen, was gemeint ist, so z. B. auf S. 5 die Ausführungen 
über magnetisierende Kraft und magnetische Feldstärke, die, soweit sich 
verstehen läßt, auch sachlich anfechtbar sind. 

Teil 2 und 3, wo der Ingenieur zur Sprache kommt, haben eine zweck- 
müßige Behandlung gefunden, die auch der Physiker mit Nutzen lesen wird. 

Cbarlottenburg. E. Oruch. 



Gustav Bauer. Vorlesungen über Algebra, herausgegeben vom Mathe- 
matischen Verein München. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 8°. IV u. 376 S. 
Das Buch enthält eine einfache und klare Einführung in die Begriffe 
der Algebra. Der Verfasser benutzt stets die einfachsten und für die zahlen- 
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maßige Anwendung geeignetsten Wege. Viele Beispiele erläutern die Dar- 
stellung, sodaß die abstrakten Begriffe gleich an konkreten Dingen geübt 
werden können. Die Vorlesungen sind zur Einführung in die Algebra sehr 
geeignet. — Der erste Abschnitt enthält allgemeine Eigenschaften der 
algebraischen Gleichungen: Wurzelbeweis, Beziehungen zwischen Wurzeln, 
Koeffizienten der Gleichung und Potonzsummen, die Resultante und die 
Elimination. Der zweite Abschnitt behandelt die algebraische Auflösung 
der Gleichungen; er bringt den Beweis der Unmöglichkeit, algebraische 
Gleichungen von höherem als dem vierten Grade allgemein aufzulösen, die 
Galoissche Methode und die Abelschen Gleichungen. Der dritte Abschnitt 
ist der numerischen Auflösung gewidmet. In diesen drei Abschnitten sind 
Determinanten vermieden worden. Im vierten Abschnitt bringt der Verfasser 
eine Theorie der Determinanten und spricht mit ihrer Hilfe einige Eigen- 
schaften der Resultanten usw. in allgemeiner Weise aus. — Auf S. 337 
steht „adjungierte oder reziproke Form", wahrend doch im allgemeinen 
unter reziproker Form der Quotient ans der adjungierten Form und der 
Determinante verstanden wird! 

Dortmund. — - H. Kühne. 



Ludwig Kiepert. Grundriß der Differential- und Integralrechnung. 

I. Teil: Differentialrechnung. Neunte vollständig umgearbeitete und ver- 
mehrte Auflage des gleichnamigen Leitfadens von M. Stegemann. 
Hannover 1901, Hellwing. XVH u. 750 S. 

Als Stegemann vor 40 Jahren sein Büchlein unter dem Titel „Grundriß*' 
herausgab, ahnte er nicht, daß unter den kundigen Händen seines Nachfolgers 
der Grundriß sich zu einem stattlichen Gebäude auswachsen würde. Wahrend 
die erste Auflage nur die Grundtatsachen der Infinitesimalrechnung enthielt, 
bringt die neue Auflage den ganzen Wissensstoff, den ein Techniker von 
der Differentialrechnung und ihren Anwendungen höchstens braucht, in 
klarer und leichtfaßlicher Darstellung. Neu hinzugekommen sind bei dieser 
Auflage vor allem die hyperbolischen Funktionen nebst einer Tafel und die 
numerische Auflösung der Gleichungen. Beide haben eine gute Behandlung 
erfahren. — Im Laufe der Zeit ist das Buch so gut durchgearbeitet worden, 
daß man kaum eine besserungsfähige Stelle findet Ich habe nur an dem 
Worte „Perrautationsform" (S. 559) Anstoß genommen. 8eit Kronecker ist 
für diesen Begriff doch das einfache Wort „Permutation" gebräuchlich ge- 
worden. Der Zusatz „Form" erscheint mir überflüssig. 

Dortmund. H. Kühne. 



0. Holzmtiller. Methodisches Lehrbuoh der Elementar-Mathematik . 

Dritter Teil. Zweite Auflage im Anschluß an die neuen preußischen 
Lehrplane mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungen bearbeitet. 
Leipzig 1903, B. G. Teubner. 8°. XIV u. 370 S. 

Die erste Abteilung und der Anhang der ersten Auflage sind unter 
Hinzunahme einiger Sätze aus der algebraischen und stereometrischen Ab- 
teilung zu einer Abteilung „Geometrie" organisch verschmolzen. Die Ein- 
leitung bebandelt die Gaußische Gerade, das Malfattische Problem, den 
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Feuerbachschen Kreis und die Konstruktion des 17-ecks. Es folgt eine 
Betrachtung der Kegelschnitte. Die Behandlung ist vorherrschend synthetisch, 
doch kommt auch die Analysis zu ihrem Recht. Einige Anwendungen 
über die quadratische Einteilung der Ebene und ihre physikalischen Deutungen 
sind neu zugefügt. Die stereometrische Abteilung ist vermehrt worden um 
eine ausführliche Besprechung der Merkatorprojektion und eine größere 
Auswahl von vermischten Aufgaben. Gleichfalls vermehrt um einige Formeln 
und Aufgaben ist die sphärische Trigonometrie. Am wenigsten ist die vierte 
Abteilung „algebraische Analysis mit Anwendungen auf Geometrie und 
Mechanik" geändert worden; doch sind auch hier einige Aufgaben hinzu- 
gekommen. 

Dortmund. H. Kühne. 

C. H. Müller und 0. Presler. Leitfaden der Projektionalehre. Ein 

Übungsbuch der konstruierenden Stereometrie. Ausgabe A. Vorzugs- 
weise für Realgymnasien und Oberrealschulen. Ausgabe B. Für Gym- 
nasien und sechsstufige Realanstalten. Leipzig und Berlin 1903, 
B. G. Teubner, geb. A JC 4.— B JC 2.— . 

Infolge der neueren Bestimmungen in den Lehrplanen der preußischen 
höheren Lehranstalten bezüglich der Aufnahme der darstellenden Geometrie 
in den mathematischen Unterricht der Oberklassen sind mehrere neue Lehr- 
bücher über diesen Gegenstand in den letzten Jahren veröffentlicht worden. 
Auch der vorliegende Leitfaden will auf diesem Gebiete anregend und be- 
fruchtend wirken, will sehr mit Recht den bisherigen ausgedehnten rechne- 
rischen Betrieb der Stereometrie zurückdrängen zugunsten der Konstruktion, 
und es kann daher das Erscheinen des Buches nur mit Freuden begrüßt 
werden. 

Es bringt in zwei ungefähr gleich großen Teilen die schräge und die 
senkrechte Parallelprojektion mit Schattenkonstruktionen und als Schluß die 
einfacheren Aufgaben der Zentralprojektion. Der Text ist durchdacht, ein- 
fach und klar, die Zahl der durchgeführten Aufgaben sehr groß, die Figuren 
sind durchweg musterhaft ausgeführt. Für den Lehrer, speziell für den des 
Linearzeichnens, wird das Buch von hervorragendem Werte sein. 

Da augenblicklich auf die schräge Parallelprojektion großer Wert ge- 
legt wird, so kann ich es begreifen, obgleich ich selbst auf anderem Stand- 
punkte stehe, daß derselben ein ebenso großer, in der kleinen Ausgabe so- 
gar ein größerer Raum als der senkrechten Projektion gewahrt wird. Trotz 
dieses Entgegenkommens möchte ich aber § 5 gestrichen haben; es sollen 
die dort gegebenen Figuren die einfachsten stereometrischen Satze zur An- 
schauung bringen, so daß Modelle nicht erforderlich sind. Das gelingt in 
vielen Fallen z. B. Fig. 36 (kürzester Abstand zweier Windschiefen) dadurch, 
daß der Schüler unbewußt die Figur als zentralperspektivisch gezeichnet auf- 
faßt, nämlich die Grundebene als ein nach hinten verbreitertes Trapez, 
während nach der Absicht der Verfasser diese Ebene den Eindruck eines 
Rechteckes hervorbringen soll; in anderen Fällen wird der Schüler entschie- 
den die Figur für falsch, z. B. in Fig. 40 die Strecke 3 C für größer als 
Strecke 1, 2 derselben Kante halten. Es finden sich freilich derartige Zeich- 
nungen in den meisten Lehrbüchern; daß die Verfasser sie aber der Nach- 



y Google 



58 



Rezensionen. 



ahmung wert halten, ist um so merkwürdiger, als sie selbst in einer An- 
merkung die musterhafte Ausführung und Plastik der Martus sehen Zeich- 
nungen rühmen, die sämtlich zentralperspektivisch gezeichnet sind. 

Gegen den verhältnismäßig breiten Raum, den die Anwendung der 
schiefen Parallelprojektion auf Kristallographie, Kartenzeichnungen etc. ein- 
nimmt, würde nichts einzuwenden sein, wenn dabei die rein geometrischen 
Eigenschaften und Beziehungen zwischen Gegenstand und Bild, insbesondere 
die zwischen Kreis und Ellipse nicht etwas zu kurz behandelt worden wären. 
Über diesen Mangel könnte man hinwegsehen, wenn das Buch nur beim Unter- 
richte im Linearzeichnen gebraucht werden sollte; aber nach einer Bemerkung 
der Verfasser im Begleitworte soll es in erster Linie im mathematischen 
Unterrichte Verwendung finden. Wenn dies beabsichtigt ist, so dürfte es sich 
wohl auch empfehlen, die Hauptbeweise des ersten Teiles über die Bedeu- 
tung der Verzerrungsgrößen q und o> und dergl. sofort im Texte zu geben 
und nicht in einem Anhangsparagraphen zusammenzustellen, der noch dazu 
in der Gymnasialausgabe völlig fehlt, sodaß vielleicht bei manchem die 
irrige Vorstellung erweckt werden könnte, als ob die Beweise nur bei ge- 
nügender Zeit durchgenommen werden sollten, was doch entschieden gegen 
Ziel und Zweck des mathematischen Unterrichts verstoßen würde. 

Diese wenigen Ausstellungen können den Wert des Buches, den ich 
nochmals ausdrücklich betonen möchte, in keiner Weise beeinträchtigen: sie 
sind in der Absicht geschehen, um einerseits das Buch noch zu vervoll- 
kommnen und um andererseits einer unzweckmäßigen Benutzung desselben 
vorzubeugen. 

Berlin. P. Schafheitlin. 

W. Gerckeil. Grandzüge der darstellenden Geometrie. Xu. 121 S. 

77 Fig. Leipzig 1903, Verlag der Dtirrschen Buchhandlung. 

Der vorliegende Grundriß sucht diejenigen Methoden und Aufgaben 
der darstellenden Geometrie vorzuführen, mit denen die Schüler der höheren 
preußischen Schulen nach den Bestimmungen der neuesten Lehrpläne bekannt 
zu machen sind. Über die Auswahl des Stoffes werden vorläufig noch die 
Meinungen vielfach auseinandergehen; jeder Versuch, der praktisch durch- 
führbar ist wie der vorliegende, ist unter allen Umständen dankbar zu 
begrüßen. 

Das Buch zerfällt in 4 Teile: schräge Parallelprojektion, orthogonale 
Projektion, Perspektive und Schattenlehre. Im allgemeinen bin ich mit der 
Auswahl und Verarbeitung des Stoffes einverstanden; besonders sympathisch 
ist mir die Aufnahme der beiden letzten Teile; bei der orthogonalen Projektion 
möchte ich gern die Benutzung von Hilfsprojektionsebenen berücksichtigt 
haben und würde lieber, wenn der Umfang des Buches dann zu groß werden 
würde, dafür den ganzen ersten Teil über die schräge Parallel projektion 
opfern; denn die Benutzung dieser Projektionsart bei den folgenden Teilen 
ist nur eine scheinbare. Beispielsweise bei der Aufgabe, den Neigungswinkel 
einer Ebene gegen die Projektionsebenen zu bestimmen (§ 17), heißt es: 
„Wir lösen die Aufgabe zuerst in schräger Projektion." Tatsächlich wird 
diese Aufgabe in schräger Projektion aber gar nicht gelöst; sie dürfte auch 
für . den Schüler ohne Zuhilfenahme der orthogonalen Projektion nicht zu 
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lösen sein. Demnach kann der obige Satz nur den Sinn haben , daß der 
Schüler an einer zweckmäßigen Figur seine räumlichen Vorstellungen klärt, 
und hierzu dürfte eine Figur in Zentralprojektion einer parallelperspektivischen 
vorzuziehen sein Selbstverständlich habe ich gegen die Beibehaltung des ersten 
Teils, der auch verhältnismäßig knapp behandelt ist, nichts einzuwenden; 
ich wollte nur hervorheben, daß er für die folgenden Teile nicht nötig ist. 

Die Figuren sind sehr sorgfältig gezeichnet; der Text ist klar und 
verständlich geschrieben; auf etwas besseren Ausdruck könnte wohl an einigen 
Stellen geachtet werden. „Die Umkehrung des 8atzes lautet wie? M und 
ähnliche Wendungen kann man beim mündlichen Vortrag wohl gelten lassen; 
sie sollten aber vor der Drucklegung abgeändert werden. 

Berlin. P. Schafheitlin. 



Eugen Jahnke. Nachruf auf Ferdinand Caspary. Leipzig 1903, 
B. G. Teubner. 

Der von Freundeshand geschriebene und in der Überschrift näher be- 
zeichnete Nachruf kann warm empfohlen werden. Es zeigt uns das Bild 
eines strebenden, hochbegabten Mannes, der nicht ohne eigene Schuld her- 
ausgedrängt aus den gewöhnlichen Bahnen eines Lehrers und Forschers 
auch unter den schwierigsten äußeren Verhältnissen die Begeisterung für 
seine Wissenschaft niemals verloren, vielmehr in derselben immer neuen 
Trost und neue Lebensfreudigkeit gefunden hat. Dann aber verdienen die 
wissenschaftlichen Arbeiten Casparys ein reges Interesse unserer mathema- 
tischen Kreise. Sie wurzeln in den Graßmann sehen Anschauungen. Cas- 
pary hat frühzeitig von der Tragweite und Fruchtbarkeit des Graßmann- 
sehen Kalkfils eine klare Vorstellung besessen und es als seine Lebensaufgabe 
betrachtet, für die Verbreitung Graßmannscher Ideen und für ihre Anwendung 
auf eine Reihe scheinbar weit auseinanderliegender Gebiete zu wirken. DaB 
und wie ihm das gelungen ist, findet sich in der genannten Broschüre in 
übersichtlicher Weise dargestellt, und es kann füglich davon abgesehen wer- 
den, hierauf näher einzugehen. Nur so viel sei bemerkt, daß die Arbeiten 
Casparys sich durch große Einfachheit und Eleganz der Darstellung, sowie 
durch eine wahre Kunst des Zusammenfassens und reiche Literaturnachweise 
auszeichnen, daß sie ferner Ergebnisse gezeitigt haben, die ihrem Verfasser 
einen ehrenvollen Platz in unserer Wissenschaft zu sichern geeignet sind. 

Möchte die Broschüre von Herrn Jahnke dazu beitragen, die Über- 
zeugung hiervon in weitere Kreise zu tragen. 

Dresden. M. Krause. 



P. GÜMSfeldt. Grundzüge der astronomisch -geographischen Orts- 
bestimmung auf Forschungsreisen und der Entwicklung der 
hierfür maßgebenden mathematisch - geometrischen Begriffe. 

Braunschweig, Vieweg und Sohn. geh. 10 Jt geb. 12 JL 377 S. 

Der Verfasser hat sich nach dem beigegebenen Vorwort zur Aufgabe 
gestellt, die Möglichkeit zur Lieferung guter Beobachtungen auch den 
Forschungsreisenden zu geben, welche sich nicht besonders dafür auf einer 
Sternwarte vorbereiten konnten. Die moderne Entwicklung unserer V€r- 
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hältnisse hat gerade die Anzahl dieser Forschungsreisenden in unbekannten 
Ländern stark vermehrt, und so ist das Buch bestimmt, eine fühlbare Lücke 
auszufüllen. Daß es auch hierzu imstande sein wird, erscheint mir durch 
die weise Beschrankung der behandelten Methoden, wie anderseits eine 
kritische Abwägung ihres Wertes und nicht zum mindesten durch die bis 
ins einzelne gehende Anweisung für die Anstellung einschlagiger Beobachtungen 
gewahrleistet. Den Mathematiker werden natürlich diejenigen Abschnitte 
des Buches besonders interessieren, welche die mathematischen Lehren ent- 
wickeln oder ihre Anwendung zeigen. Sie nehmen in der Tat einen so 
bedeutenden Baum ein, daß man dem größten Teil des Buches einen rein 
mathematischen Charakter zuschreiben muß. Von dem Leser verlangt der 
Verfasser, daß er den Unterricht einer höheren Schule genossen hat. Für 
ihn will er in den einleitenden Abschnitten die Grundlagen der Analysis 
so dargelegt haben, daß ein normaler Intellekt sie verstehen muß. Ich 
muß dem zustimmen. Zuerst wird der Zahlenbegriff entwickelt; allmählich 
aufsteigend wird das gesamte Gebiet der reellen Zahlen erschöpft. Dabei 
verfahrt der Verfasser nun m. E. nicht methodisch genug. Seinem eigenen 
Urteil gemäß, „Die reine Mathematik beruht auf der Grundlage der von 
ihr geschaffenen Zahl und der mit letzterer ausführbaren Operationen", hätte 
er, wie die Algebra das auch sonst tut, lediglich die Ausführbarkeit dieser 
Operationen maßgebend sein lassen müssen. Dagegen führt er gleich den 
Begriff „Richtung" ein, unnötig, wie er sagt, aber anschaulicher. Wenn 
aber das einmal mit Rücksicht auf den Leserkreis geschah, dann hätte diese 
Methode auch weiter bei der Einführung der gebrochenen Zahl benützt 
werden sollen; sie wäre doch bei gehöriger Betonung des Begriffs „Strecke" 
ebenso nützlich gewesen und hätte die Anschaulichkeit sicher gestützt. Die 
imaginären Zahlen sind gewissermaßen nur als Anhang aufgefaßt, für den 
Endzweck des Buches wohl mit Recht; für den Teilzweck dagegen, von 
einem höheren Standpunkte aus die niedere Analysis zu übersehen, muß 
man das bedauern. Dieser höhere Standpunkt kommt sehr schön in den 
Sätzen zum Ausdruck, welche die Mathematik als Kulturfaktor würdigen 
und dann durch Schaffang des Begriffs „Größenklassen" das große Gebiet 
ihrer Anwendbarkeit zeigen. 

Der algebraischen Einleitung folgt die geometrische. Hier schlägt der 
Verfasser den umgekehrten Weg ein wie vorhin, indem er vom Allgemeinen 
zum Besonderen fortschreitet. Ich halte diese Anordnung nicht für glücklich, 
zumal auch die Bezeichnung den meisten Lesern, für die das Buch bestimmt 
ist, unbekannt sein wird. Interessant geschrieben aber ist das Kapitel; ge- 
schickt eingeführt ist überall die Kugel; zuweilen drängt sie sich sogar etwas 
sehr auf. Dies gilt vornehmlich von der Einführung des Koordinatenbegriffs; 
so geht der Verfasser bei Erläuterung des rechtwinkligen Koordinatensystems 
für Ebene und Raum auf die vorher behandelten sphärischen Koordinaten- 
systeme zurück. Sehr anerkennenswert ist die klare Einführung der drei 
Bogeneinheiten. Die Überleitung zur Trigonometrie geschieht leicht und 
zweckentsprechend. Die Entwickelung der notwendigen trigonometrischen 
Formeln für die Ebene folgt in bekannter Weise, zunächst mit der er- 
forderlichen Rücksicht auf die bisherige Bezeichnungsari Aber warum nicht 
jetzt schon die Lehre von der sphärischen Trigonometrie angeschlossen ist, 
erscheint mir nicht recht verständlich. Ihre spätere Entwickelung geht 



durchaus auf die Ausdrucks- und Bebandlungsweise dieses Abschnittes 
zurück. Sie verlangt von den andern ihr vorangestellten Abschnitten an 
und für sich gar nichts bis zur Einfuhrung des astronomischen Dreiecks. 
Dann aber ist die Entwickelung bereits abgeschlossen, und diese letzten 
Teile hatten sich naturgemäß dem Abschnitt IH angliedern lassen. Der 
II. Abschnitt enthält zum Schluß noch eine Betrachtung der Ellipse lose 
angefügt, eine Entwickelung ihrer Gleichung und anschließend auch die 
Gleichung des Kreises und der Geraden. Dabei vermisse ich sehr eine 
Definition der Ellipse, die der Verfasser nur durch Zeichnung ihrer einzelnen 
Punkte entstehen läßt. 

Im III. Abschnitt werden die tatsächlichen Grundlagen der astronomisch - 
geographischen Ortsbestimmung als Resultate von Astronomie und Geodäsie 
mitgeteilt. Dadurch werden die einzelnen Koordinatensysteme erläutert, wie 
auch ihre Beziehungen zu einander. Vielfach wird schon hier auf die später 
zu verwertenden Verhältnisse aufmerksam gemacht, wie denn z. B. die 
Fundamentalgleichung der geographischen Längenbestimmung sich von selbst 
ergibt Es folgt eine schöne und klare Abhandlung über Zeit und Zeit- 
messung; sie eignet sich m. E. auch mit einiger Abänderung für die Be- 
handlung dieses Themas auf unsern höheren Schulen. 

Nun erst kommt der Verfasser zur Behandlung der sphärischen Trigono- 
metrie. Von einem sphärischen Grunddreieck ausgehend wendet der Verfasser 
die trigonometrischen Funktionen auf die zugeordnete körperliche Ecke an; 
die Gültigkeit der entwickelten Formeln wird allmählich auf alle sphärischen 
Dreiecke ausgedehnt, worauf dann erst der Begriff der zyklischen Vertauschung 
bei der Bildung der Formeln zur Anwendung kommt. Hierauf wird aus 
dem allgemeinen Dreieck das rechtwinklige als Spezialfall erhalten und die 
Napiersche Regel entwickelt Spätere Umformungen liefern die bekannten 
Gaußschen Gleichungen und Napierschen Analogien, deren Bedeutung für 
die praktische Berechnung betont wird. Ich möchte doch glauben, daß gerade 
auch dem Leserkreis, für den das Buch geschrieben ist, der umgekehrte 
Weg erwünschter sein müßte. 

Der VI. Abschnitt behandelt das Universalinstrument und besonders 
seine Fehlertheorie. Zugleich wird die Parallaxe, deren Begriff schon früher 
entwickelt wurde, herangezogen und berücksichtigt. Dann erst wird es 
möglich, auf die Messungsmethoden selbst einzugehen. Gerade hier zeigt 
der Verfasser, daß er die Praxis kennt indem er für die Beobachtung aus- 
führliche Verhaltungsmaßregeln gibt. Drei Aufgaben werden in diesem Ab- 
schnitt behandelt: Die Bestimmung der Zeit aus Zenitdistanzen bei bekannter 
Polhöhe, die Bestimmung der geographischen Breite bei bekannter Zeit und 
endlich die Bestimmung beider zugleich. Dabei nimmt der Verfasser Ge- 
legenheit, den Wert eines Beobachtungssatzes für die Kompensierung un- 
vermeidlicher Fehler zu betonen. Desgleichen finden Strahlenbrechung 
und Parallaxe ihre Berücksichtigung. Ausführlich wird auch die Verbesserung 
der abgelesenen Resultate behandelt für den Fall, daß die Sonne der Be- 
obachtungsgegeostand war. Auch die Bedeutung des Sextanten findet hier 
gelegentlich eine kurze Würdigung, vielleicht eine zu kurze. 

Nun wird anschließend in einem besonderen Abschnitt die Frage be- 
handelt, wie die Wirkung eines Fehlers in den Stücken des astronomischen 
Dreiecks für die Berechnung von Zeit, Polhöhe und Azimut am kleinsten 
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gestaltet werden möge. Dieser Abschnitt ist m. £. verfehlt. Es hatten 
besser die Resultate auch einfach als Resultate der höheren Mathematik 
angegeben werden sollen. Ihre Begründung kann doch nur scheinbar ge- 
lingen. Denn dazu bedarf es des Begriffs „Differential 1 * und des „Taylorschen 
Satzes". Die Differentiationen können ja doch nicht durchgeführt werden, 
oder es hätte eine Entwickelung der Differentialrechnung vorausgeschickt 
werden müssen. Und wenn der Verfasser das für seinen Leserkreis für 
nötig und möglich gehalten hätte, so hätte er diesen Abschnitt mit dem 
elften zusammen behandeln sollen; dort wird schließlich doch zugestanden, 
daß es sich um Aufgaben handelt, die den Rahmen des Buches überschreiten. 
Um so seltsamer muten uns diese Abschnitte an, als sie getrennt sind durch 
eine Besprechung des nautischen Jahrbuches und eine Anweisung zum Ge- 
brauch fünfstelliger Logarithmen. 

Im X. Abschnitt finden sich in dankenswerter Weise einige Beispiele 
für die numerische Berechnung durchgeführt 

Zum Schluß kommt der Verfasser auf die allgemeine Gleichung der 
Längenbestimmung zurück und gibt die wichtigsten Methoden an, die für 
Forschungsreisende in Betracht zu ziehen seien. Daß er dabei die klassische 
Methode der Monddistanzen streicht, ist wohl berechtigt. Besonders empfiehlt 
er diejenige der Zeitübertragung, die in den meisten Fällen möglich und 
dann mit den geringsten Anforderungen verknüpft sein wird. 

Möge das Buch im Kreise der Leser, für die es bestimmt ist, die ihm 
gebührende Verbreitimg finden; möge es recht viele von ihnen, der Absicht 
des Verfassers entsprechend, zu weiteren Studien anregen. 

Fr. Bradhbriko. 



Fittlng. „Das Rösselsprungproblem in neuer Behandlung.** Leipzig, 
G. Fock, G. m. b. H. 
Mit Benutzung eines auf jedes Rundreise-Problem anwendbaren Prinzipes 
wird gezeigt, wie man zu allen Rösselsprüngen des 36-feldrigen quadratischen 
Brettes und des Schachbrettes gelangen kann, wobei eine geeignete Notation 
zur Fixierung der Einzelergebnisse gewonnen wird. — Die Felder des 
ersteren Brettes werden mit Ausnahme des inneren Quadrates zu 4 in sich 
geschlossenen Reihen aneinander geordnet, die zu klarerer Veranschaulichung 
auch als nebeneinander liegende Kreise und weiterhin in Täfelchenforra dar- 
gestellt werden; hierauf wird gezeigt, wo man diese Reihen zu unterbrechen 
hat, um die fehlenden Felder und Springerzüge so einzuschalten, daß sie 
sich zu geschlossenen Rösselsprüngen des Brettes zusammenfügen. Diese 
werden sämtlich aufgestellt, und 10298 Einzelfälle gefunden. — In analoger 
Weise werden auch die 48 Randfelder des Schachbrettes in 4 geschlossene 
Reihen gebracht. Vereinigt man nun die 16 Felder des inneren Quadrates 
in beliebiger Weise durch Springerzüge zu 2 bis 16 „Ketten" (der Begriff 
der Kette wird auch auf einzelne Felder ausgedehnt), so wird die Auf- 
suchung der passenden Stellen für die Einschiebung dieser Ketten zwischen 
die Felder jener geschlossenen Reihen durch Rundreisen auf einfacheren 
Figuren bewirkt. Diese Figuren brauchen nur aus einer Tabelle ergänzt 
resp. erweitert zu werden, um auch sämtliche geschlossene Rösselsprünge 
zu finden, welche neben den Ketten noch bis dahin unberücksichtigte 
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Springerzüge zwischen den Randfeldern aufweisen. Da die Methode neben 
den Rösselsprüngen auch alle Anordnungen der Felder in zwei oder mehr 
geschlossene Reihen liefert, so muß, wenn nur die Aufstellung der ersteren 
beabsichtigt wird, jeder Einzelfall der Prüfung durch ein einfaches Kriterium 
unterzogen werden. Das Ganze wird an einer Reihe von Beispielen ent- 
wickelt, und an diesen dargetan, wie das Verfahren sich im einzelnen 
gestaltet; dabei tritt auch von neuem zu Tage, wie unabsehbar groß die 
Anzahl aller Rösselsprünge auf dem Schachbrett sein muß. Schließlich 
werden noch die geschlossenen Rösselsprünge, bei welchen nicht alle Felder 
des inneren Quadrates berührt werden sollen, in Kürze gestreift. — Der 
letzte Abschnitt endlich handelt von der Ableitung der ungeschlossenen 
Rösselsprünge aus den bis dahin allein betrachteten geschlossenen, wobei 
sich zeigt, daß durch Verwendung des früheren, nur passend modifizierten 
Verfahrens im Rahmen einer beliebig herausgegriffenen kleineren Gruppe 
auch diese vollzählig gefunden werden können. 

M.-Gladbach. Fittino. 



A. Borsch und L. Krüger. Lotabweiohungen. Heft II. Geodätische 
Linien südlich der Europäischen Längengradmessung in 52 Grad Breite. 
Veröffentlichung des Königl. Preußischen Geodätischen Institutes. Neue 
Folge No. 10. Mit 3 lithographierten Tafeln. 204 S. Berlin 1902, 
P. Stankiewicz. 

Im Jahre 1896 hat F. R. Helmert der in Lausanne abgehaltenen 
Konferenz der Permanenten Kommission der Internationalen Erdmessung den 
Plan zur Berechnung eines zusammenhängenden Lotabweichungssystems in 
Zentraleuropa vorgelegt. Dieses System soll gewissermaßen ein Netz erster 
Ordnung von astronomisch -geodätischen Punkten bilden, an das später das 
Detailstudium der Erdgestalt in kleineren Gebieten angeschlossen werden 
kann. Das vorliegende Heft verwirklicht einen Teil des Helmertschen Planes, 
der die geodätischen Linien südlich der Europäischen Längengradmessung 
in 52° Breite umfaßt. Der Inhalt des Werkes gliedert sich in drei Abschnitte, 
von denen der erste die geodätischen Linien in der Nähe von Bonn südlich 
der genannten Gradmessung behandelt. Der zweite bezieht sich auf die 
geodätischen Linien in der Nähe des Pariser Parallels westlich von Straßburg 
und der dritte auf die, welche in der Nähe des Meridians von Wien und 
ebenfalls südlich von der genannten Gradmessung liegen. 

Jeder Abschnitt bringt zunächst die Ergebnisse der astronomischen 
Bestimmungen und dann die berechneten geodätischen Linien und relativen 
Lotabweichungen; im dritten Abschnitt geht noch ein Kapitel voran, das 
die Anschlüsse von vier der benutzten astronomischen Stationen an die 
Hauptdreiecke enthält. Die Anlage und Ausführung der Rechnungen basiert 
auf den von Helmert in „Lotabweichungen. Heft I. Berlin 188G" entwickelten 
Methoden; die benutzten Formeln sind auf Seite 27 und 28 kurz zusammen- 
gestellt. Als Grundlage für die Rechnungen sind die Besseischen Elemente 
des Erdellipsoids gewählt. 

Auf eine definitive Ausgleichung des ganzen Netzes ist vorläufig noch 
verzichtet worden, da die notwendigen astronomisch - geodätischen Be- 
stimmungen noch nicht überall vorhanden und zum Teil noch zu unsicher sind. 

Poppelsdorf bei Bonn. Ph. Furtwakoler. 
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Bernhard Riemanns gesammelte mathematische Werke. Nachträge, 
herausgegeben von H. NÖttaer und YV. Wirtinger. Leipzig 1902, 
B. G. Teubner. 8°. 116 S. 

« 

Das Heft enthalt Auszüge aus drei mathematischen Vorlesungen 
Riemanns, von denen Nachschriften zur Verfügung standen (Allgemeine 
Theorie der Integrale algebraischer Differentialien , Integrale einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Verzweigungspunkt, Hyper- 
geometrische Reihe), ferner einzelne mathematische Noten aus dem Nachlaß 
und endlich „Berichte". — Die auf S. 113 unter der Überschrift „Persönliches" 
gegebenen Mitteilungen und das Verzeichnis der von Riemann angekündigten 
Vorlesungen mag hier besonders hervorgehoben werden. 

Leipzig. H. Liebmann. 



F. Enriques, Vorlesungen über projektive Geometrie. Autorisierte 
deutsche Ausgabe von H. Fleischer. Leipzig 1903, B. 6. Teubner. 
8°. 374 8. 

In dem vorausgeschickten Einführungswort betont Herr Klein, daß 
ein derartig systematisch aufbauendes, zugleich durchsichtig dargestelltes 
und vollständiges Lehrbuch projektiver Geometrie in Deutschland fehlt und 
daher gewiß zahlreiche Freunde finden wird. In der Tat gehen die deutschen 
Lehrbücher entweder fast ganz abstrakt vor, mit beinahe vollständiger Ver- 
schmähung der Metrik, oder aber sie sind aus der Steinerschen Schule er- 
wachsen und lassen, reich an einer Fülle von geometrischen Einzelheiten, 
alle Prinzipienfragen mehr oder minder außer acht. 

Der Verfasser hält die goldene Mittelstraße ein: Die Erörterung der 
Prinzipienfragen macht er durch psychologische Momente lebendig — wir 
erwähnen die Durchführung des Unterschiedes zwischen visuellen und metri- 
schen (tastbaren) Eigenschaften in der Einleitung, die mehrfach verwendet 
wird, z. B. S. 191 bei Erörterung der Formen der Kegelschnitte, die feine 
Analyse des Stetigkeitsbegriffs S. 69 und den daraus sich ergebenden Beweis 
des Fundamentalsatzes, daß eine projektive Zuordnung von einstufigen Ge- 
bilden durch drei Paare entsprechender Elemente gegeben ist. 

Im übrigen werden nicht nur die metrischen Sätze projektiv ab- 
geleitet, sondern auch allen projektiven Beziehungen metrische Eigenschaften 
abgewonnen — eine gelegentlich in anderen Werken vernachlässigte Seite 
der projektiven Geometrie. Als ein Beispiel dieser innigen Durchdringung; 
von metrischer und projektiver Geometrie — sie ist auf S. 169 in klarer 
Form ausgesprochen — hätte etwa noch der elegante Beweis des Herrn 
Tresse (B. 8. M. F. 28, 1900, S. 131—136) aufgenommen zu werden ver- 
dient, daß die Kollineationen der Kegelschnitte wieder Kegelschnitte sind, 
ein Beweis, der von der Steinerschen Erzeugung der Kegelschnitte durch 
projektive Strahlbüschel nicht Gebrauch macht. 

Hervorgehoben sei noch besonders die historische Notiz S. 357 — 367 
über die Fundamentalbegriffe, die übersichtliche Einteilung und das sehr 
vollständige Sachregister. 

Leipzig. H. Liebmann. 
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T. und K. Kommerell, Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Flächen. I u. II. 8°. 144 S. u. 212 S. Sammlung Schubert XXIX 
u. XLIV. Leipzig 1903, Göschen. Ladenpreis 4,80 Jt. u. 5,80 Jt. 

Die beiden "Bündchen stellen eine wertvolle Bereicherung der Sammlung 
Schubert dar; sie bringen auf kleinem Raum eine Darstellung, die, mit den 
Elementen beginnend, bis zu den modernsten Untersuchungen über Strahlen- 
systeme fortschreitet. 

Zur Orientierung sei eine kurze Inhaltsangabe vorausgeschickt, wobei 
besonders hervorzuhebende Entwicklungen ausdrücklich erwähnt werden. 

Band I: Erster Abschnitt: Raumkurven (Krümmung, Torsion usw. 
abwickelbare Flächen, Minimalkurven, 21 Aufgaben). — Zweiter Abschnitt: 
Untersuchung einer Fläche in der Form F(xyz) — 0 (Krümmung, Indikatrix 
usw., sphärische Abbildung, konfokale Flächen zweiten Grades, geodätische 
Linien; 41 Aufgaben). 

Band II: Erster Abschnitt: Untersuchungen von Flächen in der Parameter- 
form (Fundamentalformeln, die charakteristischen Kurven auf den Flächen, 
Differentialparameter; 61 Aufgaben). — Zweiter Abschnitt: Spezielle Flächen, 
S trab lensvsteme (W- Flächen, Minünalflächen, Flächen konstanten Krümmungs- 
maßes, Regelflächen, dreifach orthogonale Flächensysteme, Strahlensysteme; 
33 Aufgaben). 

Wir betonen außer der reichen Aufgabensammlung noch einen andern 
Umstand, der die Brauchbarkeit der Bändchen erhöht: das Bestreben, in 
einem so leicht zu wildem Formelwust verführenden Gebiet möglichst weit 
mit geometrischen Betrachtungen vorzudringen. Genannt sei als Beleg 
bierfür die Aufstellung der natürlichen Gleichungen einer Kurve (I, S. 29), 
die Betrachtung über den Aufbau und die Grundeigenschaften der abwickel- 
baren Flächen (I, S. 37—43), der — in dieser Weise schon von Leibniz 
angehahnte — Nachweis, daß die Schmiegungsebenen der kürzesten Linien 
die Flächennormale enthalten (I, 8. 113), die geometrische Analyse der 
Verbiegung des KatenoKdes (II, S. 75), endlich der Einblick in die nicht- 
euklidische Geometrie (II, S. 140). 

Aber auch jene Art geometrischer Betrachtungsweise, die eine Errungen- 
schaft französischer Mathematiker ist, und die eine Seite von Lies Forschungs- 
richtung darstellte, finden wir hier vertreten (wohl mit nach dem Vorgang 
von Scheffers). Wir meinen — mit Klein zu reden — das freie 
rücksichtslose Operieren mit imaginären Gebilden. Wir finden eine Behandlung 
der Minimalkurven und die von Gauß herrührende, von Lie ausgesprochene 
Verwertung dieses Begriffs für die konforme Abbildung (II, S. 45). Übrigens 
hätte auch der von Lie gegebene Zusammenhang zwischen Minimalflächen 
und Minimalkurven leicht in Band 2, § 24 Platz finden können. 

Der Namen von Lie ist seltsamerweise bei der Besprechung der 
Minimalkurven nicht genannt, wie denn vielleicht auch an anderen Stellen 
die Literaturnachweise etwas ungleichmäßig gehandhabt sind. So sei, was 
den Inhalt der Anmerkung II, S. 150 angeht, auf Lobatschefskijs Abhandlung 
vom Jahre 1830 (Übersetzung von F. Engel, Leipzig 1898 S. 22) ver- 

Noch einmal Bei schließlich die reiche Aufgabensammlung hervorgehoben, 
die außer Übungsbeispielen auch wirklich neue im Text nicht dargestellte 
Sätze bringt. 

Archir dei M»tbrawOk und Physik. HL Reih«. IX. 6 



Sie allein würde wohl genügen, den beiden Bündchen einen größeren 
Leserkreis zu versebaffen, als man nach dem Preis vielleicht befürchten muß. 

Leipzig. H. Liebmahx. 



Fischör, Der Gang des Menschen. V. Teil: Die Kinematik des Bein- 
schwingens. VI. Teil: Über den Einfluß der Schwere und der Muskeln 
auf die Schwingungsbewegung des Beins. (Des XXVIH. Bandes der 
Abhandlungen der mathem.-phys. Klasse der kgl. Sächs. Ges. der Wiss. 
No. V u. VII.) Leipzig 1904, B. G. Teubner. 100 u. 88 S. 
5 il 4 i. 

Diese Abhandlungen bilden die Fortsetzung einer Reihe anderer, 
durch welche der Verfasser die mechanischen Grundlagen einer Theorie des 
menschlichen Ganges gewonnen hat. In den vorliegenden gelangt derselbe 
zu einer Differentialgleichung für die Bewegung jedes der drei Abschnitte 
des Beines von der Form: das Trägheitsmoment jedes Abschnittes multi- 
pliziert mit seiner Winkelbeschleunigung ist gleich der Summe der Drehungs- 
momente, welche die Schwerkraft, die Effektivkräfte und die inneren, 
d. h. in der Hauptsache die Muskelkräfte auf das Glied ausüben. Von 
den einzelnen hier vorkommenden Größen bis auf die letzten gelingt es, 
durch die Beobachtungen eine zahlenmäßige Darstellung zu erhalten. Die 
Methode dieser sowie die für die Berechnung der Trägheitsmomente und 
der Drehungsmomente der Schwerkraft nötigen praktischen Fundamente 
seiner Theorie hat der Verfasser in den vorigen Abhandlungen besprochen 
und auch in dem in dieser Zeitschrift (HL Reihe 7 (l u. 2) S. 110 ff.) 
abgedruckten interessanten Vortrage dargestellt. Indem er die in den 
Bewegungsphotogrammen gelieferten Daten für die Orte der Schwerpunkte 
und die Richtungen der einzelnen Glieder nicht bloß für die einzelnen 
Momente der Bewegung tabuliert, sondern noch graphisch darstellt, gelingt 
es ihm immer auf graphischem Wege die Beträge für die linearen Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen der Schwerpunkte und auch für die Winkel- 
geschwindigkeiten und -beschleunigungen der einzelnen Glieder des Beines 
zu erlangen, so daß in jenen Gleichungen als unbekannt nur die zuletzt 
genannten Drehungsmomente der inneren Kräfte übrig bleiben und nun- 
mehr bestimmt werden können. Bekanntlich hatten die Gebrüder Weber 
die Ansicht ausgesprochen, daß diese sich auf Null reduzieren und die 
Bewegung des Beines eine reine Schwingungsbewegung unter 'dem Einflüsse 
der Schwerkraft sei. Das Resultat des Verfassers ist von dieser An- 
sicht das konträre Gegenteil. Der Anteil, welchen die Muskelkräfte an der 
Bewegung des Gehens haben, ist mehrmals größer als derjenige der Schwer- 
kraft, und so ist hiermit die Frage dahin entschieden, daß der Gang in 
der Hauptsache durch Muskelkontraktion zustande kommt. Die Einwendungen, 
die man dem Verfasser gegen die Grundlage dieses Ergebnisses machen 
könnte, werden von ihm selbst bereits widerlegt. Man könnte vor allem 
auf die geringe Anzahl der Beobachtungen hinweisen, auf welche die Arbeit 
sich stützt. Aber die Übereinstimmung zwischen diesen allerdings gering- 
zähligen Messungen ist eine so ausgezeichnete, daß man die Richtigkeit 
des Resultates kaum bezweifeln kann. Auch hat der Verfasser — zum 
Überfluß möchte man meinen — durch Beobachtungen von etwa 100 ver- 
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schiedenen Individuen den praktischen Beweis erbracht, daß bei der gewöhn- 
lichen Gangart die Grundgrößen, nämlich die Schrittlängen, die Anzahl der 
Schritte in der Minute, die Geschwindigkeit, soweit dieselbe ohne chrono- 
photographische Aufnahmen festzustellen sind, im wesentlichen übereinstimmen. 

Nebenbei ergibt die Untersuchung auch die Größen des kinetischen 
Druckes im Hüft-, Knie- und Fußgelenk. Nachdem der Verfasser noch dar- 
auf hingewiesen hat, daß die Elastizität der Bänder nur von ganz ver- 
schwindendem Einflüsse auf den Gang sein kann, daß vielmehr die inneren 
Kräfte wirklich im wesentlichen Muskelkräfte sein müssen, beginnt er die 
Frage, welche Muskeln in den einzelnen Momenten eines Schrittes kontrahiert 
sein und so auf den Gang einwirken können, einer Diskussion zu unterziehen ; 
indessen sieht er selbst diesen Teil der Untersuchung als noch nicht ab- 
geschlossen an. 

Die Abhandlungen zeigen, was geschickte Ausnutzung der experimen- 
tellen Hilfsmittel mit einem erstaunlichen Fleiße bei der Bearbeitung der 
gewonnenen Messungsergebnisse für die Entscheidung wichtiger theoretischer 
Fragen zu leisten imstande sind. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Dacqu6. Wie man in Jena naturwissenschaftlich beweist. Stuttgart, 
Max Kielmann 1904. 28 S. Preis 60 Pf- 

Vor 120 Jahren zeigte Kant in der Kritik der reinen Vernunft, daß 
alle kosmologischen oder physikoteleologischen Beweise für die Existenz über- 
natürlicher Kräfte irrig sind, da sich aus der großen Reihe von Ursachen, 
die wir kennen, nicht auf eine erste Ursache, noch auch aus der schein- 
baren Zweckmäßigkeit uns bekannter Dinge auf diejenige des Weltganzen 
schließen lasse. Neuerdings aber tritt versteckt oder offen wieder das Be- 
streben hervor, in der Form der Lebenskraft oder kosmischer Intelligenzen 
zweckbestimmende Faktoren einzuführen, die, wenn sie auch innerhalb der 
gegebenen Naturgesetze wirken sollen, doch über den natürlichen Kräften 
stehend, deren Spiel als „Dominanten" beherrschen. Solche Ideen hat 
z. B. Beinke an verschiedenen Stellen ausgeführt. Diese Gedanken werden 
von Vertretern der Häckelschen Schule scharf angegriffen während dessen 
ebenso unbeweisbare Hypothese über die erste Entstehung des Lebens durch 
Urzeugung energisch verteidigt wird. Der Verfasser wendet sich gegen die 
Begründung dieser durch Heinr\ch Schmidt. Uns will es scheinen, daß 
es keinen Zweck hat, die noch nicht ausgefüllte Lücke in der kosmogonischen 
Theorie zum wilden Tummelplatz unbeweisbarer Hypothesen zu machen, 
sondern daß man lieber immer wieder versuchen soll, ob sich nicht durch 
das Experiment Fortschritte in diesem dunklen Gebiete machen lassen. Der 
geringste expcrimentale Fortschritt ist für die Frage, ob das Leben ewig 
oder durch Urzeugung entstanden ist, wichtiger als alle Hypothesen. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Mahler, Physikalische Formelsammlung. Zweite verbesserte Auflage. 
Leipzig 1903, G. J. Göschen. 190 S. Preis geb. 0.80 Jt. 
Daß dieses Büchlein in hervorragender Weise brauchbar ist, zeigt der 
Umstand, daß nach kurzer Zeit eine neue Auflage davon notwendig wurde. 

6* 
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Es eignet sich nicht allein zum Nachschlagen der wichtigsten Formeln der 
Physik, sondern gibt auch kurze Ableitungen derselben, soweit solche mit 
Hilfe der elementaren Mathematik durchführbar sind, und auch eine 
Anzahl von wichtigen Gedankenreihen, die nicht gerade in einer Formel 
ihr Endziel haben, wie z. B. diejenigen, welche die Geschwindigkeit des 
Lichtes finden gelehrt haben. Für die neue Auflage sind eine Anzahl ge- 
schickt gewählter Beispiele für Schwerpunkts- und Trägheitsmomentbe- 
stimmungen hinzugekommen, sowie die Gesetze der Drehbewegung mit An- 
wendungen auf das physische Pendel, die Entstehung des Regenbogens, die 
Berechnung der Feldstärke eines Stabmagnetes und eines magnetischen Blattes. 

Etwas weiter hätte vielleicht hierauf und auf die elektrische Induktion 
noch eingegangen werden können, um wenigstens die Fundamente der Be- 
rechnung von stromliefernden Maschinen vor Augen zu führen. Aber auch 
trotz dieser Lücke, die bei der dritten Auflage vielleicht zu stopfen wäre, 
erscheint das Buch in hohem Grade empfehlenswert 

Charlottenburg. H. Samter. 

Jochmaim. Grundriß der Experimentalphysik und Elemente der 
Chemie sowie der Astronomie und mathematischen Geographie. 

Herausgegeben von Hermes und Spieß. 15. vollständig neubearbeitete 
Auflage. Berlin 1903, Winckelmann und Söhne. XX u. 524 S. 
Preis geb. 5, 50 Mk. 
Seitdem für die Bearbeitung der 14. Auflage dieses Lehrbuches der an 
zweiter Stelle genannte Herausgeber gewonnen * war, hat dasselbe ur zwei 
Hinsichten bedeutende Abänderungen erfahren. Einmal ist den modernen 
Tatsachen und Begriffen, insbesondere in der Elektrizitätslehre, ohne die ejn 
eindringender Unterricht kaum mehr denkbar erscheint, insbesondere dem 
Potentialbegriff der Zugang eröffnet wordon, und seine Einführung durch 
das Experiment entspricht durchaus den Anforderungen, die der Unterricht 
stellt. Andererseits ist an vielen Stellen neben die deduktive Behandlung des 
Gesetzes, die dasselbe mathematisch aus Prämissen ableitet, auch die induktive 
Ableitung durch das Experiment getreten, ein Weg, der dem Wesen des 
Physikunterrichtes mehr angepaßt erscheint. Dies konnte geschehen, ohne 
daß der Umfang des Buches wesentlich vermehrt wurde, da viele von den 
das Buch unnötig belastenden Nebensachen mit Recht weggelassen wurden. 
Auch bei der neuen Auflage ist das Bestreben sehr anzuerkennen, dem 
Schüler das Verständnis auch schwierigerer* Gesetze zu vermitteln. So finden 
wir eine eingehende Darstellung des 2. Hauptsatzes der mechanischen 
Wärmetheorie. Dem Verleger gebührt Dank für die Vermehrung der Ab- 
bildungen, von denen die Spektrentafel und die Tafel zur Erläuterung des 
Dreifarbendruckes hervorgehoben seien. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Abraham, Becueil d'expdrienoes ölömentaires de physique. Premiere 
partie. Paris 1904, Gauthier -Villars. XII u. 247 S. Preis ungebd. 
3,75 fr., gebunden 5 fr. Seconde partie XH u. 454 S. Preis ungebd. 
6,25 fr., gebd. 7,50 fr. 

In der französischen Literatur gab es bisher kein Werk, welches die 
im Elementar-Unterricht der Physik nötigen Experimente für den Ge- 
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brauch des Lehrers zusammengefaßt hatte. Wahrend der deutsche Physik- 
lehrer langst in Frick8 Physikalischer Technik, in Weinholds Vorschule 
und für einen weitergehenden Unterricht in den Demonstrationen desselben 
Autors die für die Vorbereitung auf die Versuche nötigen Anleitungen hatte, 
ist das vorliegende Buch erst auf Anregung des Vorstandes der französischen 
physikalischen Gesellschaft entstanden, und zwar veranlaßt durch die Ein- 
fuhrung eines Praktikums in den Schulen. Der Herausgeber hat dazu die 
Mitarbeit einer großen Anzahl von Physikern herangezogen, die durch Be- 
schreibung von Versuchen und durch bibliographische Hinweise ein sehr 
nützliches Werk zusammengetragen haben. Unter denselben bemerken wir 
von Deutschen Behn (Frankfurt), Fischer (München), Looser (Essen) und 
v. öttingen (Leipzig). Unter den Quellen ist von den oben genannten 
deutschen Büchern nur das letzte benutzt, außerdem sind die Bücher für 
das physikalische Praktikum von Kohlrausch und Wiedemann und Ebert 
herangezogen. Die reichen Schatze von Schulversuchen, die im Müller- 
Pouillet und besonders in der Zeitschrift von Poske sich finden, sind aber 
nicht herausgeholt worden. Trotzdem wird die Sammlung, die uns vorliegt 
und die im ersten Bande Mechanik und Wärmelehre betrifft, wohl für die 
meisten Lehrer genügendes Material enthalten. Wir vermißten z. B. Ver- 
suche über das Sieden bei Überdruck (außer dem Papinschen Topf) und 
über Geisererscheinungen. Ein Teil der angeführten Versuche geht in seinen 
Urquellen, die nicht angeführt sind, sehr weit zurück: so ist Versuch 72 auf 
Galilei zurückzuführen (Discorsi 3. Tag). Für den Lehrer ist es eine 
große Erleichterung, daß die Dimensionen der Apparate überall genau an- 
gegeben sind. Sehr reich und dem Referenten zum Teil neu ist das Material 
über Oberflachenspannung, sowie über die Grundtatsachen der technisch so 
wichtigen Festigkeitslehre. Den Experimenten vorangeschickt ist ein Kapitel 
über Arbeiten in der Werkstatt mit Metall, Holz und Glas sowie eine 
große Anzahl von chemischen Rezepten, die der Physiklehrer brauchen 
kann. 

Auch die im 2. Kapitel (Geometrie und Mechanik) vorangestellten An- 
weisungen für die Messung der Langen von geraden und krummen Linien, 
der Dicken, Oberflächen und Volumina enthalt manches Neue, und die dazu 
gehörige Einleitung über zufällige und systematische Fehler sowie über das 
Gesetz der großen Zahlen wird denjenigen Lehrern, die Schülerübungen ver- 
anstalten, manchen nützlichen Wink geben. Den Schluß bildet eine Reihe 
von numerischen Tabellen, der für denselben Zweck sehr brauchbar sich 
erweisen werden, die freilich in ungefähr demselben Umfange auch Kohlrauschs 
praktischer Physik beigegeben sind. Auch dem deutschen Lehrer ist das 
Kompendium sehr zu empfehlen. 

Seit Abschluß des Berichtes hat der Referent eine Anzahl von Ver- 
suchen nach Angaben des Buches ausgeführt und bei Schülerübungen er- 
probt und zum größten Teile für recht gut befunden. Ein großer Vorzug 
ist es, daß dieselben sehr geringe Mittel erfordern und daher auch für 
Schulen mit kleinem Etat sehr geeignet sind. 

Der soeben erschienene 2. Teil teilt die Vorzüge des ersten und zeigt, 
wie sich schon die neuesten Forschungsergebnisse im Unterrichte, auch 
demjenigen im Laboratorium nutzbar machen lassen. Daß die Ströme hoher 
Wechselzahl und starker Frequenz, daß die Telegraphie ohne Draht be- 
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rücksichtigt sind, wird nicht wunder nehmen, aber es fehlen auch die 
singende Bogenlampe nicht, noch die Jonisierung der Luft. 

Charlottenburg. H. Samter. 



Binder. Beiträge zur Entwicklungsgeschichte des chemischen 
Unterrichts an deutschen Mittelschulen. 1903. 34 S. Preis 80 Pf. 

Günthart. Die Aufgaben des naturkundlichen Unterrichts vom 
Standpunkte Herbarts. 1904. VIII u. 67 S. 1,50 Mk. (Aus „Samm- 
lung naturwissenschaftlich-pädagogischer Abhandlungen". Leipzig und 
Berlin, B. G. Teubner.) 

„In dieser Sammlung sollen Abhandlungen erscheinen, die in einer 
Zeitschrift sich auf mehrere Nummern zersplittern würden und doch zu 
kurz waren, um ein Buch zu füllen." Von den uns vorliegenden gibt die 
erste ein in vielen Punkten, auch für Nicht- Chemiker, sehr interessantes 
Bild der Entwicklung des chemischen Unterrichts in Deutschland, wobei 
entgegen den üblichen Darstellungen auch die außerpreußischen Länder 
gebührend berücksichtigt werden. Der etwas kurze Abschnitt über die 
Geschichte der Lehrbücher könnte zum Nutzen der Lehrer, für die ja das 
Werkchen hauptsächlich bestimmt ist, bei einer späteren Auflage vielleicht 
erweitert werden. 

Theoretische Betrachtungen über die Praxis des Unterrichtes, wie sie 
die zweite Abhandlung enthält, sind a priori nicht denkbar; sie schöpfen 
aus der didaktischen Erfahrung, aus der sie induktiv entwickelt sind, wie 
die Geometrie aus der Anschauung, und suchen doch den Anschein zu 
erwecken, als ob sie aus einer Anzahl von Axiomen heraus das Bild eines 
allein weise machenden Unterrichtes deduzieren könnten. Für die Richtig- 
keit der Schlußfolgerungen müssen die praktischen Anwendungen der Theorie 
maßgebend sein. Wir zweifeln z. B., ob die über die Stellung dos Experi- 
mentes im Unterrichte gemachten Schlüsse die allgemeine Anerkennung der 
Lehrer finden werden, und glauben auch nicht, daß die Herbartschen, für 
den Anfänger wohl brauchbaren Prinzipien mit Notwendigkeit zu diesen 
Folgerungen führen. 

Charlottenburg. — H. Samter. 

Rosenberg, Lehrbuch der Physik für die oberen Klassen der Mittel- 
schulen und verwandter Lehranstalten. Wien und Leipzig 1904, 
Alfred Hölder. VTII u. 488 S. Preis gebunden 5.20 Jt. 

Dieses Buch hat alle Vorzüge eines guten Lehrbuches: Es sondert das 
Wichtige aus und läßt die sonst noch vielfach in Lehrbüchern zu findenden, 
für den Unterricht ganz nutzlosen Stoffe beiseite, ohne irgendwo die Tat- 
sachen vermissen zu lassen, die für die Praxis von Belang sind. Es trennt 
durch verschiedenen Druck den Lernstoff von den bei der Durchnahme des- 
selben helfenden Betrachtungen, von den Anwendungen und den mit Sorgfalt 
ausgewählten Rechenaufgaben, die zumeist — wie die Denkaufgaben — nur 
schnell wirkende Prüfsteine für das Verständnis sind und nur selten eine 
längere Ausarbeitung erfordern. Es zeichnet sich aus durch klare Sprache, 
Sorgfalt und Anschaulichkeit im Ausdruck, wie in den beigefügten, vielfach 
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für das Buch besonders hergestellten Zeichnungen. Es ist ausführlich genug, 
um auch dem Lehrer eine Stoffanswahl möglich zu machen, und bringt 
z. B. eine klare, gewiß nicht zu kurze Auseinandersetzung der Polarisations- 
erscheinungen des Lichtes, wählt für die Phänomene des magnetischen Feldes 
und natürlich auch der stromliefernden Maschinen durchaus die Betrachtung 
der Kraftlinien, die obgleich so grob sinnlich, das Verständnis der Erscheinungen 
wie kein anderes Mittel zu fördern geeignet sind. Ein den Grundlehren 
der Astronomie gewidmeter Abschnitt fällt ebenfalls vorteilhaft auf durch 
Anschaulichkeit der Sprache und der Zeichnungen, bedarf aber freilich für 
die Prima unserer Schulen einer Ergänzung unter Zuhilfenahme der sphärischen 
Trigonometrie. Der Zusatzabschnitt über Chemie wird für Gymnasien durchaus 
genügen. Es fehlen nicht eine Reihe historischer Notizen, wie wir sie zur 
Belebung des Unterrichts für sehr angebracht halten. Dieselben sind freilich 
nicht gleichmäßig durchgearbeitet. So fehlt Heron ganz; während von 
Hughes erwähnt wird, wieviel er wohltätigen Stiftungen vermacht hat, wird 
das, was Siemens den Interessen der Technik und Wissenschaft geopfert hat, 
nicht erwähnt; und wenn wir Lavoisiers trauriges Schicksal erfahren, so 
hätten wir den Anspruch, auch von Galileis Geschick etwas zu vernehmen. 

Jedenfalls bietet das schön ausgestattete Buch für den billigen Preis 
so vieles Gute, daß wir seine Einführung auch in norddeutschen Schulen 
durchaus empfehlen können. 

Charlottenburg. H. 8 amter. 

Maurice Godefroy, Theorie elementaire des senes. Paris, 1903. 
Gauthier- Villars. 

Nach Einführung der Irrationalzahlen (unter Anlehnung an Dedekind) 
wird eine Reihe von Sätzen über Grenzwerte bewiesen, wie sie sich in 
Cauchys klassischem „Cours d'analyse algebrique" finden. Mit Meray 
nennt der Verfasser eine Größe, die eine Funktion des ganzzahligen, positiven 
Index n ist, Variante. Die Formulierung der einzelnen Theoreme wird 
durch Benutzung dieses sehr zweckmäßigen Terminus wesentlich vereinfacht. 
Den Schluß des 1. Kapitels bilden einige Sätze über stetige Funktionen; 
auch werden die Begriffe „Derivierte" und „Differential" erklärt. 

Das 2. Kapitel behandelt die unendlichen Reihen mit konstanten 
Gliedern. Es wird (für Reihen mit positiven Gliedern) das K um m ersehe 
Konvergenzkriterium abgeleitet, aus dem durch Spezialisierung die Regeln 
von d'Alembert und vonRaabe hervorgehen, für die übrigens noch besondere 
Beweise erbracht werden. Die Cauchysche Regel, welche sich auf die 

Betrachtung von yu^~ gründet, wird mit der d'Alembert sehen verglichen. 
Eine von E. Cahen herrührende Verfeinerung der Raabeschen Regel 
erweist sich als nützlich bei der Ableitung des von Gauß in seiner Arbeit 
über die hypergeometrische Reihe angegebenen Konvergenzkriteriums. Nach 
Erledigung der alternierenden Reihen wendet sich die Darstellung den 
absolut konvergenten Reihen zu. Es wird die Unzerstörbarkeit ihrer Kon- 
vergenz und die Unveränderlichkeit ihrer Summe bei Umrangierungen der 
Glieder bewiesen und gezeigt, daß man bei den semikonvergenten Reihen 
durch geeignete Umrangierungen der Glieder nicht nur den Wert der Summe 
beliebig ändern, sondern auch die Konvergenz aufheben kann. Da man 
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ferner bei jeder konvergenten Reihe benachbarte Glieder in eines zusammen- 
fassen darf, ohne daß die Summe sich ändert, so verhalten sich die absolut 
konvergenten Reihen hinsichtlich ihrer Summe durchaus wie Aggregate einer 
endlichen Anzahl von Gliedern. Eine Ergänzung hierzu liefert die Betrach- 
tung der Doppelreihen, indem sie zeigt, daß man bei der Gruppierung der 
Glieder einer absolut konvergenten Reihe auch unendlich viele zu einer 
Gruppe vereinigen darf. Gerade darin liegt ein mächtiges analytisches 
Hilfsmittel. Als Beispiel wird die Clausen sehe Transformation behandelt 
und zur Summierung der Lambert sehen Reihe benutzt. Zum Schluß wird 
die Multiplikation zweier konvergenter Reihen, von denen die eine absolut 
konvergiert, nach Mertens auseinandergesetzt. 

Im 3. Kapitel beschäftigt sich der Verfasser mit Reihen, deren Glieder 
Funktionen einer Veränderlichen sind. Hier steht natürlich der Begriff der 
gleichmäßigen Konvergenz im Vordergrund. Als Beispiel für ungleich- 
mäßige Konvergenz wird die von P. du Bois-Roymond in seinem „An- 
trittsprogramm" angegebene Reihe 

SC SC oc 

*+T + (*+i) (2*+i) + + (^Tix+i) + * " ' 

benutzt. Sie konvergiert, wenn a>0 ist, in dem Intervall (0, a), aber nicht 
gleichmäßig. Es wird der Satz bewiesen, daß die Summe einer gleich- 
mäßig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen wiederum stetig ist, und 
unter Berufung auf das Cantorsche Beispiel 

^Ll + n«** l + (n-f-l)»x»J 

hervorgehoben, daß auch eine ungleichmäßig konvergente Reihe stetiger 
Funktionen eine stetige Summe haben kann. Den meisten Raum nehmen 
in diesem Kapitel, wie es auch sein muß, die Potenzreihen ein. Den Kern- 
punkt bildet hier das Ahe Ische Theorem, daß eine für x = x 0 konvergente 
Potenzreihe für \x\ < x 0 j absolut konvergiert und in dem Intervall (0, x 0 ) 
gleichmäßig konvergent ist. Es wird die Beziehung zwischen der Potenz- 
reihe und den durch gliedweise Differentiation entstehenden Reihen er- 
örtert und eine Anwendung auf die Integration der Differentialgleichung 
y" + f(x) y -f g (x) y — 0 gemacht für den Fall, daß f und g durch 
Potenzreihen darstellbar sind. Dann folgen Betrachtungen über die Bino- 
mialreihe, die Kugelfunktionen, die hypergeometrische Reihe, die Taylorsche 
und Maclaurinsche Formel, die Entwicklung des Quotienten zweier 
Potenzreihen. 

Bis hierher reicht der allgemeine Teil des Buches. Die drei letzten 
Kapitel bieten spezielle Untersuchungen über die Exponentialfunktion, die 
Kreis funktionen und die Gammafunktion. 

Die Exponentialfunktion wird zunächst als die Summe der bekannten 
Potenzreihe definiert, daraus die Funktionalgleichung f (x -f .v) — f (x) f (y) 
gewonnen und diese nach dem Muster von Cauchy diskutiert, woraus sich 
dann die Berechtigung zur Benutzung des Symbols e* ergibt. Der Leser 
erfährt in diesem Kapitel, was Besseische Funktionen, Bernou Iii sehe 
Zahlen und Polynome sind. Er findet hier sogar den schönen von Gordan 
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und Hurwitz (im Anschluß an Hilbert) entwickelten Beweis für die 
Transzendenz von e. cos x und sin x werden rein analytisch durch die 
zugehörigen Potenzreihen definiert, woraus sich dann die Formeln für 
cos (x + y), sin (a? -f- y) ergeben. Die erstere liefert für y = — x die 
Relation cos 1 x -f- sin* x — 1. Die Zahl it/2 wird eingeführt als die einzige 

Wurzel der Gleichung cos x «= 0 in dem Intervall (0, 2), woraus sin — 1 

folgt. Nunmehr läßt sich mit Hilfe der Additionstheoreme die Periodizität 
der beiden Funktionen nachweisen, und it gewinnt die neue Bedeutung, der 
halben Periode gleich zu sein. Faßt man cos x und sin x als rechtwinklige 
Koordinaten auf, so ergibt sich die geometrische Bedeutung von x, cos ar, 
sin die in der Trigonometrie den Ausgangspunkt bildet. Insbesondere 
zeigt sich, daß 2n der Umfang des Einheitskreises ist. Die unendlichen 
Produkte für cos x und sin x dürfen natürlich in diesem Kapitel nicht 
fehlen, und es werden die damit zusammenhängenden Potenzreihen für 

log log cos x, log x cot x, tan x usw. mit aller Sorgfalt abgeleitet, 

ebenso die Partialbruchzerlegungen für cot £, tan jr, sec x und cosec x. Über 
trigonometrische Beihen wird auch einiges gesagt, und spezielle Beihen dieser 

Art werden behandelt, z. B. die wi chtige Beihe für log (1 — 2x cos 9 + **) *. 
Endlich wird die berühmte Weierstraßsche Beihe 

f (x) -= cos nx + r cos aitx + r* cos a*itx + (0 < r < 1), 

wo a eine ungerade ganze Zahl und größer als 1/r ist, untersucht und mit 
voller 8trenge bewiesen, daß die stetige Funktion f{x) unter der Bedingung 
s % 

ar ;> 1 + — nicht differenzierbar ist. Das Kapitel schließt mit eleganten 

Entwicklungen über die inversen Kreisfunktionen und die hyperbolischen 
Funktionen. 

Der Abschnitt über die Gammafunktion ist dem Verfasser glänzend 
gelungen. Da er eine Monographie über diese Funktion geschrieben hatte 
(La fonction gamma; theorie, histoire, bibliographie. Paris, 1901. Gauthier- 
Villars), so befand er sich hier in seinem Element. Ich will auf die 
Einzelheiten dieses Kapitels nicht eingehen. 

Das Buch enthält am Schlüsse jedes Abschnitts Übungen und zahl- 
reiche literarische Nachweise, die mit großer Sorgfalt zusammengetragen 
sind. Wir können, besonders im Interesse der Studierenden, dem Verfasser 
für sein gewissenhaft und gründlich abgefaßtes Werk nur dankbar sein. 

Greifswald. G. Kowalewski. 



A. Fon£t. Leoons dlementaires sur la thöorie des fonctions analytiquos. 

Premiere Partie (Chap. I a V.) Paris 1902, Gauthier- Villars. 8°. 330 8. 

Das Werk, von dem der vorliegende erste Teil leider noch kein Register 
enthält, soll eine elementare Einleitung in die moderne Theorie der ana- 
lytischen Funktionen geben. Zugleich ist es ein trefflicher Wegweiser für 
den, der sich über die neuesten Errungenschaften dieses Gebiets orientieren 
will, die sich an die Namen Borel, Hadamard, Hilbert, Mittag -Leffler, 
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Poincare, Pringsheün u. a. knüpfen. Aus der Doppelnatur ergeben sich 
manche Widersprüche, oder es folgt doch eine gewisse Disharmonie. 

Elementare Teile, wie die bekannte konforme Abbildung durch die linear 
gebrochene Funktion sind breit bebandelt, während schwierigere Auseinander- 
setzungen, z. B. die Cantorsche Mengenlehre in der Einleitung (S. 12 — 28), 
Hilberts Entwickelung einer Funktion nach Polynomen (S. 323), Mittag- 
LefFlers Darstellung einer Funktion im „sternfömigen Gebiet" (S. 324) kurz 
erledigt werden. 

Die durch die Absicht, weite Ausblicke zu geben, geforderte Anordnung 
bringt es auch mit sich, daß wir einer Erörterung des Begriffs „Integral 41 
erst später begegnen, im vierten Kapitel (8. 253 — 270). Schon vorher 
aber ist die gliedweise vorgenommene Integration unendlicher Reihen (8. 125), 
die Summation divergenter Reihen nach Borel mit Hilfe von Exponential- 
integralen (S. 162) — die Theorie der Exponentialfunktion folgt dieser 
Anwendung (8. 169 — 177) — das Eulersche Integral zweiter Gattung 
(8. 189 — 192), der Vergleich der Konvergenz von Doppelreihen (8. 205) 
und mehrfachen Reihen (S. 209) mit Doppelintegralen und mehrfachen Inte- 
gralen mehr oder weniger ausführlich besprochen. 

Die Behandlung der elementareren Teile, z. B. der Riemannschen Flächen 
bei algebraischen Funktionen (S. 100 — 112), der Konvergenz der Potenz- 
reihen mit Angabe des Konvergenzkreises (Cauchy - Hadamardscher Satz 
8. 136) ist sorgfHltig und elegant. 

Besondere Erwähnungen verdient das Kapitel V: Die analytische Fort- 
setzung nach Weierstraß, wo wir eine Übersicht der neuesten Arbeiten finden, 
so u. a. ein Eingohen auf die Frage, wann der Konvergenzkreis zugleich 
die naturliche Grenze ist (8. 307). 

Dem Zweck des Buches entsprechend, zeichnen sich die Literatur- 
angaben durch große Vollständigkeit aus, und der Verfasser weiß von jeder 
zitierten Abhandlung kurz das Wesentliche hervorzuheben. 

So ist denn zwei Arten von Lesern gedient: Dem Anfänger, der die 
Grundlagen erlernen will, sich aber nicht durch die vielen Hinweise auf 
schwierigere Gebiete verwirren lassen darf, und dem Fortgeschrittenen, dem 
das Buch viel Nachschlagen und Suchen ersparen wird. 

Greifswald. G. Kowalbwski. 



Ernesto Pascal, 1 gruppi oontinui di trasformazionl (parte generale 
della teoria). Milano, 1903. Ulrico Hoepli. 

Das Büchlein gibt unter Benutzung der großen Werke von Lie- 
Engel und Lie-Scheffers eine kurze Einführung in die Liesche Gruppen- 
theorie und ist aus Vorlesungen entstanden, die der Verfasser an der 
Universität Pavia gehalten hat. 

Der erste Abschnitt behandelt im wesentlichen die drei Fundamental- 
sätze der Theorie der endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen. 
Dann folgt die Lehre von den Invarianten, invarianten Gleichungssystemen, 
sowie den invarianten vollständigen Systemen und invarianten Scharen in- 
finitesimaler Transformationen, die bei einer Gruppe auftreten können. Hier 
werden auch die Bedingungen für die Ähnlichkeit zweier Gruppen entwickelt, 
für den Fall, daß diese durch ihre infinitesimalen Transformationen gegeben 
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sind. Im dritten Abschnitt kommen einige Fragen zur Sprache, die sich 
auf die Zusammensetzung der Gruppen beziehen. Im vierten werden gewiss* 
Gruppen betrachtet, zu denen eine vorgelegte Gruppe Veranlassung gibt 
(z. B. die adjungierte Gruppe, die Parametergruppen, die reziproke einer 
einfach transitiven Gruppe). Den Schluß bildet die wichtige Theorie der 
Erweiterung einer Gruppe, wozu die Theorie der Differentialinvarianten und 
invarianten Systeme von Differentialgleichungen gehört 

Der Verfasser hat mit großem Geschick das Wichtigste ausgewählt 
und in gefalliger Form dargestellt Die Berührungstransformationen hat 
er ganz beiseite gelassen, was durchaus zweckmäßig ist Herr Pascal hat 
auch eigene Untersuchungen über die Lieschen Fundamentalsätze angestellt, 
über die er zum Teil in den beigefügten Noten und Zusätzen referiert. 
Wegen ihrer Beurteilung verweise ich auf die Besprechungen von Engel 
im „Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik". 

Greifswald. G. Kowalewski. 



G. Ho nibert, Goura d' Analyse professe' a l'Ecole Polytechnique. Tome I. 
(Calcul differentiel. Principes du calcul integral. Applications ge\>me- 
triques.) Paris, 1903. Gauthier-Villars. 

Das Buch setzt Leser voraus, die mit dem Inhalt des sogenannten 
„Cours de Mathematiques speciales" vertraut sind. Es sind das ungefähr 
die Kenntnisse, die unsere Studenten in den Vorlesungen über „Einleitung 
in die höhere Analysis" erwerben, einschließlich der Elemente der analy- 
tischen Geometrie. 

In den ersten Paragraphen gibt der Verfasser kurz einige, Definitionen 
und Sätze, die sich auf den Begriff des Limes und den des Maximums 
(Minimums) einer nach oben (unten) beschränkten Wertmenge beziehen. Er 
unterscheidet „obere (untere) Grenze" und „Maximum (Minimum)" einfach 
in der Weise, daß er im ersteren Falle von einem „maximum non atteint" 
spricht. Es folgen weiter einige Theoreme über stetige Funktionen, wobei 
die (von Herrn Painleve herrührenden) Beweise an Eleganz und Strenge 
nichts zu wünschen übrig lassen. Nach Auseinandersetzung der fundamen- 
talen Begriffe „Ableitung" und „Differential" (für Funktionen von einer 
und von mehreren Veränderlichen) wird in einem ziemlich umfangreichen 
Kapitel sogleich eine Reihe von geometrischen Beispielen vorgeführt. Vom 
pädagogischen Gesichtspunkt ist dieses möglichst frühe Heranziehen der In- 
finitesimalgeometrie nur zu loben. Der Studierende sieht, daß mit den 
neuen Begriffen, die er sich eben angeeignet hat, wirklich etwas geleistet 
werden kann. 

Im übrigen weicht dieses durchweg mit meisterhafter Klarheit ge- 
schriebene Werk seinem Inhalt nach nicht wesentlich von anderen Lehrbüchern 
ab. Die Existenz und die Grundeigenschaften des bestimmten Integrals 
einer stetigen Funktion werden nach einem sehr schönen und einfachen 
Verfahren von Painleve abgeleitet. 

Greifswald. G. Kowalewski. 
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J.-A. Serret. Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. 

Mit Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von Axel Harnack. 
Zweite, durchgesehene Auflage, herausgegeben von G. Bohl mann und 
E. Zermelo. Dritter Band: Differentialgleichungen und Variations- 
rechnung. XII u. 479 S. 33 Figuren. 8°. Leipzig, B. G. Teubner 1904. 

Die Vorzüge des klassischen Serretschen Lehrbuches besonders her- 
vorheben, hieße, nichteuklidische Geometrien nach Göttingen tragen. Dem 
vorliegenden dritten Bande, der die totalen und partiellen Differential- 
gleichungen sowie die Variationsrechnung behandelt, ist eß zugute gekommen, 
daß der eine der beiden Herausgeber der neuen Auflage auf dem Gebiete 
der Lieschen Transformationen und geometrischen Methoden, der andere 
auf dem Gebiete der Variationsrechnung wohl bewandert ist. Der auf dem 
verhältnismäßig kleinen Raum von c. 450 Seiten behandelte äußerst reich- 
haltige Stoff ist im großen und ganzen der alte geblieben; wesentlich ge- 
ändert aber ist die Disposition und infolge dessen auch vielfach die Form 
und Anordnung der Darstellung. Ganz neu bearbeitet ist das Kapitel über 
Variationsrechnung; natürlich konnte in dem zur Verfügung stehenden 
Baume keine systematische Darstellung dieser Disziplin auf moderner Grund- 
lage geboten werden; vielmehr wurde wie bisher als erreichbares Ziel fest- 
gehalten die Aufstellung der Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
für den Fall einfacher Integrale unter Berücksichtigung solcher Neben- 
bedingungen, die in den praktisch wichtigen Fällen vorzugsweise in betracht 
kommen; dagegen wurde auf die Behandlung der Doppelintegrale sowie auf 
die Theorie der zweiten Variation und überhaupt der hinreichenden Kriterien 
grundsätzlich verzichtet und für dieselben auf das Lehrbuch von Kneser 
verwiesen. 

Bei den Differentialgleichungen erster Ordnung haben die Herausgeber 
sich leider wieder mit den alten formalen, auf Quadraturen basierenden 
Theorien begnügt, hier allerdings einiges, z. B. die Lösung der Jacobischen 
Differentialgleichung, mustergültig dargestellt und auch die geometrischen 
Transformationsmethoden Lies wenigstens in großen Zügen angedeutet. Da- 
gegen haben sie den „neueren", d. h. eigentlich längst bekannten funktionen- 
theoretischen Entwicklungen gar keine Rechnung getragen. Es ist die 
alte Klage des Ref.: die Theorie der Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist und bleibt das Stiefkind der meisten Lehrbücher, die dieses Gebiet 
behandeln (z. B. Schlömilch, Pascal, Liebmann u. a.; eine ruhmliche 
Ausnahme machen neuerdings Picard in seinem Traite, Schlesinger in 
der Schubert-Sammlung und Forsyth). Die klassischen Untersuchungen 
von Briot und Bouquet, Hermite und Fuchs über die Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit eindeutigen integralen, die prinzipiell 
wichtige Unterscheidung zwischen festen und beweglichen Verzweigungs- 
punkten, die Hamburgerschcn grundlegenden Resultate über die singulären 
Lösungen, Poincares geometrische Arbeiten über die singulären Punkte 
dürfen auch in einem einführenden Lehrbuch nicht mehr ganz fehlen; zum 
mindesten wäre doch — schon der Vollständigkeit halber — ein Hinweis 
auf dieselben angebracht gewesen; vielleicht entschließen die Herausgeber 
sich dazu, in einer neuen Auflage durch ein besonderes Kapitel die gerügte 
Lücke des sonst recht brauchbaren Lehrbuches auszufüllen. — Dagegen ist 
im 6. Kapitel die Darstellung der funktionentheoretischen Untersuchung der 
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linearen Differentialgleichungen erweitert worden. Hier wird zunächst 
die Existenz eines Fundamentalsystems an einer regulären Stelle durch 
Reihenentwicklung bewiesen und sodann durch das analoge Verfahren auch 
die Existenz einer Partikularlösung an einer singulären Stelle der Bestimmt- 
heit; das Auftreten von Logarithmen wird wenigstens durch Beispiele 
erläutert. 

In einem Anhang ist zunächst aus der alten Auflage die Harnack- 
sche Note Aber das Existenztheorem in der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen wieder abgedruckt; es folgen dann wie bei den 
beiden ersten Bänden Schlußbemerkungen mit Literaturnachweisen und ein 
Register für den dritten Band. — Alles in allem kann auch der vorliegende 
dritte Band zum einführenden Studium empfohlen werden; die Beweise der 
Existenztheoreme sind in einfacher und doch strenger Form dargestellt; 
insbesondere aber seien die geometrischen Deutungen sowie die zahlreichen, 
vollständig durchgeführten Beispiele rühmend hervorgehoben. 

Berlin- Georg W Allenberg. 



H. Fenkner. Lehrbuch der Geometrie für den mathematischen 
Unterricht an höheren Lehranstalten. Erster Teil: Ebene Geometrie. 
4. umgearbeitete und vermehrte Auflage. Berlin, Salle. 1903. VIII 
u. 224 S. geh. 2,20 JC. 

K. Schwering und W. Krimphoff. Ebene Geometrie. Nach den 
neuen Lehrplänen bearbeitet. Vierte Auflage. Freiburg im Breisgau. 
Herdersohe Verlagshandlung. 1902. VI u. 136 S. geh. 1,60 JC. 

Knill Müller. Lehr- und Übungsbuch der ebenen Geometrie mit 
besonderer Berücksichtigung des Zusammenhangs awischen Lehr- 
satz und Konstruktionsaufgabo für Gymnasien und Realschulen. 
Berlin, Winckelmann u. Söhne. 1903. VI u. 172 S. geh. 1,80 JC. 

£. Wienecke. Der geometrische Vorkursus in schulgemäßer Dar- 
stellung. Mit reichem Aufgabenmaterial nebst Resultaten zum Gebrauch 
in allen Lehranstalten. Leipzig und Berlin. B. G. Teubner. 1904. IV 
u. 98 S. geb. 2,20Jtf. 

Dem Inhalte nach umfassen Fenkner und Schwering-Krimphoff das 
geometrische Pensum aller höheren Lehranstalten gemäß den Lehrpläneu 
von 1901, wenn auch für die Oberstufe der realen Vollanstalten nicht 
durchweg in ausreichendem Maße. Müller bestimmt sein Buch für die 
Gymnasien und Realschulen und hat eine geeignete Stoffauswahl getroffen. 
Wienecke will eine Darstellung des propädeutischen geometrischen Vor* 
kursus für den Gebrauch an allen Lehranstalten geben. Er bringt weitaus 
zu viel für höhere Lehranstalten, bei denen für eine so umfangreiche Aus 
gestaltung des Vorkursus kein Platz ist Aber auch in den Volksschulen, 
oder wo sonst mehr Zeit für den propädeutischen Kursus zur Verfügung 
steht, hält es Ref. für bedauerlich, wenn geometrische Sätze mit ganz un- 
geometrischer Herleitung den Schülern dargeboten werden (etwa der Satz 
über die Winkelsumme im Dreieck gestützt auf wiederholte Messungen). 

In den Grundzügen der Anordnung und Darbietung des Stoffes stimmen 
die ersten drei Lehrbücher überein. Während Fenkner auf die besondere 
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Vertiefung des Beweisverfahrens Wert legt, betonen Schwering- Krimphoff 
und Müller, deren Bücher sich noch durch recht gute Figuren auszeichnen, 
mehr die Aufgabenbehandlung und den Zusammenhang der Aufgaben mit 
den Lehrsätzen. Fenkner und Schwering- Krimphoff, welche in der 5ten 
resp. 4ten Auflage erscheinen, sind altbewährt und bedürfen einer besonderen 
Empfehlung nicht mehr. Müllers Buch ist in der geometrischen Schul- 
buchliteratur eine neue Erscheinung, die bestens empfohlen werden kann. 

Bei Wienecke ist die Darstellung, zumal in der als „Allgemeines 14 be- 
zeichneten Einleitung breit. Das Buch gehört eher in die Hand des Lehrers, 
wo es dem Anfänger gewiß manche Anregung geben kann, als in die des 
Schülers. Die Figuren sind, trotzdem Wienecke selbst auf S. 5 hervorhebt: 
„Je vollkommener die Zeichnung, je intensiver die durch sie vermittelte 
Anschauung", mehrfach nicht sorgfältig genug gezeichnet. Auffallende 
Beispiele sind schon die Netze der Figuren 1 bis 3. 

Schöneberg. E. K Ullrich. 



Robert Glaser. Stereometrie. Zweite umgearbeitete und vermehrte 
Auflage. Mit 66 Figuren. Sammlung Göschen Nr. 97. Leipzig 1903, 
Göschensche Verlagshandlung. 140 8. geb. 0.80 M. 

Das Werkchen, von welchem im Archiv 1901 S. 195 die erste, 1899 
erschienene, Auflage warm empfohlen werden konnte, ist nach kaum vier Jahren 
in zweiter Auflage erschienen. Es wurde dabei ein Abschnitt über Parallel - 
Projektion eingeschaltet, ferner fanden Kugel und Prismatoide eingehendere 
Behandlung, und eine ganze Reihe interessanter Aufgaben wurde neu hinzu- 
gefügt. Die Figurenzahl wuchs von 44 auf 66. Die Erweiterungen sind 
dankbar zu begrüßen. 

Schöneberg. E. Küllbich. 

J. Pionchoil. Orandeura Oeomötriques. Bibliotheque de l'Eleve Ingenieur. 
Mathematiques IV. Paris 1903, Gauthier-Villars. 128 S. geh. 3.50 Fr. 

Der Verfasser, Direktor des elektrotechnischen Instituts der Universität 
Grenoble, will den jungen Studierenden der technischen Wissenschaften 
grundlegende theoretische und praktische Kenntnisse übermitteln als Aus- 
gangspunkt für ihro Studien. Das, was bei der Beschäftigung mit der Technik 
sozusagen berufsmäßig immer parat sein muß, und was der Anfänger zumeist 
eben doch nicht parat hat, soll in den fünf Abteilungen: Mathematiques, 
Mecanique, Physique industrielle, Electricite industrielle und Economic in- 
dustrielle der Bibliotheque de l'Eleve zusammengestellt werden. Das vierte 
Heft des mathematischen Teils soll im besondern zur Klarlegung der geo- 
metrischen Größenbegriffe und ihrer numerischen Auswertung dienen; die 
einzelnen Kapitel handeln von Längen, Winkeln, Krümmungen, Flächen und 
Körpern und das letzte von der Bedeutung der Wahl der Einheiten. Zwei 
angehängte Noten geben noch einige Verallgemeinerungen. 

Die klare Darstellung ist reizvoller als sonst in solchen Handbüchern, 
so bezüglich der Einführung homogener Linien, Flächen und Körper oder 
bezüglich der Benutzung der Schraubenlinie mit variablem h und r als 
Bindeglied zwischen den verschiedensten Größen. Im letzten Kapitel gibt 
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die Behandlung der Homogenität der geometrischen Formeln Gelegenheit, 
noch einige einfache planimetrische Formeln anzuführen. 

Das Buch bietet auch für Lehrer aus solchen Kreisen, für die es nicht 
in erster Linie bestimmt ist, eine interessante Lektüre. Die Ausstattung 
ist eine vortreffliche. 

Schöneberg. E. Kullrich. 

Karl Schwering. Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik für 
höhere Lehranstalten. Zweite verbesserte Auflage. Erster Lehrgang 
1902. Zweiter Lehrgang 1903. XVI u. 148 S. Freiburg im Breisgau, 
Herdersche Verlagshandlung, geb. 1.10 u. 1 . 50 JC. 

Die vorliegende zweite Auflage — die erste wurde im LVI1I. Literatur- 
bericht des XV. Heftes des Archivs besprochen — hat sich bezüglich der 
Stoffanordnung, wenn man den ersten Lehrgang der Ulli zuweisen soll, den 
neuen Lehrplänen nicht vollständig angepaßt. Die negativen Größen, deren 
Behandlung schon in Ulli stattfinden soll, werden erst im zweiten Lehrgang 
eingeführt. Weniger störend ist es, wenn die Gleichungsaufgaben nicht ihren 
Platz bei den einzelnen Rechnungsarten finden, sondern erst zuletzt dar- 
geboten werden, da es sieb dabei nur um eine Umstellung innerhalb des- 
selben Lehrganges handelt. 

Schwering fesselt durch seine Aufgaben vielfach das Interesse, freilich 
zum Teil mehr das des Lehrenden als das des Lernenden, so z. B. wenn 
er die magischen Quadrate berücksichtigt oder die Reste geometrischer 
Reihen und die Potenzreste für verschiedene Moduln. Zu rühmen sind die 
eingekleideten Aufgaben. Bei der Auflösung von Gleichungen wird die 
Probe, deren Bedeutung Ref. durchaus nicht verkennt, doch wohl zu hoch 
eingeschätzt, wenn sie S. 35 allgemein als „ein wesentlicher Teil der Auf- 
lösung 41 bezeichnet wird. Es dürfte vielmehr ratsam sein, von vornherein 
zu unterscheiden, wann die Probe nur empfehlenswert, und wann sie not- 
wendig ist 

Schöneberg. — E. Kullrich. 

Proeil. Bechentafel „System Proeil* 4 . Deutsches Reichs - Patent 
Nr. 133265. Dresden. Putscher. Komplett Mk. 3,00. 

Die Bestandteile der in den verschiedensten Ländern patentierten Rechen- 
tafel sind: Die Untertafel aus Karton, die Obertafel aus Glimmer, die 
Gebrauchsanweisung (Vergl. auch Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46 S. 218) 
und ein praktisches Futteral. Die graphische Darstellung der Logarithinen- 
reibe in der erheblichen Länge von 1,2 m ist in 10 gleiche Teile zer- 
schnitten und auf den Tafeln reihenweise untereinander angeordnet, auf der 
durchsichtigen Obertafel in entgegengesetztem Richtungssinn wie auf der 
Untertafel. Einspunkte auf der Untertafel erleichtern die Benutzung. 

Der billigere Preis im Vergleich mit den lineal förmigen Rechenschiebern 
ist ein Vorzug, die Raumersparnis dürfte nicht erheblich ins Gewicht fallen. 
Bei der Benutzung erscheint das Bezeichnen einer Stelle der Obertafel mit 
einer Nadel weniger praktisch und zuverlässig als das durch den Läufer 
bei den Rechenstäben. Auch wird so trotz des größeren Maßstabes die 
Genauigkeit nicht entsprechend größer. 



Digitized by Google 



80 



Rezensionen. 



Wenn man beim Unterricht das Prinzip der logarithmischen Bechen- 
apparate erläutern will, ist Proells Bechentafel recht empfehlenswert Eine 
durchsichtige Untertafel wurde die Benutzung des Projektionsapparates gestatten. 

Schöneberg. E. Kuixrioh. 



Schwanzer. Repetitorium der Elementarmathematik. Zum Gebrauche 
für die Schüler der humanistischen Gymnasien und Realschulen sowie 
für Privatstudierende. Mit 28 Figurentafeln. München 1903. Max 
Kellerer. 142 S. geb. Mk. 3,00. 
Das Buch soll vor allem dem praktischen Zwecke dienen, für Schüler 
höherer Lehranstalten ein Hilfsmittel bei den Repetitionen zu bilden, 
besonders in der Zeit der Vorbereitung auf die Reifeprüfung. Diesem 
Zwecke wird es gerecht. Wenn es dabei in der Algebra vielfach auch 
numerische Beispiele enthält und außer den positiven Angaben wiederholt 
Hinweise auf das Falsche bringt, so zeigt das, wie das Repetitorium aus 
der praktischen Erfahrung herausgewachsen ist. 

Die Figuren hätten zum Teil sorgfältiger gezeichnet werden sollen, be- 
sonders Fig. 23, 27 und 31 der letzten Tafel. Auch bei der praktischen 
Tendenz des Buches liegt kein Grund vor, Parallelprojektionen — solche 
sollen es doch wohl sein — regulärer Körper falsch zu zeichnen und bei 
dem Netz des Ikosaeders die Dreiecke nicht gleichseitig. 

Schöneberg. E. Kullrich. 



Raoult, F. M., Cryosoopie. Scientia, Octobre 1901. 

Das vorliegende, im Verlage von C. Naud, jetzt Gauthier- Villars, er- 
schienene französische Werkchen ist nach dem Tode des Verfassers von einem 
seiner Schüler B. Lespieau herausgegeben. Es bringt auf insgesamt 106 
Seiten eine möglichst vollständige Übersicht aller bisher auf dem Gebiete der Ge- 
frierpunktserniedrigung erschienenen Arbeiten, wobei von vornherein rühmend 
hervorgehoben werden muß, daß gerade auch die deutschen Arbeiten ihre 
gebührende Anerkennung gefunden haben. Im ersten Teile werden die 
Grundlagen und allgemeinen Gesichtspunkte behandelt Im zweiten folgen 
die Beobachtungsmethoden. Hier werden die verschiedenen von den einzelnen 
Beobachtern benutzten oder konstruierten Apparate beschrieben. Ausgehend 
von den älteren einfachen Anordnungen folgen Apparate für genaueste Be- 
stimmungen. Den Schluß bildet ein Präzisionskryoskop des Verfassers mit 
genauen Angaben über die bei der Beobachtung innezuhaltenden Vorsichts- 
maßregeln. Im dritten Abschnitte werden organische und nichtorganische 
Nichtelektrolyte und im vierten endlich die Elektrolyte besprochen. Die 
klare übersichtliche Gliederung des Stoffes, die ausgiebige Quellenangabe 
und leicht verständliche Ausdrucksweise werden dem physikalischen Chemiker, 
für dessen Gebrauch das Buch wohl in erster Linie bestimmt ist, leicht 
eine große Anzahl von Freunden erwerben, so daß es wohl wünschenswert 
wäre, wenn eine deutsche Übersetzung es auch den Kreisen zugänglich 
machen würde, die beim Studium die fremde Sprache lästig empfinden. 

Berlin. H. Boas. 
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£. Study, Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kräften 
und verwandte Gegenstände der Geometrie. Mit 46 in den Text ge 
druckten Figuren und einer Tafel. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 
XIII u. 603 S. gr. 8°. Preis: geh. Mk. 21. — , in Halbfranzband Mk. 23. — . 

Nur zögernd entschließt man sich, ein Werk von dem Umfange und 
der Eigenart des vorliegenden, das eine Fülle schöner allgemeiner Gedanken 
enthält und zahlreiche neue Forschungsrichtungen eröffnet, trotz längeren 
Studiums zuzuklappen und nun auf wenigen Seiten über seinen Inhalt zu 
berichten. Denn zur richtigen Beurteilung dieses dem Andenken S. Lies 
gewidmeten Werkes wäre erforderlich, in einer Anzahl mathematischer 
Disziplinen wie Invarianten-, Gruppen- und Funktionentheorie ebenso heimisch 
wie der Verfasser zu sein, was Referent von sich leider nicht be- 
haupten kann. 

Von den drei Abschnitten des Werkes ist der erste 1 ), zu dessen Ver- 
ständnis nur wenige Vorkenntnisse, aber doch Vertiefung in den Gegenstand 
erforderlich sind, der Zusammensetzung der auf einen starren Körper wirken- 
den Kräfte und Kräftesysteme mittels verschiedenartiger Darstellung durch 
geometrische Gebilde und der Darlegung von Zusammenhängen dieser Ge- 
bilde mit den endlichen Bewegungen des Baumes gewidmet. Gewöhnlich 
wird eine auf einen starren Körper wirkende Kraft durch einen Stab dar- 
gestellt, d. h. durch eine an eine gerade Linie gebundene gerichtete Strecke 
(Vektor). Wird die bekannte Zusammensetzung zweier auf denselben Punkt 
wirkenden Kräfte als geometrische Addition der entsprechenden Stäbe be- 
zeichnet, so zeigt der Verfasser auf sohr hübsche Weise, daß das ein Kräfte- 
system darstellende Stabsystem, wie es H. Grassmann zuerst gelehrt, for- 
mal als Summe der einzelnen Stäbe betrachtet werden darf, ferner daß jede 
solche ßtabsumme (oder Dynamo) © auf eine einzige Weise in der Xormal- 
form €T S" dargestellt werden kann, wo <©' einen Stab und 8" ein in 
einer dazu senkrechten Ebene liegendes Stäbepaar bezeichnet. Das aus der 
Geraden von ©' und der uneigentlichen Geraden der Ebene von 3" be- 
stehende „Linienkreuz" heißt der Träger der Dvname, jede die beiden Achsen 
(Haupt- und Nebenachse) des Linienkreuzes schneidende Gerade eine Quer- 
linie des Linienkreuzes. Eine Kraft läßt sich aber auch, worauf der Ver- 
fasser zuerst in den Ber. d. K. Sächs. Ges. d. Wissensch. 1899 aufmerksam 
gemacht hat, noch durch andere Figuren vorteilhaft darstellen. Zwei Ebenen 
<p, q>', die nicht aufeinander senkrecht stehen, aber parallel sein dürfen, in 

einer bestimmten Reihenfolge genommen, sollen Keil Äj, das durch die 

Schnittlinie der Ebenen bestimmte Linienkreuz sein Träger und tg(<p<p') 
seine Öffnung heißen. Zwei Keile werden dann und nur dann gleich ge- 
setzt, wenn sie denselben Träger besitzen und der eine aus dem andern 
durch eine Drehung um die Hauptachse des Trägers hervorgeht. Jedem 
Stabe, mithin auch jeder Kraft, kann man cin-cindeutig jenen Keil zu- 
ordnen, der denselben Träger besitzt und dessen Öffnung der Länge des 
Stabes gleich ist. Unter der Summe von Keilen durch einen Punkt ver- 
steht man nun jenen Keil, der durch die Summe der zugeordneten Stäbe 
bestimmt wird. Die Summation zweier solcher Keile kann auch ohne Zu- 

1) Die beiden ersten Abschnitte sind schon im Jahre 1901 als erste« Heft des 
ganzen Werke« erschienen. 

Archiv in Mathoraatik und Phyiik. III. Reibe. IX. Ö 
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hilfenahme der Stäbe durch eine eigene Figur, das Keütrapez, geschehen, 
die eingehend untersucht wird. Jede Keilsumme läßt sich auf die Normal- 
form -f- ß^ bringen, wo q> und <p' einen von Null und ~ verschiedenen 

Winkel # einschließen, tf; und i|/ hingegen parallele und zu [<pq>] senk- 
rechte Ebenen bezeichnen. Der Abstand ij dieser Ebenen heißt die Sperrung 

des ein Kräftepaar darstellenden Keiles ftj. 

Denkt man sich nun den Raum aufeinanderfolgend an den Ebenen 
©, <p\ i//, t|/ gespiegelt, so ist die Aufeinanderfolge der Spiegelungen an <p 
und tp identisch mit einer Drehung um [qpa/] um den Winkel 2# und die 
Aufeinanderfolge der Spiegelungen an und ty' identisch mit einer Schiebung 
um 2ij längs [99']. Die Zusammensetzung der vier Spiegelungen ist also 
identisch mit einer Schraubung um den Träger der Keilsumme. Jeder 
Stab- oder Keilsumme ist somit eine endlidie Bewegung ein-eindeutig zu- 
geordnet 1 ); beide haben denselben Träger, 2& ist der Drehungswinkel, 2tj 
die Schiebungs^rüßn der Bewegung. Der geometrischen Addition von Keil- 
oder Stabsummen entspricht dann die lineare Superposition von Bewegungen, 
die nicht mit der gewöhnlichen Zusammensetzung endlicher Bewegungen 
vertauscht werden darf und durch folgenden Satz verständlicher wird. Eine 
Bewegung führt jeden Punkt x in einen Punkt x über und bestimmt hier- 
durch eindeutig die Mitte x der Bewegungssehne xx'. Umgekehrt ist jeder 
Punkt des Raumes für eine vorgegebene Bewegung Mitte einer einzigen 
Bewegungssehne. Bezüglich der den Stabsummen ©, , ©, , zugeord- 
neten Bewegungen wird daher ein beliebiger Punkt Mitte von Sehnen 
x % x %i x i x %i • • bezüglich der der Summe S, + 8 t + S, + . . . 
zugeordneten Bewegung Mitte einer Sehne xx' sein. Der Stab xx' geJU 
dann aus den Stäben x x x' x , x^x f , x t x s , ••• durch geometrische Addition hervor. 

Versteht man untei* { q>q>'tyty' } die durch aufeinanderfolgende Spiege- 
lungen an den Ebenen hervorgehende Schraubung, so folgt mittels der Be- 
merkung, daß die Spiegelungen an zwei orthogonalen Ebenen vertauschungs- 
fähig sind, {<p©'#tp'} = \<py<p V\ = {<PV} {<pV} • Die durch die beiden 
Klammern bezeichneten Operationen sind Um Wendungen um die Geraden 
|qpt|/] = J u. [9 'tp'] = die die Schraubenachse orthogonal schneiden, den 
Winkel & einschließen und die kürzeste Entfernung -n haben. Die Figur 
zweier in bestimmter Folge genommenen eigentlichen geraden Linien 3£, £), 
die sich nicht unter rechtem Winkel schneiden oder kreuzen, heißt ein 

Motor «Dt®, tg(X?)) seine Öffnung, die kürzeste Entfernung der Geraden 
dist(X$) seine Länge und das Linienkreuz, von dem X, ?) Querlinien sind, 
sein Träger. Für tg(£$) = 0 heißt der Motor ein Translator und für 
dist = 0 ein llotor, weil die zugeordneten Bewegungen dann Schiebungen 
bezw. Drehungen sind. Gleich heißen zwei Motoren dann und nur dann, 
wenn die zugeordneten Bewegungen äquivalent sind, d. h. wenn die Motoren 
denselben Träger, gleiche Öffnung und gleiche Länge besitzen. Jeder Motor 



1) Auf die Darstellung einer Schraubung durch eine Stabsumme weist schon 
II. Grassmann in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1862, Anm. zu § 347 hin, 
nur soll nach ihm, wenn wie oben <B' -f S" die Normalform einer Stabsumme 
iBt, S' die Schiebung und S" die Drehung „repräsentieren 14 , was wohl zeigt, daß 
er sich nicht eingehender mit dieser Darstellung beschäftigt hat. 
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stellt auch eine Dynarae, ein Translator insbesondere eine Einzelkraft dar. 
Sind dementsprechend die Motoren 2Jt, 90^, 9K, den Stabsummen @, S, 
zugeordnet, und ist @ =- ©j + so heißt SR die geometrische Summo von 
33^ und SRg. Die interessante konstruktive Durchführung dieser Summation, 
die sich immer auf den Fall zweier Motoren mit derselben Anfangslinie 
zurückführen läßt, wird eingehend behandelt. 

Schließlich stellt der Verfasser die Kraft noch durch einen Quirl dar. 
Darunter versteht er die Zusammenstellung eines Punktes | und einer 
Ebene if», die nicht vereinigt liegen, in bestimmter Folge. Die aus £ auf y 
gefällte Lotlinie ist die Hauptachse des Quirlträgers und die Lange dieses 
Lotes die Länge des Quirls. Wird jedem Quirl ein Stab desselben Trägers 
zugeordnet, dessen Länge der Quirllänge reziprok ist, so läßt sich die Quirl- 
summe analog wie früher definieren. Dabei wird man auch auf uneigent- 
liche Quirle geführt, bestimmt durch eine Ebene a> und einen unendlich 
fernen Punkt §, der aber nicht in der zu ca senkrechten Richtung liegt 
Die zur Addition von Quirlen benutzte Figur ist das Quirltrapez. Der Ad- 
dition von Quirlsummen entspricht die korrelative Superposition von Be- 
wegungen. Mit ihr hängt der vom Motor nur in den Grenzfällen ver- 
schiedene Begriff des Impulsors zusammen. 

Außer der obigen geometrischen Addition von Motoren wird noch eine 
stereometrische Addition betrachtet. Bezeichnet man nämlich als Sperrung 
eines Motors SR? die Größe 

1 diBt(*%» 

cos* ang(3Elö) 

und ordnet jeder auf die Normalform gebrachten Keilsumme ft' + ff" einen 
Motor von demselben Träger zu, dessen Öffnung gleich der Öffnung des 
Keiles fi' und dessen Sperrung gleich der Sperrung des Keiles ff" ist — 
den der Keilsumme affinierten Motor — , so entspricht der geometrischen 
Addition von Keilsummen die stereometrische Addition der Motoren und 

dieser die stereometrische Superposüion von Bewegungen. Bezeichnen K* 
9l|j zwei Motoren mit derselben Anfangslinie D, so erhält man die End- 
linie 3 ihrer stereometrischen Summe 9^, unter DX die D und X senk- 
recht schneidende Gerade verstehend, auf folgende Art: Man konstruiert 

X l = DX^)i = C?); X, - DX,, & - 3E 8 = 2)» = V?*, dann 

ist 3 

Wird durch eine Bewegung die Gerade X in X' übergeführt, so existiert 
eine Um Wendung, die auf gleiche Weise X in X' überführt, d. h. dieselben 
Punkte der Geraden zur Deckung bringt; deren Achse X* möge die eigent- 
liche Winkelhalbierende von X und X' heißen. Für eine zweite Bewegung 
ist X* eigentliche Winkelhalbierende eines einzigen Paares zugeordneter Ge- 
raden £)'. Die durch stereometrische Superposition aus den beiden Be- 
wegungen hervorgehende ordnet zwei solche Geraden 3i 8' m & der Winkel- 
halbierenden X* einander zu, daß der Motor die stereometrische Summe 

der Motoren 91*, und 9lJ, ist Die drei zugeordneten Geraden X, X # , X' 
definieren zwei Transformationen von der Eigenschaft, daß, wenn von diesen 

6* 
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Geraden eine das Normalennetz einer geraden Linie (oder ein Parallelbündel) 
durchläuft, dasselbe die beiden anderen tun. 

Für infinitesimale Bewegungen decken sich die geometrische und stereo- 
metrische Superposition mit der gewöhnlichen Zusammensetzung. 

Der zweite Abschnitt, der sich damit beschäftigt, zu den im ersten 
gefundenen Sätzen das algebraische Äquivalent aufzusuchen, besteht selbst 
aus zwei verschiedenen Teilen, von denen ich den ersten bis § 23 rechne. 
In diesem Teile wird zur algebraischen Begründung der Geometrie der 
Dynamen die gewöhnliche analytische Geometrie selbst in einer Richtung 
weiter gebildet, die die Beachtung der Geometer verdient. „Nicht Methoden 
braucht der Geometer, die alles Mögliche umspannen", sagt der Verfasser 
(S. 124), „sondern etwas ganz anderes: Algebraische Prozesse, die möglichst 
eng seinen Problemen angepaßt sind; Prozesse, die in einem viel weiteren 
Umfange, als sogenannte allgemeine Methoden ausführbar sind im eigent- 
lichen Sinne des Wortes, indem sie nämlich geschlossene Endformeln liefern; 
Methoden, die überdies auch möglichst scJmell zu diesem Ziele führen, wo 
immer es sich erreichen läßt. Ein wesentliches Erfordernis dazu aber ist, 
bei umfangreichen Untersuchungen jedenfalls, eine dem besonderen Gegen- 
stande angemessene Formelsprache, ein Kalkül, der es dem Geometer er- 
möglicht, seine Konstruktionen durch Zeichen auf dem Papier übersichtlich 
darzustellen/' Dieser Kalkül ist mit dem Grassmannschen nahe verwandt, 
lehnt sich jedoch auch an die in der Invariantentheorie gebräuchliche sym- 
bolische Bezeichnungsweise an. Näher darauf einzugehen verbietet der 
Raum. Allgemeines, von dem vorliegenden Zwecke unabhängiges Interesse 
hat jedoch der § 17, wo der Zusammenhang der in den ersten Elementen 
der analytischen Geometrie auftretenden Irrationalitäten mit der Orientierung 
der Gebilde Erörterung findet. 

»Ein ganz neuer Gedanke, der alle folgenden Untersuchungen beherrscht, 
zum größten Teile wohl auch veranlaßt hat, tritt mit § 23 ein. Bezeich- 
nen | und i) reelle oder gemeine komplexe Zahlen und bildet man daraus 
unter Benutzung der Einheiten 1 und e die höheren komplexen Zahlen 
| -j- ij«, für welche die gewöhnlichen Gesetze der Addition und Multipli- 
kation, ferner das spezielle Gesetz £ 3 = 0 gelten sollen, so heißen diese 
Zahlen duale ZaJilen, £ ihr ^kalarcr, rj ihr vektorieller Bestandteil; sie sollen 
reelle duale Zahlen genannt werden, wenn | und ij reell sind. Das Pro- 
dukt zweier solcher Zahlen kann verschwinden, ohne daß ein Faktor ver- 
schwindet. Durch Potenzreihen von <jp = | -|- n\t werden synektisehe Funk- 
tionen der dualen Veränderlichen definiert; insbesondere lassen sich auf diese 
Art sin <p und cos <p definieren, zwischen denen dieselben Beziehungen wie 
für gewöhnliche komplexe Argumente bestehen. Bezeichnen weiter 3^, 3Eg S ; 
^02i ^8i? ^a»» zusammengehörige Paare von Plückerschen Koordinaten 
eines reellen Gewindes (linearen Strahlenkomplexes), so kann man sie in 
die drei reellen dualen Zahlen 

A', ----- X 01 + BEjj £, A' s = £ 08 + X 3l e, A r 8 = + X 12 e 

zusammenfassen. Multipliziert man diese Größen mit einer beliebigen dualen 
Zahl von nichtverschwindendem skalaren Bestandteil, so zeigt sich, daß die 
Bestandteile 3k*' t der neuen Größen die Koordinaten eines koaxialen Gewindes 
oder Liniengebüsches (= speziellen 1. Komplexes) darstellen. Sieht man also 
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die drei reellen dualen Größen X,, A' a , A' 3 als Verhältnisgrößen in dem 
Sinne an, daß eine gleichzeitige Multiplikation dieser Größen mit einer 
dualen Zahl q = a -fr- rt (a =+* 0) gestattet wird, so können sie als ein 
System von StraJdenkoordinatot aufgefaßt werden, indem sie das ganze 
koaxiale Büschel, mithin auch dessen Achse bestimmen. Sie sind Koordi- 
naten eines eigentlichen oder uneigentlichen Strahles, je nachdem ihre ska- 
laren Bestandteile wenigstens teilweise von Null verschieden sind oder sämt- 
lich verschwinden. Der Verfasser nennt das durch X t : X, : A' s bestimmte 
Gebilde Strahl zum Unterschiede von der geraden Linie, weil im imagi- 
nären Gebiete diese Koordinaten zu anderen Erweiterungen des Begriffes 
führen als die Plückerschen Linienkoordinaten. Im reellen Gebiete sinil 
beide Begriffe identisch. 

Sowie eine Gerade im Bündel durch drei homogene gewöhnliche Koordi- 
naten bestimmt ist, ist ein Strahl im Räume durch drei homogene duale 
Koordinaten bestimmt, und da für die dualen Zahlen im allgemeinen die- 
selben Rechnungsgesetze gelten wie für reelle Zahlen, so wird man geo- 
metrische Sätze, die für die Geraden im Bündel gelten, auf die Strahlen im 
Baume übertragen können. Zufolge dieses merkwürdigen L'hcrtragungs- 
prinzips entsprechen einander 

i m Bündel im Ra u m e 

die Geraden eines Büschels; die Querlinien eines Linienkreuzes 

'Normalennetz einer Geraden): 

der gemeinsame Strahl zweier Büschel; der genieinsame Strahl zweier Nor- 
malennetze; 

zwei rechtwinklige Strahlen; zwei Strahlen, die sich rechtwinklig 

schneiden ; 

zwei Strahlenbüschel in senkrechten zwei Norraalennetzc, deren Achsen 
Ebenen. sich rechtwinklig schneiden. 1 ) 

Setzt man 

cos (X Y ) = 3 y « + A ' ! y « + X » y « - X Y) 

VA'? + A'l -f Alyi-f -f Yl ] AA-V(V1 ' 

so ist damit der duale Winkel zweier Strahlen definiert und es laßt sich 
eine Trigonometrie für den Strahlenraum aufstellen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Satz, daß jede lineare Trans- 
formation 

x: = o n X t + a <s A' s + Q i3 X 3 , (- - 1, 2, s> 

zwischen deren dualen Koeffizienten dieselben Bedingungsgleichuugen wie für 
eine orthogonale Transformation im Bündel bestehen, die allgemeinste Be- 
wegung im Baume (in Strahlenkoordinaten) darstellt. 

Dritter Abschnitt. Als Ziel dieses Abschnittes wird vom Verfasser 
die Untersuchung der linearen Mannigfaltigkeiten von Dynamen oder der 
linearen Scharen von infinitesimalen Bewegungen hingestellt, wobei das 
Augenmerk besonders auf die von den Hauptachsen der Dynamen gebildeten 
geometrischen örter gerichtet werden soll. In dieser Hinsicht wurden durch 



1) Vgl. hierzu E. Müller, Ein Übertragungsprinzip des Herrn E. Study, 
Zeit 



Dieec Zeitschrift (8), o (1908), 8. 104—118. 
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die vorliegenden Untersuchungen viele Lücken ausgefüllt, indem alle De- 
generationsfälle eine genaue Untersuchung erfuhren. Trotz des großen 
Interesses, das diese Untersuchungen an und für sich besitzen, dürfte für 
die Geometrie noch wichtiger die Entwicklung der Grundzüge neuer Arten 
von Liniengeometrien sein, die im Sinne von F. Kl eins Erlangor Programm 
durch Transfonnationsgruppcn definiert werden. 

Denkt man sich die Mannigfaltigkeit aller Strahlen doppelt überdeckt 1 ) 
(jeden Strahl zweimal) und bezeichnet die homogenen dualen Koordinaten 
eines Strahles, je nachdem er zur ersten oder zweiten Scfiicht gerechnet 
wird, mit X,, X,, X 8 oder U t , U t , U s , dann soll die lineare Transfor- 
mation mit beliebigen dualen Koeffizienten a ik 

X,: - a, j Xj + a it X, + a, s X„ <* ~ i, t, s) 

wo der skalare Teil von J = | 0 11 a 8I a ss | ungleich Null ist, eine duale Kol- 
Uneation und, wenn b ik = |^ ist, 

die dazu kontragrediente Transformation heißen. Diese Transformationen 
bilden eine Gruppe (? 16 . 

Die wichtigste Eigenschaft dieser Transformationen besteht darin, daß 
sie Normalennetze eigentlicher Strahlen in ebensolche überführen, ent- 
sprechend der Eigenschaft der gewöhnlichen Kollineationen im Bündel, 
Strahlenbüschel wieder in solche Überzuführen. Durch Zusammensetzung 
dieser Transformationen mit derjenigen, die jeden Strahl erster Schicht mit 
dem darüber liegenden zweiter Schicht vertauscht, erhält man die dualen 
Korrelationen. Die Gruppe der Bewegungen ist in der Gruppe (? l6 als 
Untergruppe enthalten und dadurch charakterisiert, daß sie das Übereinander - 
liegen von Strahlen verschiedener Schichten nicht ändert. Setzt man die 
dualen Kollineationen noch mit den Perspektiven Ähnlichkeitstransformationen 
aus einem Zentrum zusammen, so erhält man eine Gruppe G 17 , die Gruppe 
der radialen Projcktiritätcn. Diese Gruppe besitzt ein besonderes Interesse, 
weil sie alle Transformationen von Strahlen umfaßt, die aus dem Normalen- 
netz eines eigentlichen Strahles wieder ein solches hervorgehen lassen. Jede 
der Gruppen G 16 und G l7 definiert eine Strahlengeometrie. In der Geometrie 
der dualen Projcktivitäten ist das duale Doppelverhältnis von vier Strahlen 
P, Q, B, S eines eigentlichen Normalennetzes 

sin (PR) sinJPS) 
D = sin (QR) 1 em(QS) 

eine Invariante, hingegen nicht in der Geometrie der radialen Projektivi- 
täten. Erstere entspricht völlig der projektiven Geometrie im Strahlen- 
bündel. Wenn die Strahlen zweier Normalenrietze einander eüveindeutig 
so zugeordnet sind, daß die dualen Doppelverhältnisse entsprechender Strahlen 
(derselben oder verschiedener Schicht) einander gleich sind, so heißen sie 
dual-projektiv; zwei Normalennetze verschiedener Schicht heißen insbesondere 

1) Diese Doppelüberdeckung entspricht der Dualität im Bündel und läßt die 
Deutung zu, daß jeder Strahl ala Träger eines Normalennetzes oder als 
Strahl betrachtet werden kann. 
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(lual-perspektir , wenn jedem Strahle des einen Netzes, der ihn normal 
schneidende des anderen zugeordnet ist. Dual-projektive Beziehungen zweier 
Normalennetze können durch Einschaltung von Nonnalennetzen, deren jedes 
zum vorhergehenden perspektiv liegt, konstruktiv hergestellt werden. Durch 
vier Paare zugeordneter Strahlen ist eine duale Kollineation (oder Korrelation) 
im Räume bestimmt; die Konstruktion des einem fünften Strahle zugeord- 
neten geschieht dann durch wiederholte Anwendung derselben Konstruktion, 
nämlich des Ziehens der gemeinsamen Normalen zu zwei Strahlen (was nach 
dem Übertragungsprinzip der Aufsuchung der Schnittlinie zweier Ebenen 
entspricht). 

Wie der Verfasser zeigt, ist es unmöglich, durch stetige Änderung der 
Koordinaten A', ein Strahlenkontinuum zu erklären, dessen Eigenschaften 
denen des Punktkontinuums der projektiven Geometrie oder des Plücker- 
schen Linienkontinuums vergleichbar wäre; wenn man nämlich auf einer ein- 
dimensionalen analytischen Mannigfaltigkeit unserer Strahlen (/.. B. schon 
bei einem I'arallelenbüschel) von eigentlichen zu uneigentlichen Strahlen 
übergeht, so gelangt man stets zu einem unbestimmten uneigentlichen Strahl 
eines gewissen Büschels. Das durch die Koordinaten A' ( definierte Konti- 
nnum heißt deshalb ein irreguläres Strahlenkontinuum. Zur Ergänzung der 
im Endlichen verlaufenden eigentlichen Strahlen durch uncigentlichc zu einem 
abgeschlossenen Kontinuum werden Strahlenkoordinaten 2. Art durch die 
Gleichungen 

^31 X — ^ M X _ ! ^ m ^ S ! 

X X ' *" V v ' " Ix X 
*03 X U X 0l x si I *B *31 ; 

eingeführt. Die in diesen Koordinaten das Normalennetz eines Strahles dar- 
stellenden Gleichungen behalten auch dann einen Sinn, wenn der Strahl ins 
Unendliche rückt. Sie stellen dann alle Strahlen eines gewissen Parallel- 
bündels dar, welche Figur Punktstrahl genannt wird. Man kann sich die Vor- 
stellung bilden, daß ein Strahl, der in einem Parallelenbüschel ins Unend- 
liche rückt, im Grenzfall zu einem Punkt zusammenschrumpft. Diese <x>* 
„Punktstrahlen" verhalten sich gegenüber den radialen Kollineationen wie 
die „Punkte" der unendlich fernen Ebene gegenüber gewöhnlichen Kollinea- 
tionen in dieser Ebene. Dem Normalennetz eines eigentlichen Strahles 
gehört ein eigentlicher Punktstrahl an, während jedem Parallelen bündel oo 1 
Punktstrahlen eines uneigentlichen Strahles in der unendlich fernen Ebene 
zugerechnet werden müssen. Die Gesamtheit der oo* eigentlichen und der 
oo 8 Punktstrahlen bildet nun ein abgeschlossenes Kontinuum, das erste natür- 
liche Strahlenkontinuum, das den weiteren Untersuchungen gewöhnlich zu- 
grunde liegt. 

Diese Untersuchung gibt ein typisches Beispiel für das an vielen Stellen 
ausdrücklich betonte Bestreben des Verfassers, auch in der Geometrie alle 
eingeführten Begriffe genau zu umgrenzen, das Augenmerk nicht bloß auf 
den „allgemeinen Fall", sondern auch auf die möglichen Ausartungen zu 
richten, damit der Geltungsbereich eines ausgesprochenen Satzes stets völlig 
bestimmt sei. Diese Anregung wird gewiß ihre Früchte tragen, hätte sie 
vielleicht aber auch dann getragen, wenn der Herr Verfasser mit den armen 
Geometern nicht gar so scharf ins Gericht gegangen wäre. 
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Über eine dritte Art von Strahlenkoordinaten, die eingeführt werden, 
gehe ich hinweg; obenso über die Betrachtung der imaginären, d. h. durch 
komplexe duale Zahlen X, definierten Strahlen, in deren Gebiet es eigentliche 
Strahlen gibt, die nicht zugleich als imaginäre gerade Linien oder be- 
stimmte gerade Linien angesehen werden können (akzessorische StraJiIen und 
Minimalstrahlen). 

Die Klassifikation der linearen Systeme von Gewinden erfolgt hinsicht- 
lich derjenigen Gruppe F, 8 (und gewisser Untergruppen) von Gewindetrans- 
formationen, die koaxiale Büschel wieder in solche transformieren. Die 
örter der Gewindehauptachsen dieser Systeme, durch gewisse irreduzible 
Grenzmannigfaltigkeiten zu abgeschlossenen Kontinuis ergänzt, werden als 
Ketten bezeichnet, besonders untersucht und in ihren Spezialtalien aufgezählt. 
Die eindimensional*' Kette deckt sich, soweit reelle Figuren in Betracht 
kommen, mit den Erzeugenden eines Caglei/sehen Zylindroids oder mit den 
Strahlen eines Strahlbüschels, welcho beiden Gebilde durch reelle duale 
Kollineationen ineinander überführbar sind. Die ztrei- und dreülinwnfiiotiakn 
Ketten sind im allgemeinen Falle die aplamire Kettenkongruenz und der 
Kettt »komplex , während die vierdimensionale Kette das ganze Strahlen- 
kontinuum umfaßt. Von den umfangreichen Untersuchungen über diese 
interessanten Raumgebilde sollen nur wenige leichter verständliche Sätze er- 
wähnt werden, die aber durchaus keine Vorstellung von der Reichhaltigkeit 
geben können. Legt man durch den ein Nonnaleunetz (eine spezielle pla- 
nare Kettenkougruenz) definierenden eigentlichen Strahl einen Rotations- 
zylinder, so sind dessen Punkte ein-eindeutig auf die Strahlen des Netzes 
so bezogen, daß den Punkten einer Ellipse auf dem Zylinder die Strahlen 
einer Kette im Normalennetz perspektiv zugeordnet sind. Jeder Kollineation, 
die den Zylinder in Ruhe läßt, ist dann eine radiale ProjekUcittil im Netze 
zugeordnet und umgekehrt (S. 348). Fällt man aus einem Punkte SD all- 
gemeiner Lage auf die Strahlen einer ein- oder zweidimensionalen Kette 
Lote, so ist der Ort der Fußpunkte eine Kurve 2. Ordnung, bezw. eine 
SteinerscJie Fläche (p. 346). Bewegt sich ein Strahl derart, daß er einen 
Durchmesser eines Rotationsparaboloidcs senkrecht schneidet und außerdem 
das Paraboloid berührt, so beschreibt er ein Zylindroid (eine Kette) (p. 366). 

Deutet man die aus den Strahlenkoordinaten 2. Art gebildeten Größen 
l'j, Xjj, Xij, Xjäg, 3f a X t , 3f,3t*j, X u , 3£ M als homogene Punktkoordinaten 
eines Jl s , so wird das erste natürliche Strahlenkontinuum auf eine Punkt- 
mannigfaltigkeit M 4 (6. Ordnung) dieses Raumes abgebildet. Von den vielen 
aus dieser Abbildung hergeleiteten Folgerungen (§§ 27, 32, 33) sei nur die 
wichtigste erwähnt. Betrachtet man die aplanare Kettenkongruenz als 
Element des Strahlenraumes, so besteht zwischen der Euklidischen Geo- 
metrie und der dual-projektiven ein ähnliches Verhältnis wie zwischen der 
projektiven Geometrie in einer einfach -ausgedehnten und der projektiven 
Geometrie in einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit (S. 401). 

Schließlich soll noch kurz des Anhanges (S. 555 — 594) gedacht 
werden, in dem der Verfasser die Grundzüge einer neuen Methode der Kine- 
matik skizziert, da diese Methode sich allem Anscheine nach als besonders 
fruchtbar erweisen dürfte. Vier reelle duale Zahlen X 0 , X,, A' 8 , X s , deren 
skalare Teile nicht sämtlich verschwinden, können immer als homogene 
Koordinaten der Lage eines starren Körpers, eines Sorna, betrachtet werden. 
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Den starren Körper darf man sich durch ein rechtwinkliges Achsenkreuz, 
auf dessen Achsen die positiven Richtungen fixiert sind, ersetzt denken. 
Zwei Sornen heißen parallel, wenn sie durch eine Schiebung, hemisymmetral, 
wenn sie durch eine Umschraubung, symmetral, wenn sie durch eine Ura- 
wendung auseinander hervorgehen. Zwei Somen U und X sind dann und 
nur dann symmetral, wenn ihre Koordinaten der dualen Gleichung 

U 0 X 0 + l\ A', + L\ X t + U 3 X 5 = 0 

genügen, also einer Gleichung, die mit der für das Tneinanderliegen eines 
Punktes und einer Ebene in der projektiven Geometrie identisch ist. Wie 
in dieser Geometrie alle linearen Transformationen das In ein anderliegen un- 
geändert lassen, so lassen hier alle dual-projektiven Transformationen 

X\ = q i0 X 0 + a n A\ + a,. 8 X t + c (3 X 3 , (/= o, i, s, s> 

wo a ik — a ik + « ik e und a 00 a ll a 1i a n \ + 0 ist, 

zusammengesetzt mit den Ahnlichkeitstransforraationen, die symmetrale Lage 
zweier Somen ungeändert. Diese projektiven Somentransformationen bilden 
eine Gruppe <5 31 mit 31 wesentlichen Parametern. 

Lassen sich die skalaren uud vektoriellen Restandteile der X i als lineare 
homogene Funktionen von r -f 1 Parametern ausdrücken, so heißt die da- 
durch bestimmte Mannigfaltigkeit von oc r Somen eine r-dimensionale Sotnen- 
hüc (C r ). Lassen sich die A* ; insbesondere als lineare synektischc Funk- 
tionen von q Parametern ausdrücken, so heißt die Kette synektisch. Hierzu 
gehören die gerade und die ebene Kette (C' s bzw. 6' 4 ). Die Mannigfaltig- 
keit aller Somen wird doppelt überdeckt gedacht, entsprechend den kontra- 
gredienten dual -projektiven Transformationen. Die symmetrale oder hemi- 
symmetrale Lage zweier Somen verschiedener Schicht werden durch somatische 
Projektivitaten nicht geändert. Die Ketten ordnen sich zu Paaren als rezi- 
prok an, indem jede von beiden aus Somen besteht, die zu samtlichen der 
anderen symmetral oder hemisymmetral sind. Drei Somen f/,, U s , U s 
z. R. bestimmen eine ebene Kette ( l r , U t {/ s U) — 0 und diese ein reziprokes 
Sorna A. Es gibt also zu drei Lagen eines starren Körpers immer eine 
vierte, die aus den dreien durch Umicendungen hervorgehen (Konstruktion 
von C. Stephanos). Die Ketten werden (hinsichtlich der Gruppe § n ) klassi- 
fiziert und auch konstruiert. 

Unter den somatischen Projektivitaten sind insbesondere jene von 
Wichtigkeit, die die duale quadratische Form 

(XX) = XJ + X» + X| + X\ 

nur um einen dualen Faktor ändern; sie werden orthogonal-somatisch genannt. 
Die Geometrie dieser Gruppe (§ l2 ) ist im wesentlichen identisch mit der 
nichteuklidischen Geometrie im Räume konstanter positiver Krümmung. 
Geht das Sorna X in das Sorna Y durch eine Schraubung mit dem Drehungs- 
winkel 2fr und der Schiebungsgröße 2»j über, so heißt & -\- rje die duale 
Entfernung der beiden Somen. Eine einfache Rechnung zeigt dann, daß 

(AT) . . 

arc cos — - = fr + ye 

ViXX)V(YY) 
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ist, daß also die duale Entfernung zweier Sonnen eine analoge Bedeutung 
wie die Entfernung zweier Punkte im Räume konstanter positiver Krümmung 
hat, vor allem als Invariante gegenüber den orthogonal-somatischen Trans- 
formationen. Zwei bezüglich § u äquivalente Somenmannigfaltigkeiten sind 
kongruent, und es entsprechen ihnen in mechanischem Sinne äquivalente Be- 
wegungen. Die Spiegelung an einem Sorna kehrt die Bewegung um. Daraus 
erkennt man, daß jedem Satze der nichteuklidischen Geometrie ein kine- 
matischer Satz an die Seite gestellt werden kann. Damit ist die nicht- 
euklidische Geometrie in ein völlig neues Licht gerückt und ein neues merk- 
würdiges Beispiel für das Vorkommen logisch-gleicher Schlußfolgen in ver- 
schiedenen mathematischen Disziplinen gefunden. 

Zu den ziemlich zahlreichen neuen Begriffsbildungen, über die man sich 
mittels des angefügten alphabetischen Inhaltsverzeichnisses leicht zu orientieren 
vermag, wurde der Verfasser nach eigener Angabe geführt, indem er von 
der nichteuklidischen Geometrie ausging. Vielleicht hätte er einem großen 
Leserkreis einen Gefallen erwiesen, wenn er auch bei der Darstellung diesen 
weniger elementaren, aber Überblick gewährenden Weg eingeschlagen hätte. 
Der Hauptteil des Werkes zeigt, von welchem Nutzen Systeme komplexer 
Größen innerhalb begrenzter Gebiete geometrischer Untersuchungen sein 
können, und berechtigt den Verfasser gegenüber einer vielverbreiteten Meinung 
zu dem Ausspruch (S. 596): „Keine Art der Urteilsbildung erheischt wohl 
größere Vorsicht, als die Abschätzung des zukünftigen Ertrages irgend einer 
Forschungsrichtung". Trotz dieser Mahnung zur Vorsicht mag ich die 
Meinung nicht unterdrücken, daß das vorliegende Werk den Ausgangspunkt 
mancher neuen wissenschaftlichen Arbeit bilden wird und die Beachtung 
weiter mathematischer Kreise verdient. Diese Meinung dürfte die Länge 
des Referates entschuldigen. 

Wien, im März 1904. E. Müller. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aufgraben und Lehrsätze. 

121. Die hyperbolische Spirale und alle Zykloiden können als be- 
sondere Falle der Kurve angesehen werden, welche in kartesischen recht- 
winkligen Koordinaten der folgenden Parameterdarstellung fähig ist: 

. (a — jßco8<p)Äqp (6 — B sin q>)hq> 
x = ° + ~ Acp-c ' * =& + " hep-c 

Diese neue Kurve soll erforscht werden. 

Genova. Gnto Loria. 

122. Wenn die Plückerschen Koordinaten zweier sich kreuzenden Ge- 
raden gegeben sind, so soll man diejenigen der Geraden berechnen, welche 
dieselben rechtwinklig schneidet. 

Genova. Gino Loria. 
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1*23. Die den unendlich fernen Punkt der x- Achse enthaltende 
Hyperbel, welche den Einheitskreis im oberen Scheitel (0 , l) und in den 

Scheitelprojektionen der drei Punkte (cos ^ , 0) , (cos -* , 0) , (cos — , 0) 

schneidet, hat im entgegengesetzten Scheitel (0, — l) einen Brennpunkt, die 
Asymptotenneigung b : a = 3 : 2 und den Parameter 6* : a = 1. 

Holzminden. _ _ _ G. Kober. 

124. Wenn man von einem Kegelschnitte in einem seiner Punkt« P 
die Richtung der Tangente PT und in dem Mittelpunkt« 0 die Richtungen 
der Achsen OA und OB kennt, so kann auf der Normalen PN der 
Krümmungsmittelpunkt K rein linear 1 ) auf folgende Weise gefunden werden: 

(OA , PB) = A\ (OB, PA) = K'\ 

(OB, PA) - A ", (QK" , PB) = K ', 

(A'A", PT) = Q, (0K',PK") = K. 

Holzminden, Februar 1905. G. Kober. 



125. Den Satz zu beweisen: Sind die Elemente a ik jeder Vertikal- 
oder Horizoutalreihe einer Determinante sechster Ordnung durch bilineare 
Beziehungen der Form 

«ilGu + «««« + Wie = 0 (i = 1 , 2, . . . 6) 

verbunden, so bestehen auch zwischen den zugehörigen Unterdeterminanten 
ce ik Relationen der Form 

«a a <4 + a a a ib + Ö ,3 C <6 — 0 (i — 1 , 2, . . . 6). 

Wie lautet die Verallgemeinerung dieses Satzes? 

Berlin. E. Jabnke. 



126. In Erweiterung eines Steinerschen Satzes, der für das Viereck 
gilt (Ges. W. I, 162), die folgende Formel für das Fünfeck zu beweisen: 

3 + a n + a u + "5s + a li) = a \% + a l* + a li + «5i + a'j 

wo die m i die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten; und zwar 
bezieht sich m x auf die beiden Diagonalen A 2 A t , A t A iy usw. 

Berlin. E. Jahnkk. 



127. Es wird ein einfacher Beweis des folgenden Satzes gewünscht: 
Wenn drei unendlich benachbarte Punkte einer Parabel, darunter der 
Scheitelpunkt, gleichzeitig einer gemeinen Zykloide angehören, so ist die 
Scheiteltangento der Zykloide auch eine Tangente der Parabel. 

Breslau. M. Peche. 



') Die Konstruktion von Steiner nimmt ein drehbares Achsenkreuz, mithin 
stillschweigend einen Kreis zu Hilfe. 
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B. Lesungen. 

Zu 105 (Bd. VIII, S. 82) (P. Epstein). — Die Krümmung und die 
Torsion einer Raumkurve sind gegeben durch 

(l) 1 ~ de l ~ dt . 

v ' r ds' q ds 

Bezeichnet man die Koordinaten eines Punktes der Kurve mit jr, y, z und 
die Richtungscosinus der zugehörigen Tangente und Binormale mit or, ß, y 
und u, v, ic, so gelten die Gleichungen 

(•->) + + M « + «,t + «,»_!, 

< 3) 6-3- /S + »'* + O'- ■•"+?'+ 63' - "" + + 

Gegeben sind die Koordinaten m, v. w, p der Schmiegungsebene als Funk- 
tionen von f; man hat also noch ds und da als Funktionen von t zu berechnen. 

Um </s zu berechnen, stellen wir die Bedingung dafür auf, daß der 
Punkt (j-, y, z) drei benachbarten Schmiegungsebenen angehört: 

J ux 4- ty -f wz — p = 0, u'x -f- v'y -f <t?'* — / = 0, 

Durch Differentiation hat man noch die Gleichungen: 

>. 5) ux' + vy + wz = (), «V -f <-y -f wz — 0, 

(6) «V + r"y + ic'V - - («'"* + t'"y + kT* - /"). 

Wegen (7>) sind die Größen Ax', Ay', kz' gleich den Determinanten der 
n v w 

, ■ Setzt man die Werte von x\ y, z in (6) ein, so erhält 

m v w 

man für die linke Seite von (6) den Ausdruck Jjk\ die rechte Seite von (6) 
ist wegen der Gleichung (4) gleich D/4. Hierbei bedeutet J die aus den 
u, v, w und ihren 2 ersten Ableitungen, D die aus den u, u, w, p und 
ihren 3 ersten Ableitungen gebildete Determinante. Es ist daher i/k — D/d*. 
Bildet man die Quadrate der x\ y. z und addiert sie, so folgt, da 
uu + vv + ww =■ 0 ist: 

w {dif - * 1 + y' 1 + /s - £V f + y ' a + « *)• 

Um da zu berechnen, stellen wir die Bedingung dafür auf, daß die 
Tangente et, ß % y zwei benachbarten Schmiegungsebenen angehört: 

(8) au + ßv + = 0, «*/ + ßv + yttf' — 0. 
Hieraus folgt noch: 

(9) au + j^« 7 + y'w = 0, au -f 0V + yW = — (au" + ßv" + yu>")- 

Aus der ersten Gleichung (9) und aus der Gleichung aa + ßß -f yy' = 0 

/ a ß Y ! 

folgt, daß x«', x/3, xy' gleich den Determinanten der Matrix 1 

( H V IC 

sind. Die Größen «, ß, y sind nach (8) und (2) gleich den Determinanten 



Matrix 
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der Matrix 



Yu'* + v'* + tc'' 



U V w 



u 



Setzt man die Werte *, 0, y und 



a, tfj y in die zweite der Gleichungen (9) ein, so folgt 

a ß y 
U V w 



1 



Durch Quadrieren erhalt man 

. _ (»'« + »" + «' V 
J* 

Hieraus und aus (9) folgt: 
Setzt man endlich die gefundenen Werte in (l) ein, so ergibt sich 

(io) I- Ji l = ± Jt . 



«" D(u'« -f t>'» + to'*) J 



Da die Krümmung eine positive Größe sein muß, so hat man die 
Quadratwurzel in dem Ausdruck für 1/r so zu bestimmen, daß diese Be- 
dingung erfüllt ist. Wenn wir ferner annehmen, daß ds für wachsendes t 
positiv ist, so haben wir in dem Ausdruck 



(s. Gl. 7) 



der Quadratwurzel das Vorzeichen der Größe D zu geben. Setzt man noch 
fest, daß die Torsion dasselbe Vorzeichen wie der Torsionswinkel 
dz — (*' » -f v* -f w'y*dt haben soll, so hat man in (10) zu schreiben: 
\jq = J*jD. Die Torsion hat dann das Vorzeichen der Größe D. Das Vor- 
zeichen dieser Größe hangt davon ab, ob man dem von den 4 konsekutiven 
Schmiegungsebenen gebildeten Tetraeder positiven oder negativen Inhalt 
zuschreibt. 

In dem Ausdruck für die Torsion 1/^ ist das Vorzeichen noch un- 
bestimmt. Bezeichnet man den 6 fachen Inhalt des von vier konsekutiven 
Schmiegungsebenen gebildeten Tetraeders mit 7, so hat man 

x x y t z x 1 



7 = 



Vi 
Vi 



Dabei sind x,-, y,, z i (i = 1, • • • 4) die Koordinaten der den vier konse- 
kutiven Ebenen gegenüberliegenden Ecken des Tetraeders. Nun läßt sich 
zeigen , daß D = — k • I* ist, wobei k eine positive Konstante bedeutet 
Ferner laßt sich zeigen, daß unter Voraussetzung eines positiven (d. h. 
rechtshändigen) Koordinatensystems I positiv (negativ) ist, wenn die Kurve 
links (rechts) gewunden ist. Es ist daher D ^ 0, je nachdem die Kurve 
rechts oder links gewunden ist. Soll also die Torsion für die rechts (links) 
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gewundenen Kurven positiv (negativ) sein, so haben wir in der Formel für 
I/o das positive Vorzeichen zu wählen. 

Stuttgart. E. Rath. 



Zu 107 (Bd. VIII S. 173) (M. Peche). Der Satz ist eine Folge dieser 
Eigenschaften der fogarithmischen Spirale 1 ): 

1. Der Radiusvektor iit der Bogenlänge vom Auge 0 an gerechnet pro- 
portional. 

2. Der Winkel zicisclim Tangente und Radiusvektor ist konstant, also 
auch der Winkel zwischen dem Radiusvektor und einer die Kurve stets unter 
gleichem Winkel treffenden Link. 

3. Die Kurven q == «c*' 0 und q 1 = fce* 10 ' sind identisch (kongruent); 

denn setzt man log |/ * — w, so ist ^ «= ae 6 K +< °), unterscheidet sich also 

nur in der Phase von q = ae*" 0 . 

Aufgrund von (1) ist im Dreieck OPQ : OP = o, PQ = co, nach (2) 

«^C OPQ = et für variables P konstant, folglich sind alle Dreiecke OPQ 

ähnlich und <£ POQ - ß und PQO =- y sind ebenfalls konstant. Nach 
dem Kosinussatze ist 

0Q~o x = Yo\l + c* - 2c cos c) - do, 
wo d von o unabhängig ist; d. h. es ist 

q x - ade»" - /V» =- *e»(»-/«> - *<•»<-., 

woraus nach fl) bis (3) die Richtigkeit der Behauptungen des Lehrsatzes 
folgt: o, = kc*""' ist eine zu q = ae* w kongruente logarithmische Spirale, hat 
auch 0 zum Pol und schneidä die Geraden PQ unter konstantem Winkel. 

Potsdam, den 25. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 107 (Bd. VIII S. 173) (Peche). Je considere la question a un 
point de vue un peu plus general. Soit 0 un point fixe dans le plan d'une 
courbe (P). Je fais tourner les rayons vecteurs OP, autour des points P, 

d'un raeme angle P, et sur chacun d'eux je prends une longueur PQ pro- 

portionnelle a PO. Quel est le lieu des points Q? II est evident que le 

/\ 

triangle OPQ reste semblable a lui-tneme, d'ou il suit que 1'angle 0, dans 
ce triangle, a une valeur constante, et que OQ varie proportionnellement 

a OP. B suffit donc de faire tourner de 0 la courbe (Q) autour de 0, 
pour que les rayons OQ colneident avec les rayons correspondants OP, et 
pour s'apercevoir que la courbe (Q) est semblable d (P). Des lors ü est 
evident que la tangente a (Q), meme dans la position primitive de la 
courbe iQ), est inclinee sur le rayon vecteur OQ du meme angle 0, qui 
mesure l'inclinaison de la tangente a (P) 6ur OP. Lorsque (P) est une 

1) b. z. B. Gino Loria, Spezielle Kurven der Ebene (Teubner 1902) S. 448 ff. 
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spirale logarithmique, ayant 0 pour pole, 0 est constant, de sorte que PQ 

a une inclinaison conslante n — 0 — P sur la tangente a (P). On sait 
(Tailleurs que OP est proportionnel a la longueur de l'arc OP. On retrouve 
ainsi la constrnction de la courbe (Q), indiquee dans l'enonce, et l'on voit 
immediatement que (Q) est semblable, et, par suite, congrucnk ä (P), en 
vertu d'une proprie"te, bien connue, de la spirale logarithmique. En outre 

de (Q) sur PQ a la valeur constante 6 — Q. E. Cesaro. 



Zu 107 (Bd. VIII, S. 173) (Peche). 0 sei der Pol, P ein Punkt der 
logarithmischen Spirale; PQ soll dem Spiralenbogen OP proportional sein 
und mit der Spirale einen konstanten Winkel bilden. Nun ist bei der 
logarithmischen Spirale der Winkel zwischen Tangente und Fahrstrahl OP 
konstant; ferner ist die Lange OP des Fahrstrahls der Bogenlänge OP pro- 
portional. In dem Dreieck OPQ ist daher der Winkel bei P und das Ver- 
hältnis der beiden Seiten OP und PQ konstant Wahrend P die Spirale 
beschreibt, bleibt das Dreieck OPQ ähnlich, und Q beschreibt eine zur 
Kurve P ähnliche Kurve. Der Winkel, den die Tangente der Kurve Q mit 
OQ bildet, muß gleich dem entsprechenden Winkel der Kurve P sein; die 
Kurve Q ist somit eine der gegebenen Spirale kongruente Spirale. Natür- 
lich ist auch der Winkel zwischen der Spirale Q und PQ konstant. 

Stuttgart. E. Rath. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn W. Stegemann, Prenzlau, 
eingegangen. Red. 

Zu 108 (Bd. Vm, S. 173) (W. Franz Meyer). Bezeichnet (^) das 

Legendresche Symbol im Falle zu ekr utigeraden Prinizalden p und q, und 
setzt man: ? _ t 

(1) ? — -(l)-ap; ,— _(£)_»,, 

so sollen und ^ durch ausgedrückt werden. — Zunächst ist 

klar, daß 

(2) a =j= 0 (mod. g); 6 =E 0 (mod. q) 

ist. Ferner ist (^) = ± 1, also - 1, somit: 

(3) (a P y =1 = 1» (mod. q); (bq)* =1 = 1» (mod. />), 
d. h. es ist: . . x 

w (V)- 1 « 

Da nun a und q, b und p nach (2) teilerfremd sind, ist: 
Multipliziert man die Gleichungen mit und berücksichtigt, daß 
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so folgt hieraas and aus (4): 

m C) -(-*(!-). 

und eine solche Darstellung war verlangt. 

Potsdam, den 27. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 109 (Bd. Vin, S. 173) (W. Franz Meyer). Ist p = 8n + 5 eme 
iVttiwroW «f«J D 4 = 1 (worf. p). so sind §, , = ± D 8 die Lösungen der 
Kongruenz x* = D (mod.p); ist D * = — 1 (woJ. p), so situt die iJisungen 

p-l p+3 

1. Es sei D 4 == 1. Angenommen, | t = D 8 wäre eine Lösung der 
Kongruenz x* = D, so wfire |, — — | x die zweite. Dann müßte also sein 

diese Kongruenz erhält man aber aus 7) 4 = 1 durch Multiplikation mit D. 
und I, sind also die Lösungen der Kongruenz x* D. 

2. Es sei i) 4 ==-1. Nach Wilson ist ( p ---) !» = (- l) * . 

- 1\ P+ - 

Wäre also | t — ■ J!J9 8 eine Lösung von x s = D, so müßte sein: 

oder, da ( p = - 1: 

£*s-D 4 =2). 
r-i 

Diese Kongruenz folgt aber aus — D 4 =1 durch Multiplikation mit D. 
g t und — — £j sind also die Lösungen der Kongruenz x* == 7) (mod. p). 

Potsdam, den 25. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 113 (Bd. VIII, 262) (Kasimierz Cwojdzinski). Zieht man in 
einem einfacficn Vierecke die 4 Höhenpaare, so ist das Produkt von 4 passend ge- 
wandten Höhen gleich dem der 4 übrigen. — Es seien A v A^, A s , A A die Ecken, 
A l A+ — a n A^ A z = a 9y A s A A = A 4 A x — a 4 die Seiten des Vier- 
ecks; die von A r auf a M gefällte Höhe soll mit h 9/t bezeichnet werden. Dann 
ist A,i = % sin -4,, A, s =* a, sin A v h u — «j sin yt 4 , Ä 41 = a 4 sin also: 

A lt • h u • A 34 • h 4l = a l a t a i a 4 sin ^ sin A t sin ^ 8 sin A t . 
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Ferner ist Ä 1S = a 4 sin «4 4 , Äj 4 = a t sin A 81 = a, sin j4 und h it = a t 
sin A s , somit auch 

' * *si " ''«s = Oi « t Oj «4 sin J t sin ,4, sin il, sin A if 

d. h. es ist 

Potsdam, den 13. Dezember 1904. Otto Meissher. 

Eine ahnliche Lösung mit Angabe der auf das « Eck verallgemeinerten 
Relation ist von Herrn E. Rath, Stuttgart, und Herrn stud. math. Max 
Mayer, München, gegeben worden. Red. 



2. Anfragen nnd Antworten. 

25. Verallgemeinerung eines — bisher unbewiesenen — Primzahl sattes. 
— Es handelt sich im folgenden nur um natürliche Zahlen. Man nehme 
trilikürlkk zwei Zahlen m und n und betrachte das Intervall: 

m, m -f- 1, . . ., m -f n. 

Gibt es dann ein zweites Intervall 

w, , Wj -f- 1, . . m l -\- n, 

das dem ersten in folgender Weise entspricht: für jede Primzahl 
w» + v (0 ^ v <j n) des ersten Intervalles ist auch die entsprechende Zahl 
iMj -j- v des zweiten Intervalles prim? Und wenn es ein solches Intervall 
gibt, gibt es ihrer mehrere? Kann es unendlich viele geben? 

Im allgemeinen gibt es natürlich kein zweites Intervall, das dem ersten 
auf die geschilderte Art entspräche; nämlich sicher nicht, wenn man n „*m 
groß* annimmt. Es handelt sich aber gerade darum, was man hier unter 
„*u groß' zu verstehen hat. 

Der Fall: m > 1, sonst beliebig, n = 1, wird durch den Euklidischen 
Beweis der Existenz unendlich vieler Primzahlen erledigt. 

Was den Fall m > 1 , n = 2 angeht, so vermutet man bekanntlich 
nur, daß es unendlich viele Primzahlpaare gibt. Eine gleiche Vermutung 
könnte man wohl noch für PritnzaJilquadrupel, dem Falle m = 10, n — 10 
entsprechend (m l = 100, m 9 = 190 etc.) aussprechen. 

Dem Intervall 3 • • ■ 13 entspricht, wie man sich leicht überzeugen 
kann, kein zweites. 

Potsdam, den 20. November 1904. Otto Meissner. 



26. Unter „natürlicher Grenze" versteht man eine Linie in der Ebene 
des Argumentes einer analytischen Funktion, über die hinaus die Funktion 
nicht analytisch fortsetzbar ist; dabei wird, meines Wissens meist still- 
schweigend, vorausgesetzt, daß die „wesentlich singuläre" Linie, wolche eben 
die natürliche Grenze bildet, im Endlichen oder im unendlich fernen Punkte 
geschlossen ist. Gibt es auch ungeschlossene singuläre Linien? Wird man, 
falls sie existieren, auch sie als natürliche Grenzen bezeichnen? (Die Worte 
„geschlossen" und „ungeschlossen" beziehen sich im Falle mehrdeutiger 

Archlr der Mathematik nnd Physik. HL Reihe. IX. 7 
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Funktionen natürlich auf die zur Funktion gehörige Biemannsche Fläche 
[oder, wenn man will, Neumannsche Kugel], nicht auf eine einfache Ebene.) 

Potsdam, den 2. Januar 1905. Otto Meissner. 



Zu 18 (Bd. VIII, 268) (0. Gutsche). — Der Satz gilt für jedes be- 
liebige Viereck; er kann also lauten: „Wenn" man über den Seiten eines 
Vierecks ABCD nach außen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten 
A\ B', C', D' die Ecken eines Vierecks, dessen Diagonalen gleich lang 
sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Ecken beider Vierecke haben 
denselben Schwerpunkt. 14 Ein Beweis dieses Satzes, jedoch ohne die den 
Schwerpunkt betreffende Behauptung, ist in der Zeitschrift für mathemati- 
schen und naturwissenschaftlichen Unterricht als Aufgabe No. 1378 ge- 
fordert worden. Unter den später in der Zeitschrift Bd. 27, S. 30 ver- 
öffentlichten Beweisen kommt vor allem der sechste in Betracht; denn in 
ihm wird unter anderm auch bewiesen, daß die Diagonalenmitten E, F des 
Vierecks ABCD und E', F' des Vierecks A'B'C'D' ein Quadrat bilden, 
in dem EF und E'F' die Diagonalen sind, und damit ist, wenn es auch 
nicht ausdrücklich ausgesprochen ist, tatsächlich der Beweis geliefert, daß 
die Ecken der Vierecke ABCD und A'B C D' einen gemeinsamen Schwer- 
punkt haben, nämlich den Mittelpunkt des Quadrates EE' FF'. 

Diese Verallgemeinerung des C ol Ii gnon sehen Satzes schließt die Er- 
weiterung des Herrn Gutsche aus, d. h. wenn das Viereck ABCD be- 
liebig ist, so fallen in den beiden Vierecken ABCD und A'B'C'D' wohl 
die Schwerpunkte der Eckm, nicht aber die der Flächen zusammen. Das 
letztere ist nur der Fall, wenn schon ABCD ein Viereck ist, in dem die 
Diagonalen gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Einen ein- 
fachen geometrischen Beweis hierfür erhält man, wenn man mit dem auf 
ein beliebiges Viereck bezogenen Collignonschen Satze den folgenden be- 
kannten, u. a. von F. Caspary (Nouv. Ann. (3) 17, 395, 1898) ge- 
fundenen Satz verbindet: „In jedem Viereck liegen der Diagonalenschnitt- 
punkt E, der Schwerpunkt S der Ecken und der Schwerpunkt S' der 
Fläche in einer Geraden, und zwar liegt S zwischen E und S' so, daß 
ES =3 SS' ist." 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Zu 19 (Bd. VIII, 268) (0. Gutsche). Die Aufgabe „Ein Dreieck 
aus dem Inkreisradius p, der Differenz d zweier Seiten und der Mittel- 
transversale t e nach der dritten Seite herzustellen 41 kann durch folgende 
einfache und elegante Konstruktion gelöst werden: 

Man zeichne den Kreis (0, p). Auf der in dem bliebigen Peripherie- 
punkte D an diesen Kreis gelegten Tangente trage man DE = d ab. Um 
die Mitte F von DE schlage man den Kreis mit dem Radius Sodann 
verbinde man F mit 0 und ziehe durch E die Parallele zu FO, die den 
Kreis (F, * e ) iu den Punkten C und C' schneidet Ist C der Schnitt- 
punkt, der auf derselben Seite der Geraden DE liegt wie 0, und treffen 
die von C aus an den Kreis (0, p) gezogenen Tangenten die Gerade DE 
in A und B, so ist ABC das verlangte Dreieck. 
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Nimmt man statt des Punktes C den Punkt C', und treffen die von 
hier aus an den Kreis (0, p) gezogenen Tangenten die Gerade DE in A' 
und B' , so ergibt sich ein zweites Dreieck A'B'C\ das den gegebenen 
Bedingungen ebenfalls genügt, nur daß die Strecke g nicht Radius des In- 
kreises, sondern Radius des der Seite C an beschriebenen Kreises wird. 
Durch die hier angegebene Konstruktion wird also nicht bloß die obige 
Aufgabe, sondern gleichzeitig auch die Aufgabe „Ein Dreieck aus p e , d — a — 6, 
/ c zu zeichnen" gelöst. 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Auf dieselbe Konstruktion kommt diejenige hinaus, welche Herr Henke, 
Dresden, eingesandt hat unter Verweisung auf seine Bearbeitung von 
Schlömilchs Handbuch der Math. 2. Aufl. Leipzig 1904, Barth, I, 371 ff., 
Fig. 165. 

Die Lösung beruht auf dem Satze: Die Verbindungslinie einer Dreiecks- 
ecke mit dem Punkte, wo die Gegenseite von dem zugehörigen Ankreise 
berührt wird, ist der Geraden parallel, welche die Mitte dieser Dreiecks- 
seite mit dem Inkreismittelpunkt verbindet (vgl. Spieker, Geometrie 1890, 
S. 180). Red. 

Zu 23 (Bd. Vin, S. 331) (A. Cappilleri). — Der Satz findet sich 
als Übungsaufgabe — wenn auch nicht ganz wörtlich — in alteren Lehr- 
büchern der Elementargeometrie, von denen mir augenblicklich nur J. H. 
ran Swinden, Elemente der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi 
(Jena, 1834) zur Hand ist. Bezeichnet man das Dreieck mit ABC, die 

Punkte, welche auf BC, AC, AB Stücke von — der Seitenlangen ab- 
schneiden, der Reihe nach mit D, E, F, die Punkte, in denen AD, BE, 
CF einander schneiden, mit G, H, J, so ist GJ — * ^ ~ 2 _7^t • ^-Di 
analog für GH und HJ, ferner A' — ( w ~ 2m >' . £ wo den j^. 

halt von GHJ, A den von ABC bezeichnet. Die vorstehenden Aus- 
drücke findet man a. a. 0. (Anhang zum 4. Buch, S. 151, Aufg. 396,t 
und 397,*) fertig ausgerechnet Beachtet man nur die Beziehung AD* 

— — j — — und die beiden analogen, so folgt sogleich 



der gewünschte Satz. Die a. a. 0. (Aufg. 398,4 und 399) aufgestellten 
Ausdrücke lehren auch noch, daß der Satz für die äußere Teilung gültig bleibt. 
Westend, 7. März 1905. P. Zühlke. 

Der Quotient aus der Summe der Seitenquadrate und dem Flächen- 
inhalte eines Dreiecks ist gleich der vierfachen Kotangente seines Brocard- 
sehen Winkels. Die beiden fraglichen Dreiecke sind also gleich brocardisch. 
In dieser Form ausgesprochen findet sich der Satz bei A. Emmerich, Die 
Brocardschen Gebilde, Berlin 1891, § 59, S. 125. 

Hamburg, 8. Marz 1905. Gustav Berkhan. 

Der Satz findet sich mit zwei Beweisen in W. Fuhrmann, Synthetische 
Beweise, Berlin 1890, Simion, S. 148. 

Dresden. R. Henke. 

7* 
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3. Kleinere Notizen. 

Die Konstruktion des Krclsvlereckes aus der Gleichung seiner Ecken. 

Die durch die Gleichung 4. Grades 

a 0 A* + a x A 8 + o, X* + a, A + o 4 = 0 

gegebenen vier festen Lagen des veränderlichen Punktes x 4 : x 8 =• x 8 : Xj = X 
sind die Schnittpunkte des Kreises 7\ x a = xf und der Hyperbel a 0 xf -f 
«i a"i + + «a *j *s + «4 #1 = 0. Beide Kurven können aus ihren 

Gleichungen rein linear, d. h. als Erzeugnisse projektiver Strahlenbüschel 
konstruiert werden. 

Die beiden Fundamentaleckenstrahlen 

x A — X x, = 0, x, — X x 8 — 0, 
deren Schnittpunkt den Kreis beschreibt, enthalten jedesmal die beiden Punkte 

x t -X x 2 = 0, x t - x, = 0, 
x, — A x 8 = 0, Xj — sc, — 0 

der dem Parameter A <~ 1 entsprechenden zwei Strahlen, welche in einem 
Strahle 

x t — A x a => 0 

der dritten Fundamentalecke liegen. Jeder Punkt der Hyperbel aber ist 
der Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«o x i + «i x % + f* <h s °> 
(1 - ii) a, x, + a, x, + a 4 x, = 0, 

die jedesmal die beiden Punkte 

*$ — 0, o 0 x x + x 8 — 0, 
Xj = 0, Oj Xj + a 4 x„ =» 0 

mit denjenigen Punkten 

x x = 0, Oj x, + (i Oj x, — 0, 

x, = 0, (1 - (i) o, x t -f- x, = 0 

der dem Parameter p = oo entsprechenden zwei Fundamentalstrahlen Xj — 0 
und x a = 0 verbinden, welche in einem Strahle 

(1 — fO a x aj Xj + a t Oj x, + fi o, o, x, — 0 
des von den drei Fundamentaleckenstrahlen 

(i — 0 : a s x, + Oj Xj — 0, 
ft — 1 : aj x, + o, x 3 — 0, 
^«oorrtjX, — OjX, = 0 

getragenen Punktes liegen. 
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Um die Beziehung zu vereinfachen, kann man den Einheitskreis x* «■ 
(l -f- y)(l — y) zugrunde legen. Die vier Punkte, in denen er von der Hyperbel 

a. ( 1 + y) M- a t (1 + y) ( 1 - y ) + a 4 » _ () 

a/a+yj + a.a— y) 

geschnitten wird, genügen dann den Scheitelstrahlen 

». (r^- y ) 4 + ». fe^i) ' + * (, 1 y ) ' + «. (r^p) + «. - o. 

welche die Achsenpunkte 

y — 0, a 0 j i + (i 1 i 5 + (i,r-|-(i3i + a 1 = 0 

projizieren. 

Holzminden, November 1904. Georg Kon kr. 



Die Asymptoten der Hyperbel, welche den Einheitskreis auf Tier durch ihre 
Hlelchung gegebenen Scheltelstrahlen schneidet. 

Die vier Punkte des Kreises x* + y s 1, welche in den vier Scheitel- 
strahlen rt 0 (j + «, ( r ' y ) + a,,^ + fl 3 ( 1 * y ) + a 4 = 0 liegen, 
sind, wie die Elimination von x 2 beweist, die Schnittpunkte einer Hyperbel: 

, «•(' + »/)' + «,d -f y)M - y> + «4 n - .'/>' 0 

a,<l + y) + a 8 (l-y) ~ ' 

die auf den neuen Fundamentalbtrahlen die Punkte 

-4, 1 - y - 0, a 0 (l + y) + a,x = 0 
^•••1+^ = 0, <i,x 4- o 4 (l — y) — 0 

und ihnen parallel die Asymptote 

Y~a.il +y) + fl 8 (l -Jf)-0 

hat. Den Ausdruck für die andere Asymptote findet man, wenn man 
in der Hyperbelgleichung Zähler und Nenner der gebrochenen Funktion 
nach y entwickelt und dann die Division zu Ende führt. Schafft man als- 
dann die Nenner fort und setzt: 

(«i ~ «a) (°o - <0 - «jK - °» + «4) s °i> ( fl i ~ «3)' = a \ 

K - «») («o - «*) - «1 («o - + «4) = «Ii «aC 1 + y) + + «i'O -!t)=x> 

so ist x y + 4(<Jo<1 8 _ + fl . fl j _ 0 

die Asymptotengleichung und X = 0 die Gleichung der zweiten Asymptote. 
Erzeugt wird die Hyperbel von den Strahlenbüscheln 

a 0 (l + y) + a t x + 10,(1 - y) - 0 

(1 - A>/ 8 (1 + y) + a 8 x + a 4 (l - y) = 0, 

welche die beiden Schnitte 

l+y-0, a t x + Xa s (l - y) = 0 

l-y = 0, (1 - A)o,(l + y) + a s x = 0 
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des Strahlenbüschels 

(1 — i)oja s (l + y) + Ot<h x + — y) — 0 

projizieren. Die Tangenten in A x und A ly d. h. die der Verbindungslinie 
dieser Punkte 

"n^i 1 + y) + °9 a i x + «i«^ 1 — y) — 0 

entsprechenden zwei Strahlen 

«W 1 + y) + <*!* + (<*i a « - «dOO - y) = o, 

(o,o 3 - fl^Xl -f- y) + ojx + a„a 4 (l - y) - 0 
sind zwei Strahlen dieses Büchels; ihr Träger ist also der Schnittpunkt: 
^ • • • Oj* + 0,(1 - y) = 0, 0,(1 + y) + o,* - 0, 

dem die Asymptote Y «= 0 in ihrem Büschel harmonisch zugeordnet ist. 
Mit beiden Asymptoten aber bilden zwei Tangenten der Hyperbel jedesmal 
ein vollständiges Tangente nvierseit, von dessen Diagonalstrahlen der eine 
ein Durchmesser, die beiden anderen also parallel sind. Die zweite Asym- 
ptote X — 0 ist daher die zweite Diagonale desjenigen Trapezes, dessen 
Mittellinie A t A A und dessen nichtparallele Seiten A t A si und A n A K sind. 

Holzminden, Dezember 1904. Georg Kober. 



Znr ägyptischen Mathematik. 

Im 35. Band der Lepsiusschen Zeitschrift für ägyptische Sprache und 
Altertumskunde, 1897, S. 150, gibt der bekannte Ägyptologe L. Borchardt 
nach einer der von Griffith erklärten Kahunpapyri den Inhalt der Halb- 
kugel als Funktion des Durchmessers. Es handelt sich, wie auch bei den 
Aufgaben des Papyrus Rhind, um die Ausmessung von Fruchthaufen. Das 
Maß ist eine zehntel Kubikelle. und es ergibt sich für n der Wert 3,2. 
B. sagt mit Recht, daß diese Annahme, da es sich um Getreidekörner, die 
hohl liegen, handelt, praktisch völlig genügend sei. Er fügt hinzu, daß 
die Methode auf praktischem Wege durch Ausmessung von halbkugligen 
Haufen mit dem Hohlmaß gefunden sei. 

Ich möchte mir über den Näherungswert der Ägypter für jt, wonach 
der Kreis gleich (fd)*, d der Durchmesser, die Konjektur erlauben, daß 
er ebenfalls auf praktischem Wege gefunden. Ein zylindrisches Maß mit 
dem Durchmesser d des Grundkreises wurde mit Wasser gefüllt und dann 
in ein Maß mit quadratischer Grundfläche geleert, dabei ergab sich aus 
der Gleichung icd'Ä — d'rj der Wert ij = g; also n = 256 : 81 «= 3,1605, 

was eine auffällige Annäherung an das indische ylQ — 3,1623 ist. — 
Nachdem Griffith in „the Petri Papyri", London, 1898, aus den Kalmner 
Papyri, Tafel 8, das erste Beispiel einer quadratischen Gleichung mitgeteilt, 
hat Schack im Berliner Papyrus 6619 ein zweites gefunden in der Auf- 
gabe: 100 Quadratellen auf zwei Quadrate zu vorteilen, deren Seiten sich 
wie 1 : 4 verhalten. Die Lösung geschieht mit der regula falsi (man vgl. 
die Polemik von L. Rodet im Journal asiatique gegen Cantor). Man 
setzt die Seiten 1 und *, die Quadratsumme ist f§, und die Wurzel \ — 
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es findet sich schon ein Ausdruck für die Quadratwurzel — muß mit 8 
multipliziert werden, um 10 zu geben, woraus sich die richtigen Lösungen 
8 und 6 ergeben. Wir haben also jetzt die beiden Beispiele x' + y 1 — 100 
x : y — 1 : * und das frühere xy — 12, x : y — 1 : {. Beide beziehen sich 
auf das Dreieck 3, 4, 5. 

Ich füge hinzu, daß Borchardt bereits 1893 Überzeugend nachgewiesen, 
daß Skd (Seqt nach Cantor) nicht Kosinus oder Kotangente, sondern nur 
die Kotangente des Böschungswinkels bedeutet, 1. c. 1893, 8. 9, und daß 
er 1896 S. 69 Aufriß und Grundriß der Säule von Phylae, also die Anfange 
der darstellenden Geometrie aufgefunden hat. Alle diese Kenntnisse hatten 
die Ägypter zur Zeit des mittleren Reiches, also zwischen 2000 und 1700, 
d. h. zur Zeit des Ahm es. 

Straßburg i. E., 26. Januar 1904. Max Simon. 



4. Sprech8aal für die Encyklupädie der mathematischen Wissenschaften. 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 61.] 

Zu I. i. A. 2. Netto, Kombinatorik. 

S. 42. „Trägt man a H -f i statt der a ü ein und setzt die entstehende 
symmetrische D. gleich Null, dann hat diese Gleichung in z nur reelle Wurzeln.' 4 
Dieses Resultat setzt stillschweigend voraus, daß die a ik reelle Grüßen sind. 
Auch in der französischen Ausgabe, S. 116, Artikel „Equation seculaire" 
fehlt der fragliche Zusatz. 

Freiburg i. Br. A. Loewy. 

Berichtigungen und Zusätze zum Artikel: I. i. A. 4., Theorie der 
gemeinen und höheren komplexen Größen, der Encyklopädie. 

S. 149. Art 2. Nach Zeile 4 einzuschalten: 

•» Vergleiche die Kritik /. Bolyais an der Gatt fischen (geometrischen) 
Darstellung in Nr. 11 der weiter unten zitierten Abhandlung. Hamilton 
hat augenscheinlich die Gau fische Theorie der komplexen Größen nicht gekannt. 

Faßt man nicht, wie im Texte, die positiven und negativen Größen 
zusammen, so muß man vier „Einheiten" gebrauchen, (-}- l), (— l), (+ i), 
(— i). So verfährt Gaufi in den Res. biqu., ebenso, mit etwas umständ- 
licherer Bezeichnung, /. Bolyai, aber auch noch Weierstraß (in Vorlesungen).« 

Anmerkung 3 ist so zu fassen: 

* Theoria residuorum biquadraticorum II und die Selbstanzeige von 

dieser Abhandlung (1831). Werke II, p. 169. Das Zeichen t für Y—l 
wird Gauß zugeschrieben, findet sich aber auch schon bei Eider, namentlich 
in einer 1777 der Petersburger Akademie eingereichten Abhandlung „De 
formulis differentialibus etc." (Repr. in Instit Calculi Integralis, ed. tertia, 
Petrop. 1845, v. 4 p. 183, bes. p. 184). Vgl. W. Bernau, Am. Bull. 4 
(1898) p. 274.« 
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Bei Anmerkung 4 ist anzufügen: 

»Ab Vorläufer Hamiltons ist zu nennen: TV. Bolyai (Ten tarnen XXXII), 
während J. Bolyai in einer erst neuerdings gedruckten Abhandlung aus dem 
Jahre 1837 der Hamittonschen Darstellung nahe kam. (S. Stäckd, Johann 
Bolyais Theorie der imaginären Größen. Mathem.-naturw. Ber. aus Ungarn. 
Bd. XVI, 1899). Siehe ferner De Morgan, Trigonometry and Double Algebra, 
London 1849.« [Das letzte Buch habe ich nicht gesehen]. 

8. 165. Anmerkung 14 ist durch folgende zu ersetzen: 
»14. Die unter 8 erklarten Begriffe rühren in der Hauptsache von 
Hamilton und De Morgan her; von letzterem stammt im wesentlichen der 
Begriff der Äquivalenz verschiedener Systeme. Diese Begriffe liegen der 
unter 9 mitgeteilten Aufzahlung der Systeme mit vier Einheiten zugrunde. 
Die vom Referenten bei Aufstellung dieser Systeme benutzte algebraische 
Methode wird vereinfacht durch das von F. Scheff<r$, Math. Ann. 39 (1891), 
p. 293 angegebene Kriterium der Reduzibilität, noch mehr durch Methoden, 
die schon 1870 Benjamin Peirce entwickelt hatte (Linear Associative 
Algebra, Am. J. 4 (1881), p. 97). Der Inhalt dieser Arbeit ist mit 
mancherlei Unklarheiten behaftet und ist daher erst neuerdings zur Geltung 
gekommen. Sie enthält aber alles zur Aufstellung der Systeme mit vier 
oder fünf Einheiten Wesentliche. S. E. Nantes, Am. J. 24 (1901), p. 87 
und Am. Trans. 3 (1902), p. 312. Die zweit« dieser Arbeiten enthält eine 
Weiterbildung der Peirce&chen Methode.* 

S. 167. Anmerkung 17 ist wie folgt abzuändern: 
»Fortsetzungen dieser Tafel findet man bei G. ScJieffers, Math. Ann. 39. 
(1891), p. 293, N. Bohr, Dissertation, Marburg 1890, 11. E. Hatckes, 
Am. Trans. 3 (1902), p. 312. Die Methode des letzten Autors ist die einfachste.* 
S. 179. Anm. 39. Vergleiche weiter unten die Bemerkung 
Über Gauß. 

8. 181. Z. 13 v. u. bis Z. 10 v. u. Der Satz: „Ein solches 
• • • e r + 1 • ■ . e„. u ist zu ersetzen durch den folgenden: 

»Wenn sich die Einheiten einer geeignet gewählten Basis so auf zwei 
Gruppen Cj • • • f r , e r + 1 • ■ e, verteilen lassen, daß die Produkte der Ein- 
heiten e r + l • • • e n untereinander und mit e x • • • e r alle durch r r + 1 • • • e H 
ausdrückbar werden, die Einheiten c t • • • e r also nur in solchen Produkten 
vorkommen, die aus eben diesen Einheiten gebildet sind, so kann man aus 
den Gleichungen r „ 

die Multiplikationsregeln eines neues Systems mit nur r Einheiten entnehmen, 
das ein begleitendes System der gegebenen heißt: 

r 
1 

Zum Nachtrag vgl. Gauß Werke. Bd. VIH. S. 357—362. 

Seit Abschluß des Artikels sind, soweit dem Referenten bekannt, die 
folgenden auf dessen Gegenstand bezüglichen Schriften erschienen: 
Taber, Am. Bull. 1897, p. 156. 
Cartan, Ann. de Toulouse 12. 1898. 
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Hausdorff, Leipi. Ber. 1900, p. 45. 
Stephanos, Journ. de Math. [5] 6 (1900), p. 73. 
Starlweather, Am. J. 21 (1899), 369; 23 (1901), 378. 
Strong, Am. Trans. 2 (1901), 43. 

Harles, Am. Journal, v. 24 (1901), p. 87. — Am. Trans, v. 3 (1901), p. 312. 
Dickson, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 21. 
Locwy, ib. p. 44, 171. 
Frobenius, Berl. Ber. 1903, 1904. 

Shaic, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 251, v. 5 (1904), p. 326. 
Epsleen, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 437, v. 5 (1904), p. 105. 
Pasch, Arch. d. Math. u. Ph. (3) 7 (1903), 102. 

Tabrr, Am. Trans, v. 5 (1904), p. 509. 

Yahlen, Abstrakte Geometrie. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Bonn. E. Study. 



Zu I. i. A. 6. Burkhardt, Endliche diskrete Gruppen. 

S. 217. Bei Burkhardt heißt es: „Aus dieser Auffassung hat sich 
die allgemeine Definition einer Gruppe entwickelt als eines Systems von 
Elementen, das folgenden Bedingungen genügt: 

1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der je zwei Elemente a, b des 
Systems ein drittes ab — c eindeutig bestimmen. 

2. Diese Komposition (Multiplikation) der Elemente ist assoziativ. 

3. Aus ab = ac folgt b = c, ebenso aus ba — ca." 

Nach den folgenden Worten : „Umfaßt die Gruppe nur eine endliche Anzahl 
Elemente, so heißt sie eine endliche," soll die in der Enzyklopädie mitgeteilte 
Definition auch allgemein eine unendliche Gruppe definieren. Dies ist aber 
unzutreffend, wie das einfache Beispiel aller Elemente der Form 2' zeigt, 
wobei q alle ganzen positiven Zahlen außer q — 0 durchlauft. Inbezug auf 
die Multiplikation erfüllen die Elemente der Form 2' die obigen drei Be- 
dingungen, trotzdem bildet das angegebene System der Elemente 2» keine 
Gruppe. Da q nur alle ganzzahligen positiven Werte, aber nicht den Wert 
Null annimmt, so enthält das System weder das Einheitselement noch zu 
jedem das reziproke. Die in der Enzyklopädie gegebene Definition ist nur 
dann korrekt, wenn noch als weitere Bedingung postuliert wird, daß das 
System nur eine endliche Anzahl von Elementen umfassen soll. Der Folge- 
satz müßte also lauten: Wird dem System (nicht der Gruppe) noch die 
weitere Bedingung auferlegt, nur eine endliche Anzahl von Elementen zu 
umfassen, so definiert das System eine endliche Gruppe. 

über Definitionen einer Gruppe (endlichen wie unendlichon), die keine 
überflüssigen, aber auch nicht zu wenig Voraussetzungen umfassen, ist übrigens 
zu vergleichen: E. V. Huntington, Simplified definition of a group. 
Bulletin of the American M. Soc. (2) 8, 296, sowie die Nachbemerkung 
in American M. S. Trans. 4, 30. E. V. Huntington, A second definition 
of a group. Bulletin of the American M. 8oc. (2) 8, 388. Am Schluß 
dieses Aufsatzes weist auch Huntington mit Berufung auf das System der 
ganzen positiven Zahlen, die inbezug auf die Addition die obigen drei Be- 
dingungen erfüllen, darauf hin, daß drei Postulate von der Form 1, 2, 3 
nicht zur Definition einer unendlichen Gruppe genügen. Vgl. ferner: E. H. 
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Moore, A definition of abstauet groups. American M. 8. Trans. 3, 485. 
Die zitierten Aufsatze sind nach Abschluß des Enzyklopädieartikels erschienen. 
Freiburg i. Br. A. Loewy. 

Zu I. D. 4 b . Bohlmann, Lebensversicherungs.-Mathematik. 

8. 853, Z. 6 v. u. „Die deutschen Lebensversicherungsgesellschaften legen 
ihrem normalen Todesfallgeschäft heutzutage die Tafeln der 17 E. G., die 
Tafeln M I der 23 D. G. oder andere hier nicht aufgeführte Tafeln zu Grunde/ 1 
Hierzu ist zu bemerken: Die im deutschen Reiche beim normalen Todesfallgeschäft 
verbreitetste Tafel ist die aus gemeinsamen Beobachtungen an Männern und 
Frauen konstruierte Tafel M u. W I der 23 D. G. Sie wird von mehr 
als 30 deutschen Lebensversicherungsgesellschaften benutzt. (Vgl. Jahrbuch 
f. d. Versicherungswesen im Deutschen Reiche. 1903. Herausgeg. von 
Dr. C. Neumann. S. 540. Siehe auch A. Loewy, Versicherungsmathe- 
matik. (1903). Sammlung Göschen. S. 43.) 

Die Tafel 23 D. G. M I wird wohl von keiner deutschen Lebensver- 
sicherungsgesellschaft verwandt. Die Tafel 17 E. G. besitzt heute für die 
deutschen Lebensversicherungsgesellschaften bloß eine untergeordnete Be- 
deutung: sie kommt zumeist nur noch bei Bestimmung der Prämienreserve 
für alten Versicherungsbestand in Frage. 

In Zusammenhang mit der oben erwähnten Stelle können, wie mir 
scheint, die Bemerkungen über normale Risiken (S. 864) und besonders 
die Worte auf S. 868: „Jede bessere Sterbetafel trennt jetzt die Geschlechter 
(so die 20 E. G. in H. M. u. H. F., die 23 D. G in M u. W, die Grund- 
zahlen der 4 F. G. in H u. F.) 44 vielleicht irreführen und zu glauben ver- 
anlassen, daß die Lebensversicherungsgesellschaften zumeist Männer und 
Frauen nach getrennten Tafeln versichern. Über die in Deutschland, Eng- 
land und Frankreich übliche Praxis darf ich mir erlauben, der Kürze wegen 
auf S. 44 u. 45 meiner schon zitierten kleinen Versicherungsmathematik 
zu verweisen. 

S. 880. Letzte Zeilen in Anm. 76): „Ganz sicher geht man, wenn man 
annimmt, daß die Todesfalle alle zu Anfang des Sterbejahres stattfinden und 

A durch A. * ersetzt (französischer Usus)." Hierzu ist zu bemerken: Es 

war alter französischer Usus, die Formeln so zu berechnen, als wenn die 
versicherte Summe von Seiten des Versicherungsinstitutes schon bei Beginn 
des Versicherungsjahres, in welchem der Tod erfolgt, zu zahlen wäre. Dieser 
Gebrauch ist aber schon längere Zeit in Frankreich aufgegeben; man macht 
dort beute meistens die Annahme, daß der Auszahlungstermin durchschnitt- 
lich in die Mitte des Versicherungsjahres fällt (Vgl. Bericht des eidge- 
nössischen Versicherungsamtes über das Jahre 1893, S. 21). 

Freiburg i. Br. A. Loewy. 

Zu I. F. R. Mehmke, Numerisches Rechnen. 

S. 993. Anm. 272). „Bis in die neueste Zeit ist der Irrtum verbreitet 
gewesen, die von J. Neper in 9einer „Mirifici logarithmorum canonis descriptio" 
1614 veröffentlichten Logarithmen seien natürliche, weshalb letztere vielfach 
Nep ersehe Logarithmen genannt werden; jedoch hat G. Kewitsch [Zeit- 
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sehr. math. naturw. üuierr. 27 (1896), p. 321, 557] nachgewiesen, daß 

Nepers Logarithmen der Basis - entsprechen, wahrend die Basis e den 

.^■oten 44 (weil rot gedruckten) Zahlen in Joost Bürgis „arithm. u. geometr. 
Progress-Tahulen . . ." Prag 1620, zukommt" Zu der angegebenen Stelle in 
der Enzyklopädie ist folgender Passus in Lagranges Lecons elementaires sur les 
mathematiques, wie ich glaube, nicht ohne Interesse: Conforraement a cette 
idee, si Ton prend pour les deux premiers termes de la progression geo- 
metrique les nombres tres peu differents 1 et 1,0000001 et pour ceux de la 
progression arithmetique 0 et 0,0000001, et qu'on cherche successivement, 
par les regles connues, tous les termes suivants des deux progressions, on 
trouve que le nombre 2 est, a la huitieme decimale pres, le 6931472 - de 
la progression geometrique; de sorte que le logarithme de 2 est 0,6931472; 
le nombre 10 se trouve le 23025851* de la meme progression; par 
consequent le logarithme de 10 est 2,3025851, et ainsi des autres. Mais 
Nep er, n'ayant pour objet que de determiner les logarithmes des nom- 
bres moindres que l'unite, pour l'usage de la Trigonometrie, oü les sinus 
et les cosinus des angles sont expriraes en fractions du rayon, a eonsidere 
la progression geometrique decroissante dont les deux premiers termes 
seraient 1 et 0,9999999 et il en a determine, par des calculs immenses, 
les termes suivants. Dans cette hypothese, le logarithme que nous venons 
de trouver pour le nombre 2 devient celui du nombre ^ ou 0,5, et celui 
du nombre 10 se rapporte au nombre ,' 0 ou 0,1, ce qui est facile a 
concevoir par la nature des deux progressions (Oeuvres de Lagrange 7, 
195). Die von Lagrange im Schlußsatze gemachte Angabe läßt sich in die 
Formel kleiden: # t 1 

log a =■ log - , 

wobei JVdie Basis der Nep ersehen Logarithmen bedeutet. Hieraus folgt unmit- 
telbar N = \. Lagrange wußte also auch, daß den Neperschcn Logarithmen 

1 

nicht die Basis e, sondern - zugrunde liegt In der Nep ersehen Tafel 

steht übrigens die Zahl 6931469, nicht 6931472. 

8. 1078. Bei der Berichtigung zu S. 984, Anm. 216 findet sich die Stelle: 
^Hiernach findet sich diese Regel im ersten Kapitel von Oughtreda Clavis 
mathernaticae." 

Statt ersten ist zu lesen vierten. In meiner Note im Archiv der 
Math. (3), 3, S. 322 heißt es auch richtig im vierten Kapitel. In dem 
ersten Korrekturabzug der Note, der Herrn Mehmke durch Vermittelung 
der Redaktion des Archivs wohl nur zur Zeit vorlag, stand ersten statt vierten. 

Freiburg i. Br. A. Loewy. 

Ke witsch selbst erklärt [Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterr. 27 
(1896), p. 577]: „Um so mehr halte ich es für meine Pflicht, auf eine 
Arbeit von Max Koppe aufmerksam zu machen [Osterprogr. 1893, Berlin 
Andreasrealgymn.], in der er zu demselben Ergebnis gelangt ist wie ich. 
Leider habe ich zu spat, erst durch ihn selbst davon Kenntnis erhalten." 

Ball [A short aecount of the history of mathematics. 1888, p. 175] 
sagt: „The logarithm of a quantity n was what we should now express 
by the fonnula 10 7 log (10 7 /«)." 
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Cajori [A history of mathematics. New York, 1894, p. 163]: Nap. 
logy = 10 7 log(l0 7 /y): „It is evident from this formula that Napier'a 
logarithms are not the same as the natural logarithms . . . The notion 
of a „base" in fact never suggested itself to him. The one demanded by 
his reasoning is the reciprocal of that of the natural System; but such a 
base would not reproduce accurately all ofNapier's figures, owing to 
slight inaccuracies in the calculation of the tables." 

Paul Tannery [Bull, des sc. math. (2) 20, p. 82, 1896 in der An- 
zeige der phototypischen Reproduktion von Nepers Mirifici logarithmorum 
canonis descriptio]: „Avant tout, il serait essentiel de faire disparaitre le 
malencontreux usage d'employer le terme de logariihme nöp4rien comme sy- 
nonyme de logarithme naturel ou hyperbolique . . . Soit a un sinus, 
L(a) son logarithme naturel, N(a) le nombre de Nap i er (A = 10 7 ), on a 
la relation JY(fl) = AL(A/a) . . . M. Siegmund Günther ne me parait 
pas avoir tenu un compte süffisant des articles de Biot dans le Journal 
des Savants, mars, mai et juin 1835, articles dont le dernier, en parti- 
culier, est jusqu' u present l'etude la plus approfondie qui ait ete faite de 
la Constructio." 

Wir verweisen außerdem auf die Darstellung in Klügel, Mathemati- 
sches Wörterbuch, dritter Teil, p. 533—540, 1808; endlich auf den Artikel 
von M. Koppe in den Sitzungsber. der Berliner Math. Ges. 3, p. 48 — 52, 1904. 

Berlin. E. Lampe. 



Zu I. ii. C 1. ßachmann, Niedere Zahlentheorie. 
S. 577. Die in Anm. 59 erwähnte „Identität von d'Aurifeuille": 
4<n + 3 _j_ i = (2 8 " + 1 + 2 n + 1 -f- 1)(2'" + I — 2" + 1 + 1) 
ist eine einfache Folge des Satzes von Sophie Germain: x 1 -f- 4 ist nicht 
prim, sondern ^ + 4 . («f + 2 ar + 2)(x 8 - 2x + 2). 

Man braucht in diese Identität nur x — 2 H + l einzusetzen und dann die 
Gleichung durch 2 a = 4 zu dividieren. Es ist also wohl überflüssig , obige 
Identität noch mit einem bcsottderen Namen zu benennen. 

Potsdam, 10. Dezember 1904. Otto Meissner. 



Zu I. 11. C. 2. K. Th. Vahlen, Arithmetische Theorie der Formen. 

Herr K. Th. Vahlen hat sub Nr. 2 (1. Bd., S. 601) die Frage er- 
örtert, welcher Art und in wieweit man mit Hilfe der ganzzahligen positiven 
Auflösungen T und U l ) der Gleichungen: 

. T* — DU* 

(1) 4 -±1, 

worin J) eine gegebene ganze positive Zahl ist, die ganzzahligen positiven 
Auflösungen t, u der vier Gleichungen 



1) Der Kürze wegen schreibe ich T und U statt T' und U". 
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finden kann. Die Beantwortung ist aber in sehr knapper Form gegeben; 
es sei deshalb, nicht gegen den Willen des Herrn Verfassers, eine spezieller 
eingehende Darstellung der Resultate gestattet. 

Bei der Auflösung der Gl. (l) darf und soll hier U immer als un- 
gtradc vorausgesetzt werden. Für D sind aber die vier Falle 

J) = 0, oder 1, oder 2, oder 3 (mod. 4) 

zu unterscheiden. In den letzten beiden ist die Auflösung der Gl. (1) (für 
ungerades £7) unmöglich, in den ersten beiden erhalt man folgende Resultate: 

I. ZJ = 1 (mod 4). 

A. T y U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. 

Für k = 3, 9, 15, 21 etc. setze man 

dann ist t k gerade, u k ungerade, und 

rJ-DuJ-_i. 

Für * — 1, 5, 7, 11, 13, 17 etc. setze man 

V 2 ) ~ 2 ' 
dann sind t' k und u' k ungerade und 

4 

Für * = 6, 12, 18, 24 etc. setze man 

dann ist t k ungerade, « t gerade und 

$-D M ;~l. 

Für k = 2, 4, 8, 10, 14, 16 etc. setze man 

^T+uysy _ n + <yv . 

dann sind t' k und u' k ungerade und 

4 1 - 

B. T und U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. 

(3) 
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Für k «— 3, 6, 9, 12, 15, 18 etc. setze man 

dann ist für A: = 3, 9, 15, • • • t k gerade, u k ungerade, für k = 6, 12, 18, • • • t k 
ungerade, u k gerade und immer 

t\ - Du\ = 1. 
Für k = 1, 2, 4, 5, 7, 8 etc. setze man 

dann sind t' k und ungerade und 

4 j ' 

II. D = 0 (mod 4), 1>= 4D r 

A. jT, U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. (2). Dann muß T 
gerade sein, T= 2T V und es sind nur die beiden Möglichkeiten vorhanden: 
7\ gerade, D, ungerade, oder T x ungerade, D, gerade. 

Für ein ungerades k setze man in beiden Füllen 



dann ist <^ gerade, ungerade und 

.... A . 

Für ein gerades k setze man 

Dann ergibt sich, wenn T x gerade ist, t k ungerade, u k gerade; wenn T x un- 
gerade ist, t k ungerade, u k für k = 2, 6, 10, • • • ungerade, für k ~ 4, 8, 12, • • • 
gerade; immer aber 

f t -Du\-l. 

B. T t U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. (3). Es bleibt alles 
wio unter A. 1 ), nur daß für ungerades k die Gl. 

4 

güt. 

Königsberg. Oktober 1904. L. Saalschutz. 

1) Je nachdem T x gerade oder ungerade, ist t' k durch 4 oder nur durch 2 
teilbar. — Ist T, ungerade, bo ist in A. D, = 2 (mod 4), in B. Z), durch 8 teilbar. 
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Berichtigung zu Bd. Till. 

S. 327, Z. 10 v. u. lies aT» statt 
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Quecksilber -Unterbrecher, 

neueste Konstruktion, mit intermittierendem Queck- 
silberstrahl, ohne bewegte Teile in der Unter- 
brechungsflüssigkeit. Gleichmäßigste Unterbrechungen 
mit in weiten Grenzen veränderlicher Schnelligkeit, 
für Betriebsspannungen zwischen 24 und 220 Volt 

= Preislisten mit ausführlicher Beschreibung auf Wunsch. = 



Hierau Beilagen von B. 0. Tenbner in Lelpxlg, welche wir der Beachtung unserer 

Leser heetena empfehlen. 
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gagr Alls f&r die Hf daktion bestimmten Sendungen (Briefe, 
sensionsaxemplare n. s. w.) Bind ab den gesehizW&lirenden Bedakteur: 



Prof. Dr. E. Jahnke, Barlin W 15, Ludwigtklrohrtraßa 6» 

an richten. Es nehmen aber auoh Geheimer Heeieniii garst Prof. Dr. E. Ltape In 
Berlin W 15. FaaenenstraSo 64, und Prof. Dr. W. Frans Meyer in Königsberg 1. Pr.. 
Mittel tra^heim 51, Sendungen für dl« Redaktion an. 

fW~ Die Herren Verfasser erhalten unentgeltlich von größeren Aufsitzen 30 mit 
Umschlag versehene 8onderabdrücke , von kleineren Bei träfen , Mitteilungen , Beson- 
alonen n. a. w. 10 Absüge der betr. Seiten; eine größere Ansah! dagegen, als dui genannte, 
aaden Heratellungnkosten. 

nagr Jeder Band dea Archivs umfaßt 24 Druekbogoa In 4 Heften und kostet 
14 Mar kT jährlich sollen nioht mehr als 0 Einsal -Hefie ausgegeben werden. Alle Buoh- 
handlungen und Postanstalten nahmen Bestellungen an. 

Die Redaktion ersucht die Herren Autoren, in ihr«« eigenen Interesse den 
Umfang der für du Archiv stimmten Mannskripte nach Möglichkeit einschränken 
zn weiten, da nnr solche geringen Umfange** Anssieht haben, in nächster Zeit abgedruckt 
n werden. Dia Redakaei teilt ferner mit, daß sie sieh durah den Umfang de« 
vorliegenden Manuskript^nmaterials für die nächste Zeit verhindert sieht, Inaugural- 
dissertationen in extenso ins Arehiv aufznnehinen. 
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Zur Bildung der symmetrischen Funktionen. 

Von Louis Saalschutz in Königsberg i. Pr. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine symmetrische Funktion der 
Größen a, b, c . . ., die wir in üblicher Schreibweise als 2* aPi • • • P r 
bezeichnen, nach den Potenzen der Elementarfunktionen oder präziser 
der Funktionen: 

A x = — ^(i, A t =^?ab, A 9 = — J?abc, A A = ^abcd etc. 

zu ordnen, so daß wir mit einer Potenz von A l (wenn eine solche 
vorhanden ist) beginnen, dann die wachsenden Potenzen von A tf in 
deren Koeffizienten A x vorkommt, folgen lassen, dann diejenigen von A % 
mit A v und A^ in den Koeffizienten hinzufügen, und so fort. Die für 
die Auflösung ersonnene Methode läßt sich nicht immer glatt anwenden ; 
ist es aber der Fall, so besitzt dieselbe mancherlei Vorzüge, wie die 
Erinnerung an die bekannten Methoden zeigen wird. 

Die bisher angewandten Methoden sind im wesentlichen folgende: 

I. Newton- Waringsche Methode. Nach Darstellung der Potenz- 
summen der Wurzeln einer gegebenen Gleichung durch die Koeffizienten 
derselben (Newtons Formeln aus der Arithraetica universalis p. 192, 
aufgelöst von Waring in den Meditat. algebraicae p. 225) kann jede 
ganze symmetrische Funktion der Wurzeln durch die Potenzsunimon 
und somit durch die Koeffizienten der Gleichung ausgedrückt werden 
(s. Serret Algebre super, t. I § 173). 

II. Waringsche Methode (a. a. 0.). Ist V = J£a p * b^c p * . . ., so 
bildet man A*—**Af>—*> Ap— p * . . ., führt die Multiplikationen aus, so 
daß eine Summe der Form ^V« . . . -f C\ J?a**b**c* . . . -f- etc. 
entsteht, und zieht dieselbe von V ab, so daß wieder eine symmetrische 
Funktion übrig bleibt, und verfährt damit ähnlich (siehe Serret a. a. 0. 
§ 174). Die Zahlenkoeffizienten können auch nach dem Vorschlag des 
Herrn Netto (Substitutionentheorie, 1882, § 10) durch Beispiele ge- 
funden werden. 

III. Die Methode von Cauchy ('s. Serret a. a. O. § 177). In der- 
selben werden die Wurzeln der Gleichung nach und nach durch Divi- 
sionen eliminiert. 

ArcbiT dar Mathematik und Pbyelk. III. Reibe. IX. 8 
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IV. Cayleys und Brioschis Methoden mit Hilfe der partiellen 
Differentialgleichungen. Sie erfordern die Darstellung von V durch die 



Fad di Bruno, Einleitung in die Theorie der binären Formen, deutsch 
von Walter 1881 § 2).') 



Alle diese Methoden werden bei Funktionen höheren Grades (oder 
Gewichtes), abgesehen von einzelnen besonders für sie geeigneten Auf- 
gaben, rasch unbequem und in der Praxis fast undurchführbar und 
bieten bei sukzessiver Berechnung d. h. so, daß zuerst r, dann r + 1 , 
dann r + 2 Elemente etc. als vorhanden angenommen werden, keine 
nennenswerte Erleichterung dar. Das wird bei unserer Methode, bei 
der das Resultat nach Potenzen des letzten Koeffizienten der Gleichung 
A nf bezw. A n + l geordnet wird'), gerade erstrebt, und wir glauben 
als Vorteile derselben den bisherigen gegenüber die folgenden aufführen 
zu dürfen. 

1. Zur Bestimmung der Koeffizienten der Potenzen von A n . l be- 
dürfen wir nur der Koeffizienten der Potenzen vonA n mit Ausschluß votiA° n . 

2. Die Berechnung eines Koeffizienten bedarf nicht der gesonderten 
Aufstellung seiner Bestandteile in litteraler Hinsicht (nach Waring) 
und der dann folgenden Bestimmung ihrer Zahlenfaktoren durch kom- 
binatorische Betrachtungen oder durch Auflösung linearer Gleichungen, 
deren rechte (bekannte) Seite mit wachsendem n immer unbequemer 
zu bilden ist, sondern der Differentiation ganzer Funktionen. 

3. Die Rechnung wird über ein gewisses n hinaus immer leichter 
und kürzer. 

4. Zur Vereinfachung derselben sind Formeln entwickelt, welche, 
wenn mehr als zwei Elemente in die symmetrische Funktion eingehen, 
bis zu Funktionen vom 23. Grade ausreichen. 

Immerhin bleibt die Ausführung bei höherem Grad der Funktion 
langwierig; dies liegt aber in der Natur des Problems, wie die lang 

1) In neuerer Zeit hat P. Gordan (Mnthem. Ann. 52, »Ol ff.) eine Arbeit 
allgemeineren theoretisch wertvollen Inhaltes über die symmetrischen Funktionen 
veröffentlicht, in welcher unter anderem gewisse dieser Funktionen, wie die Dis- 
kriminante einer algebraischen Gleichung und die Resultante zweier Gleichungen, 
durch Potenzsummen oder damit eng zusammenhängende symmetrische Elementar- 
funktionen ausgedrückt werden. Diese Abhandlung sowie die sehr interessante 
Arbeit von K. Th. Vahlen (Acta Mathem. 28, 91 ff.) über Fundamental -Systeme 
für symmetrische Funktionen stehen indessen zum Inhalt gegenwärtigen Aufsatzes 
in keiner engeren Beziehung. Dasselbe gilt auch von anderen, z. B. der umfang- 
reichen Arbeit von Kostka im Journ. f. r. u. a. Math. OS, 89. 

2) Wie es bei der Berechnung der Diskriminante nach Serret (s. a. a. 0. 
§ 202) geschieht. 
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gestreckten Resultate zeigen, welche sich durch keine Methode ver- 
kürzen lassen. 

Der Stoff ist in folgender Art angeordnet worden: 1. Darstellung 
der Methode. 2. Allgemeine Formeln für P k . 3. Die Differentiation 

n 

der P 4 . 4. Schrittweise Verminderung der Rechenoperationen. 5. Bei- 
spiele. 6. Ausgeschlossener FalL 7. Beispiele dafür. 

1 . Darstellung der Methode. — Sei V die Bezeichnung für die sym- 
metrische Funktion Va** 1 c p * • • • e p r- i f*r der vorhandenen r oder 
mehr Elemente a, t, c etc., welche aus dem Gliede a p, b h • • • e p r—\f p r 
entsteht, wenn die nach abnehmender Größe geordneten Exponenten p x p t 
• • • p r fest an ihrer Stelle belassen und für das System der Basen nach- 
einander alle Variationen ohne Wiederholungen rter Klasse der vor- 
handenen Elemente genommen werden, wobei jedoch die etwaigen 
gleichlautenden Glieder nur einmal zu schreiben sind. Ist n die An- 
zahl der Elemente (« ^ r), so schreiben wir spezieller: 

(1) V n =2 aPi b*--e'r-\ fr. 

(-) 

Nehmen wir a, b, c, • • als gleichartige Größen ersten Grades an, so ist 
V u vom Grade (oder Gewichte) p x -f- p t -f • • • -\- p r und läßt sich, wie 
bekannt, durch die positiv oder negativ genommenen symmetrischen 
Elementarfunktionen, d. h. durch: 

(2) ctj = —^a<, a, = J^afc, a, = — ^abc, • •. «„ — (— \) n abc • l, 

(deren Index zugleich ihren Grad angibt) oder durch die Koeffizienten 
der Gleichung 

(3) |»+ a^- 1 + ^6-*+ • • • + + «„- 0, 

deren Wurzeln a, b, c, • • • l sein sollen, ausdrücken. Sei dies nach 
irgend welcher Methode ausgeführt, so ordnen wir V n , welches wir als 

Funktion der a k als V H bezeichnen, nach Potenzen von a H und stellen 
uns die Aufgabe, die in gleicher Art gebildete Funktion: 

(4) V n + l =£a p >b p >.--e p r-if p r) 

wo zu den obigen Größen «, b, • • -l noch die eine t hinzukommt, und 
wo diese n+l Größen der Gleichung 

(5) :r" + , + A x x* + A^x«- l + • • • + A n x + A n + X = 0 

genügen, durch die Koeffizienten derselben und zwar nur mit Hilfe 
des Ausdrucks für V n auszudrücken. 

8» 
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Die beiden Funktionen V m¥l und V m können wir in folgender Art 
miteinander in Zusammenhang setzen: 

( 6 ) + i = v m + t Pr 2 aP> ' ' ' ePr ~ l + «^"a* • • • + • • • 

(-) 

andererseits ordnen wir + 1 nach Potenzen von + setzen also, 
indem wir die unbekannten, A x bis A m enthaltenden Koeffizienten 

mit P t bezeichnen {k =» U bis q) : 

Hierin ist 7 die grüßte in dem Bruch 

Pt + i >» -I 1- P r 

n + l 

enthaltene ganze Zahl 

»4-1 « + i » + i 

Diese Koeffizienten P^ P„ • • • P, wollen wir nach der Mac Lau- 
rin sehen Methode bestimmen, und nehmen zu diesem Zweck A x , A^ , A n 
als fest gegeben, ^4„ + i als veränderlich an; dann sind die Wurzeln der 
Gleichung (5) von -4 B + 1 abhängig, und diejenige Wurzel, welche gleich- 
zeitig mit A H + l verschwindet, bezeichnen wir als t, während die anderen 
in diesem Spezialfall die Wurzeln der Gleichung 

x m + A t x*- 1 + h A m - 0 

sind. Hat nun Gleichung (i>) dieselben Wurzeln wie Gleichung (5) mit 
Ausschluß von t, so ändern sich auch die Koeffizienten dieser Gleichung 
«„ «!,••■«, nicht, und zwar bestehen zwischen diesen und den A k die 
bekannten Beziehungen: 

(8) a k <= A k + A l _ l t + A k _ s t* + ■ > - + A^'-^t*. <*«i,s,...«) 

Denken wir nun in (6) die symmetrischen Funktionen der Wurzeln 
von (3) als Funktionen ihrer Koeffizienten ausgedrückt, schreiben also : 

so wird die Natur der Funktionen /*„ /*„ • • f r durch die Änderung ihrer 
Argumente nicht berührt. 

Wir machen jetzt bezüglich der Exponenten p v Pg, • •• p r die 
beschränkende Voraussetzung, daß 

{io) q ^^..^ 

sei. 
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Nun setzen wir die rechten Seiten der Gleichungen (7) und (9) 
einander gleich und dann A n+l = 0, womit auch t — 0 wird, so folgt 



Jetzt differenzieren wir nach A H + l und setzen dieses gleich 0, so folgt 
ebenso ist überhaupt: 

Die Differentiationen werden in der Art ausgeführt, daß V n sich in- 
folge der Gleichungen (8) als Funktion von t darstellt, und / vermöge 
der Gleichung 

(13) A t t m +A t f- l + • • • -f A n i + A n+l = 0 

von A n+l abhängt. Die weiteren Glieder der rechten Seite von (9) 
bleiben, weil selbst die höchste Anzahl q der Differentiationen 
wegen (10) kleiner als p r und t — 0 zu setzen ist, ohne Einfluß. 

Ehe wir die allgemeinen Formeln entwickeln, nehmen wir, um 
das Charakteristische der Methode klar zu legen, ein sehr einfaches 
Beispiel: 

Für n - 2 ist 

r,~ -«,*»: 

(*) (9) 

Durch Differentiation von (8) nach t folgt: 

DL - - 4" 

und durch Differentiation von (13) mit n — 2 nach 
Weiter ist 

also (10) erfüllt und somit nach (11) und (12): 

P. - - ^ 

v,--a 1 a; + {2A\ + a,)a,. 
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Wir könnten hieraus in gleicher Art \\ und dann V h bilden, welch' 
letzteres gleich dem allgemeinen V wäre, unterlassen es aber, weil sich 
später noch eine weitere Erleichterung der Rechnung ergeben wird. 1 ) 
Anmerkung: Es ist weitaus am einfachsten und für unsere Methode 
charakteristisch, unter t die gleichzeitig mit A n + l verschwindende 
Wurzel zu verstehen, aber notwendig ist es nicht. Verstehen wir 
unter t eine beliebige Wurzel der Gleichung (13), so müssen wir, im 
obigen Beispiel, a 8 + & 5 und a* 4- b* durch « x und a, ausdrücken, in 
den Differentialquotienten / (von Null verschieden) belassen, und kämen 
dann schließlich, indem sich alles Überflüssige forthebt, zu demselben 
Resultat; allgemein ebenso, erforderlichen Falles mit Hilfe der Gleichung: 

i n+l + A x t n + A t t m ' 1 + • • • + AJ - 0. 



»-M n+l 

2. Allgemeine Formeln für P k . — Um 1\, das ist (siehe (1: 



allgemein bilden zu können, bedürfen wir der höheren Differential- 
quotienten von V m nach /, derjenigen von t nach A H + l , und zwar 
beiderlei Ableitungen für / (und A n+l ) gleich Null, und der bekannten 
sie verbindenden Formeln für die höheren Differentialquotienten. 

Was das erste betrifft, so ist der Voraussetzung nach V n auf 
die Form 

(14) V m - P 0 4 P,«. 4- \P s a* H + ;P S < + • • • 

gebracht; die Differentialquotienten von V n nach t setzen sich also aus 

denen der P k nach / und denen der Potenzen von «„ nach t zusammen. 
Die ersteren hängen von dem besonderen Problem ab, und wir kommen 
auf dieselben noch einmal zurück ('s. 3.). Die letzteren lassen sich 
in folgender Art finden. Für die erste Poteuz ergibt sich direkt durch 
Differentiation von (8) für t = 0 

[m!A k m für m<k 



k! „ wi — k 

0 „ m > k 



und um die höheren Potenzen von a k zu differenzieren, benutze 
die Formel: 

(J6) ~ ■ymbC« 4 v 4- w 4 • • •)*, 

J) Siehe die Fußnote zu dem Beispiel V^2J(abc) h in 5. 
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worin die Potenzen durch die entsprechenden Differentialquotienten und 
insbesondere die 0 te Potenz durch die Funktion selbst zu ersetzen ist. 
Ordnet man dann noch die rechte Seite von (16) nach Summen im 
Sinne derjenigen in den Gleichungen (1), (2), etc., setzt darin u, v, u\ . . . 
einander gleich und etwa gleich y, läßt die Summenzeichen fort und fugt 
statt deren die Permutationszahl der Exponenten als Faktor hinzu, 
so erhält man den Äten Differentialquotienten von yT, wenn man die 
Anzahl der Funktionen m, v, tr, ... gleich r macht. Z. B. ist 

(II -j- V + W -f Z + S) S = 2$H*lfiuf>##) + $2u*VUp#& + ßJ^UPK^S 0 

und demnach 

< 17) - 5/'Y + 6üy"yy + 

In dieser Art erhält man mittels der Gleichungen (15) die auf S. 120 
folgenden Formeln (18). 

In diesen Gleichungen ist A 0 durch 1 zu ersetzen, während ein A 
mit negativem Index verschwindet. Mit Hilfe derselben (mit n statt k) 
können wir die Ableitungen von V 9 nach t, für t = 0, nach Potenzen 
von A m ordnen, und wir bezeichnen nun die Koeffizienten derselben 
mit D 0 D l D s . . ., E 9 E l E i . . . etc., indem wir setzen: 



(19) 



Die Koeffizienten D 9 , D XJ 7), etc. setzen sich aus den Ableitungen 

der P k nach t (für t = 0) und den Größen ^ bis zusammen; 
wir brauchen für die weitere Rechnung nur einen Teil derselben 
und werden die erforderlichen Werte nachher (in den Gleichungen (23)) 
angeben. 

Um nunmehr die Differentialquotienten von t nach A u + l bilden 
zu können, brauchen wir bereits die Formeln für die höheren Differential- 
quotienten, deren fünf erste wir hier folgen lassen. Wenn Y eine 
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Cd/). = Ak - v (di^r 2Äk - ti 

= 2A t _ t A„ (^) - 4A k _,A k + 2J-. If 

Di- 

G?)r + 36 ^-»^-.^ + (5 a 8 -u 

(^)= 24 ^- 

(rf^).- 12 - A *-* A l+ ^A-.A^A^VJAl^A.+^A^Al^ 
{7J) = mA >-* A *+ *»* A *-* A >-i A l + 144^-,^ 
( -^*) = 120^_ 4 ^ + 480^_,^_,^ + 240Al_ t A> k 

/d*a.\ 

C?) ^ 3r ' 0 ^-*^ + 72fL4,_ ^ t _,^ + 12QA k _ s A k _,A k 

( d^) - 480^_ 5 ^+ 1440^_ 4 ^^;+ 1440J 4 _ 3 ^_ s Jf 
^ ^ '+ 1440^_ 8 ^_ l ^ + 480^_ l ^_ 1 , 

Cd?) ~ 600 A-r.^ + 24<XM i _ 4 ,l 4 _ 1 ^ + 2400^_,^_,^ 
+ 24WA k ^Al_ x A k + 120^;.,. 
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Funktion von t f t eine Funktion von v ist, so gelten die Glei- 
chungen 

tdY dYdt 
dv dt dv ' 



(20) 



d*Y d*Y/dt\* dYd*t 
dv* *" dt* {dt}) + dt dv 1 ' 

d'Y _d*Y (dt\* % d*Ydtd*t dYd't 
dv' — dt* \dv) +A dV dvdv* + dt dv" 

d 4 y _ rf« r /d<\ 4 , fi rf s y (dj\* d*t d* y r „ /^«\» , , rf< rf'n 

rfr* : r dt* Ur/ + Ö rft s U*/ dv* + dt* rW'V + dvdv*] 



dYdU 
+ dt dr«' 



de" : ' dt* [dvf + 1U dt'Xdv) dv* + dt s i duUrV + Up/ dv*\ 

+ °dt*rdv*dv* + dvdv*l + dtdr 6 ' 

etc. etc. 

Setzen wir die linke Seite der Gleichung (5) gleich Y, x = < und 
r = .4 - + 1 , so erhalten wir: 

!(» + ljr + n^r-^ + .-.+il.)^- + 1= 0, 

also für * = 0 

+ 1=0. 



Mittels dieser Gleichung und der vorher mitgeteilten (20), deren linke 
Seite versehwindet, erhalten wir nun sukzessive die Werte: 

'(— d i \ 1 ( — U \ 



i21) 



H 



41 4: r ^ 



1680^, 



überhaupt 
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wo die Konstanten c v Cg, . . . c w _, von A 9 _ i} A n _ if . . ., A H _ m+l ab- 
hängen und insbesondere 

c w . 1 = -2- 1 -1.3-5...(2w-3) 

ist. Setzt man nun in den Gleichungen (20) V n statt Y und J w + 1 
statt r, so erkennt man als Form für irgend einen — etwa den Aten — 
Differentialquotienten von V u nach A n + l die folgende: 

/ d l V a \ (—i\ l /d r V\ ,i /d i - l V\ a /d l - i V\ 

(22) fcd- ^ (-/). + i U4 + J( V • • 

worin die Konstanten d lt d t , ... von A n _ u A n _ t etc. abhangen und 
sämtliche Exponenten s„ s„ . . . größer als 1 sind. Für die Differential- 
quotienten von V u nach t sind in (19) die Formen angegeben. Nun 

" + i 

ist aber die linke Seite der Gleichung (22), das ist P A (siehe (12)), eine 
ganze Funktion aller Koeffizienten A v A v . . ., A m ; also müssen sicli in 
(22) alle Glieder, tcdclie eine negative Potenz von A n als Faktor haben, 
gegenseitig zerstören, man braucht also dieselben (außer etwa zur Kon- 
trolle) gar nicht zu berechnen. Daher genügt die Berechnung folgender 
Größen: 

AAAAA • • •» 
E t E 9 E A E & . . ., 

F F F 
G A G h . . ., 

etc. 

Nun folgt z. B. durch zweimalige Differentiation von (14) nach /: 

<>' y m _ <*' h , (d*h x , 2 dp t <k j, 

dt* ~ ~dt T + V ~dt* ' dt dt + ^ d<V 

also ist für t = 0: 

(5)rr*l'^-. + €U-. + GM 

+ i {(P 8 )(6^_i^ + GAn-iAl) + • • - | + etc. 
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folglich erhält man: 

n n 

In dieser Weise findet man folgende Formeln: 

n n 



^ - i CS*) .+ { A -'(h\ + a.-, + i v):_,(p.) 



0» 



/0> 



■ 

+ ^._,(j,_,(p,).+U.-(^)j, 

•■• 1SKWIV.' 

1 /*PA 
" 5 120Wf*/°' 

Soll nun z. B. P, = ( . -v -- ) berechnet werden, so ist in der •weiten 

Gleichung (20) F= F., v = A H+l zu setzen; dann wird nach (21) 
und (19): 
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A - (E 0 + E X A K + E,A\ + +•••)•], 

- 2(D 0 + A^- + + A^ 3 . + • • 0^T J 

= (A -2>U-,A) + (A~ 2A m -iDJA m + {E t -2A n - l D t )A'+..., 

indem die gebrochene Funktion: 

- 2.4 W _, D 0 + (2f. - S^.^JVHK, - 2 A m _ x V t )A\ 

welche, wie oben bemerkt, verschwinden muß, fortgelassen wird. In 
gleicher Art erhält man die folgenden Formeln, denen wir noch die 
Gleichung (11) voranstellen: 

(") +i X- (i-.).; 

[ "p, - -2DA- 1 , 



(24) 



4 = 1 



«+1 



A F k +6A m _ t E k „ + GA m _ t D k + l - V2A\_ X A +> )^" S , 



*=5 



«+1 



+ 60^_, A + , + 120^.,^., A + , - mAi^D^A'r', 



n+l 



A A + x)An-iG*+i + (ooj„_, a +1 - 1804L, A + ») 

+ (120^_ 8 A„ - 720^_ 8 ^_ 1 A +J + M0^:. ,A +9 ) 
+ (120.4. ,A, fl - |780 J,,^^.^ dßOAl_ t ] A + „ 

+ 2520^_,^_ 1 a +3 - lefio^A+JMt-*. 

Z)>V? hiermit in Bireitseluiß gestellten Glciehungssystemc (23), (11) 

und (24) sind, abgesehen von dm Differentiationen der J\, die einzigen 
in praxi erforderlichen Formeln, um V n + X aus V n abzuleiten. 

Ist V eine binäre, ternäre, überhaupt r-näre Funktion, so ist n 
mindestens bezw. 2, 3, r; also reichen die Formeln (24) aus, wenn V 
von geringerer als der 0 (r + 1 )tcn Dinunsion ist, vorausgesetzt, daß 
die A> • • • A hinreichend weit (falls erforderlich *) weiter als in (23) 
angegeben) berechnet sind. 

1) Dies Erfordernis tritt nur ein, wenn r = 2, und V die 11t« 
überschreitet. 
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n 

3. Die Differentiationen der P k . — Zur Ausführung der für die Bo 

nutzung der Gleichungen (23) nötigen Differentiationen der P k nach t 
(wobei schließlich t =» 0 zu setzen ist) stehen zwei Wege offen: ent- 

weder man differenziert P kf welches aus einer Summe von Produkten 
der Form «*tf|a£... besteht, mittels der gewöhnlichen Regeln für die 

Differentiation von Produkten (siehe Gleichung (IG)) und benutzt dabei 
die Gleichungen (18), wobei aber die (m -f- l)te Differentiation nicht aus der 
mten abzuleiten geht, sondern direkt ausgeführt u erden muß; oder mau 

entwickelt P k mittels (8) nach Potenzen von t, wobei man aber nur 
bis zur mten Potenz zu geheu braucht, wenn nicht mehr als »i Differen- 
tiationen auszuführen sind. 

Wir fügen ein (ziemlich kompliziertes) Beispiel hinzu, damit der 
Leser sich selbst ein Urteil bilden könne, welche Methode im gegebenen 
Falle vorzuziehen ist. Es sollen die drei ersten Differentialquotienten 
von a 5 tt*«f für t = 0 gebildet werden. 

Erste MeÜtode. Wenn die Akzente Differentiationen nach t bedeuten, 
so ist 

d\^°l«l> _ <<al + u ^y al + «„**(«*)'" + 3«J(«;'(«J)' + «;«)") 

+ 3«j(«;'W)' + «.wn + + (<)'«)") 

+ 6«;(«j) '(«?)', 

demgemäß für t — 0 mit Benutzung der Gleichungen (18): 
-f 3^1(2^4, • 3^J^, + A t {6A t Al + 6vl|yl 4 i) 

+ 3^(2,4, • 2A,A,+ .4,(4,4, J 5 + 2A\)) + 'SA z (i<SA t A\+ 6A*A 4 ) 2A,A 4 
+ 3^,4,(4.4,4. + 2,4*)) + QA t • 3^,4, • 2A & A t 

and gehörig zusammengezogen: 

+ 3^|^^« + ^} + 5 JJ^J + 12^*4, + ^M! + ^MO; 

in gleicher Art ist 

+ 2«,(«J)'(«I)' 
and somit: 

(^) - 2,4^,4* + ^»(6.4, ilj + ß^MJ + ^^2(4^,^+2^) 
°+ 2,4, • 3A]A S A* + 2,4,,4» • 2X^ 4 + 2,4, 3,4*,4, • 2,4^ 
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also 

- 2(4 J^f + G^^f. + SA\A<A\ + 8.4*^ + A,A\ 
°-f 2 A t A\Ar)\ 
und endlich: 

(^frV ^ A * Ä i + * Ä l A l A t + *444- 

Zweite Methode. Es ist, immer bis / a : 
« s = A s -f ^< -f j4,< 8 + t 3 , 

a> = (A i +A i t + A i t' + AS + Al + SAtAlt+iZAtAl + SAlAJt* 

+ (3^4} + GA t A 9 A t + ^J)<» + • . . 
«I = U 5 + yl 4 f + .V 8 + A t r 5 + • • -) 8 = 4 + 2A,A h t + (2^ 6 + ^)/' 

+ (2^ + 2^)!» + ..., 

hiermit: 

«Ja« = ^ + &A t A\A\ + 2^J + (3^MMJ + 3^44 

+ 8 4, yi» + jij) + (3 A x A\A i + 6 ^, J 4 ^» + A\ A\ + 8 ^ ^ 
+ 5 ,1,^1+ 12^^^)^ + .-, 

Multipliziert man dies noch mit a 3 , so ist der Koeffizient von <*: 
GA^AIA* + 9/l^^ 4 ^ + + 16 J 8 ^ 9 ^^ 5 + ÖA\A* 
+ 12^»i4 R + ZA\A\A\ + A^J + 2^,^*^ + = C s , 
Koeffizient von * 8 gleich 6^,^* + 3 4* + 8A\A*A & + ^,,4* 

+ 2^^ + ^^«-^, 
Koeffizient von / gleich 3^^*^» + 2A t A*A rj + A t A\A\ = C\, 

also ist 

(c^-oq; r^.-^ w , *).- t « 

und diese Ausdrücke stimmen mit den obigen überein. 

Ist nun V n , auf die Form (14) gebracht, zur Weiterentwickelung 
vorgelegt, so sind zuerst die Differentialquotienten: 

("£).. * ? i; ('?)., * ? 2; (*?)., 3 et. 

zu berechnen, dann mittels (23) die Größen I) k , E k , F k , . . . zu bilden, 

»+« 

und schließlich sind mit Hilfe der Gleichungen (24) die gesuchten P 4 zu- 
sammenzusetzen. 
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4. Schrittweise Verminderung der liechenoperationen. — Mit wachsen- 
dem Index n wird die Dimension von A n immer größer, also der höchste 
Exponent von bez. von A H + if immer kleiner; demgemäß wird die 

Anzahl der Größen P k und P 4 immer geringer und daher die Rechnung 
von Schritt zu Schritt immer kürzer. Ist man hierbei zu einem n = v 
gelangt derart, daß die Dimension von A\ bereits größer als die- 
jenige von V ist, so wird die weitere Rechnung sehr einfach. Dann 

ist nämlich P t bereits Null, also geht die erste (2.'J) in 



und die erste (24) in 



•+ i 



über; dann ist also 



(25; 



"t 1 /dP, 



Selbst wenn F w bis w = v einschließlich nach einer anderen 
Methode gefunden worden ist, kann man bequem die für ein beliebig 
großes n noch fehlenden Glieder mittels der Gleichungen (25) berechnen. 

5. Beispiele. — Eine Klasse von symmetrischen Funktionen, auf die 
sich unsere Methode immer anwenden läßt, ist: 

(26) F=JX«,« S . ••«,)', 

worin r und p beliebige positive ganze Zahlen sind, denn die 
Bedingung (10), in welcher 

Pi = Pt Pr = P 

zu setzen ist, wird hier erfüllt, weil für den Minimalwert r von n 

P1+P1 + VP r r 

— V+l = r + < P 

ist. Dieser Klasse gehört das Beispiel 

(27) K=J?(a6c) 6 

an, welches vollständig durchgeführt werden soll. 

In diesem und den folgenden Beispielen bedeuten A v A if . . . A H 
immer die Koeffizienten derjenigen Gleichung, für welche die symme- 
trische Funktion V = V n gebildet wird. Tritt nun noch ein Element 
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hinzu und soll für diese n + 1 Elemente dieselbe Funktion, also jetzt 
F„ + 1 , ermittelt werden, so bat man, zum Zweck der Berechnung, a 

in F„ statt A geschrieben zu denken. Da aber nun wieder P 0 aus V 9 

hervorgeht, wenn die a darin durch A ersetzt werden, so bleibt V n 
formal unverändert, und in diesem Sinne beginnen die Gleichungen in 
folgender Art: 

r M + 1 =n + -" 
Für unser Beispiel ist zuerst n *= 3 und 

(28) V = V s ^(abcf = (abcf, 

(29) F, - - AI 
also 

S 3 S S 3 

A-P.-P.-P.-O, P 6 = -120, 
folglich nach (23): 

A-A-A-o, A- i4,-. A-<>; 

- 4.-i^.-.A - - 120^^, F 4 - {4,_,P fi - - 30, 
*;-<>; G^^.A-O, G ß «7/ ft -ü. 
Somit wird nach (24): 

'A—A^i-a^S, 



(30) 



P 4 — 0 für A 3> 4 gemäß den Gleichungen (24), in Übereinstimmung 
damit, daß A\ von der lGten, also von größerer Dimension als V ist. 
Daher haben wir nach (7): 



(31) 



V A - K, + P,^ + -;- P 8 ^ + \ P,A\ - - ^ + r^M, 
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Jetzt ist w = 4 zu setzen, und es folgen nun aus (23) mit Benutzung 
von (30): 

A - H- A^l + A = 5(- -MaA - ^ + 2^ä), 

A = 5(^+2^); JS; - 10(- ^vl* + 5^vl 9 ), J? 3 = 30.4 i; 
P, - 60. 

Hieraus 

lp, = - 10(vM* + A\A S - SA^A S ) + 30^,4,, 1\ = - GU. 
(33) F.-K 4 + A^ + J -P.^+i-^S. 

In gleicher Art findet man sukzessive: 



(34j 



(38) 



P, - - 5 (2 A x A t A 3 - AI - A J) vi, - f> (2 vi , vi* - 3 A \A t - A t A 3 ) vi 4 
- KLV1 4 + 5(3^1, - 4A t A s - 2A\ + 3vl 4 )vi,; 

P, = 10(3^,^ s - 2vlJ - vi,); 

[^-5;3^ 1 Xj|^ s -^*~(ylj[ + 2v4 t )yl*-(2J^-3^-yl 1 ^3)J 4 
( 3,i ) ! - vi* - (4^ - A\ - 3vl,)vl 6 + (3vl* - 2vi s ) vi 6 }, 

|P,=-10^; 

(37) 7,-7. + ^^ + -^,^. 

P, - 5 { vi, vl| - 2 vi« vi, vi, + 3 vi, vi* - 2 ,1 } vi, + (A] + A , vi, 2 vl 3 ) vi 4 
-(2^-3^)^-2^^ + ^}; 

(39) F.-r. + A^- 

Von hier an wird die Rechnung sehr leicht, denn es lassen sich 
die Gleichungen (25) anwenden, und wir erhalten: 

(40) I A - m a aa - m\ + *\*t + *i - *i - *w + ^) a 

+ 3A i A 5 + A<}, 

(41) io v.-y. + p.^, 

(42) P, - 5{vi;vl, - 2vl,vl|- 2vl*vl 3 + 3vi 8 vl 3 -f 3vl t vl 4 - 4,1, } , 

(43) V X .-V. + P X A W 

und Phyiik. III. lUih«. IX. 9 
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(44) P, = - Ö{A* - 3^4* A t + 2A X A S + AI-AJ, 

(45) i# ^-n.+p^u, 

(46) P l -b\Al-2A l A 9 + A t ), 

(47) K I8 =F ll + iU s , 
(*0 ^--Öliii-J,), 

(49) r tl -F lf + £4», 

(50) 

(51) F 14 = F 18 + P^ U , 

(52) P t - - 5, 

(53) K^F^ + P,^, 

Für n > 15 ändert sich die Form von F„ nicht mehr. Hier läßt 
sich für die Zahlenkoeffizienten eine interessante Probe anstellen. Setzt 
man nämlich für irgend ein n von n — 3 an bis n = 15 

r 

4 t = ^ = • • • = 4. = 1, 

so sind die betreffenden a, 6, c, ... die Wurzeln der Gleichung: 

a* + H + * + 1 t -0 

oder die (n -f l)ten Wurzeln der Einheit mit Ausschluß von x = 1 ; 
daher sind für jedes w, dessen Nachbar n + 1 prim gegen 5 ist, 
o 5 , 6 5 ; c 5 , ... dieselben (w -f- l)ten Wurzeln in anderer Reihenfolge, 
daher: 

(54) V, -2(abcf -2\«l'o) A, 1. 

Betrachten wir nun die Fälle n = 4, 9, 14. Für n = 4 ist 

1, 

also 

(55) K, - (4), _ 4. 

Für n — 9 sind die 9 in Frage kommenden Wurzeln: 

x «=- — 1 , # «= cos ■ - - ± / sin 



Digitized by Google 



Zur Bildung der symmetrischen Funktionen. 131 

also ihre 5ten Potenzen viermal -f 1 , fünfmal — 1 , folglich Wurzeln 
der Gleichung 

(5 - i)*(s + 1)> - (6 + - iy - v + 1 8 - 4|' - 45« + • • . - o, 

daher, wenn sie als % lf £ s etc. bezeichnet werden, 

(56) P.-2W'-^«.-4. 
yt endlich n = 14, so haben a 5 , 6 6 , ... die Werte 

y 2** , . . 2** 

4 = C08— ±ISm - -• (*=!,«,..., 7) 

Bezeichnen wir nun die beiden komplexen Kubikwurzeln der Einheit 
mit « t und so sind die jj die Wurzeln der Gleichung 

({ - a,)>(i - - -«-«,)«- «b) I « - «.)(6 -«,)($- 1) ) 4 
-«'+«+ i)(5> - l) 4 = £"+ 6"+ 4{» 0, 

also 

(57) r.-2<.«^f-2<!ht,U-*- 

Wird aber in den Ausdrücken für V n die Einheit an Stelle der A v A t , 
• • A m gesetzt, so entsteht die Summe der Koeffizienten. Dieselbe ist 
also gemäß den Gleichungen (54) bis (57): 

= 4 für n = 4 oder 9 oder 14, 

= — 1 für jedes andere n, 

daher ist die Summe der Koeffizienten in 

A + iÄ + iA + .vd.i.inr.-r^ 

5 für n - 4, 9, 14 
-5 für» = 5, 10, 15 
0 für jedes andere n. 

Mittels der Ausdrücke (30), (32), (34) etc. kann man sich von der 
Richtigkeit dieser Behauptungen leicht überzeugen. — Ähnliches gilt, 
wenn p in (26) gleich einer anderen Primzahl genommen wird, während 
für p als zusammengesetzte Zahl die Resultate sich komplizieren. 1 ) 

1) Der Vollständigkeit wegen führen wir noch das sehr leichte Beispiel aus 1. 
V = £a*b* zu Ende. Es war gefunden 

V^-A, Al + (iA\ + A,)A, 

s 

also P, = 2vi? -f A t \ demgemäß nach Gleichung (26) 

ei).-" *--$).-+• 

und daher 

V--A t Al + (2 A\ + AJAi -t>A x A. + 6,4,. 

9* 
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Folgendes Beispiel soll nur begonnen werden: 
also ist: 

r„-(a + 6)(a6y, V % = — A X A\, 

daher: 

k-k -*•-<>, P 7 = -A 

Unsere Formeln (23) reichen fttr den ersten Schritt nicht aus, da sje 

Fl 

nur bis F ; , gehen und die Gleichungen (18) ebensowenig, da sie nur 
bis u\ gehen; wir müssen also a,a] direkt differenzieren und zwar ein- 
bis fünfmal, da F s von der Form 

f, = P„ + P, A, + x P,A> + \ P,A\ + £ P t Ai + i P„A\ 

3 

ist, wobei P 5 konstant wird. 
Nun ist 

+ 35 (ilj + ±A\t + •••) + 21 + •••) + etc. 

Dadurch findet man leicht 

(^.-T^iiS; (^-14(^+3^;^; (^.-42(6^^ + 6^}^; 

). * 108 ^ + 15 ^ + bA i A & 
C£$). = 840(15^^ + 20^ + 3^}^|), 
und ferner, da a l = A x + t ist: 

(58) = + 3 ('^ i - Ai ("«l + 4(-i) >: 

Ordnen wir diese Ausdrücke nach Potenzen von A^, d. i. A r so finden 
wir unmittelbar die Größen D i (k^ 1), E k (Jc^2), F k {k ^ 3) etc. 
gemäß der durch (21) angegebenen Bedeutung derselben, und zwar: 

^-^-0,J5 4 -0, E 5 424», £ 6 284, 0 

(59) { F>-0,F A 21(M{, Ft—MSAl F e --42, F, = 0 

G 4 — 3360,4*, tf s 15124, G 6 -0, G ; - 0 

tf 6 2520, £,-0, fi 7 - 0. 
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Nunmehr können wir die Gleichungen (24) anwenden und erhalten 
mittels derselben: 



(60) 



}. — A x A\, F x = {lA\ + A t )A\, \t> % --(UA\ + \?>A,)A x A\ 
\ P, = {1A\ + 30^.4, + GADA,, ,\ £ {9A\ + 19 A,)A X , 



1 A = 3. 



120 



Weiter ist nun « =- 3 zu setzen, und es wird: 

K + i - V, = V, + P X A, + \P t A\ + \P % A\. 
Man muß nun folgende Differentiationen ausführen: 

3 9 3 

/dP.\ fä*P k \ /d'^tX 

findet dann mittels (23) die neuen bis Z) 4 , J? s bis 7? 4 , i*, und F Af 
während D & , £5, F & und die anderen Größen verschwinden, und dann 
wieder mittels (24) folgende Werte: 

P, = - {1A\ - $A t )A x A\ + (214} + 4A\A t - hA\)A\A z 
- (TA* + 524*4, + 24*)4 1 4» + (464» + 44,)4:j; 
f jp f - - (1A\ - 2A\A t + lOADA.A, + (294} + 264*4, + 64|)4, 

-50^4*; 
1 P, = - 224} + 44,4, + 134 s . 

Die folgenden Entwicklungen (für n > 5 bis n = 15) sind genau 
nach der Art und Weise des vorigen Beispiels auszuführen, was hier 
jedoch unterbleiben soll. 

6. Ausgeschlossener Fall. — Fügt sich q, das ist die größte in 

Pl+ ~n Xi ' + ~ euthaltene g» 1126 Zahl > nicht der Bedingung (10), 
ist also 

(61) ? > Pr, 

so sind die Darstellungen von K„ +1 durch die Koeffizienten der 
Gleichung (5) auf Grund der Darstellung von V n durch die Koeffi- 
zienten der Gleichung (3) umständlicher, weil eine oder mehrere Hilfs- 
funktionen, aber, wie wir sehen werden, meistens nur unvollständig, zu 
entwickeln sind. Wir wollen diejenigen Fälle, in denen die Bedingung 
(10) gilt, als die fügsamen, diejenigen, bei denen die Beziehung (61) 
an deren Stelle tritt, als die unfügsamen bezeichnen und uns zur Be- 
sprechung der letzteren wenden. 
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Wenn (61) besteht, können mehrere der Zahlen p r , p r _ ly p r _ :t ••• 
kleiner als oder gleich q sein; eine derselben greifen wir heraus und 
nennen sie g. Wir setzen nun die rechten Seiten der Gleichungen (7) 
und (9) einander gleich, wodurch wir erhalten: 

n+l n + 1 » + I , n + l 

(62) P 0 + P t A.„ + 4 P,A\„ + ■■■ + l,P,A Ui 

- v, + JEfiffa, «,,••■ «.)• 

Diese Gleichung differenzieren wir o*mal (d<.g) nach A H+l und setzen 
dann A H + l und t gleich Null, so kommt: 

(C3) C<;X + 2täj« f >"» ■ ■ • «■»}. ■ 

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung wird erhalten, 

wenn man die Größen J) k , E k etc. wie bisher aus den Gleichungen (23 > 

berechnet und ihre Werte in die Gleichungen (24) einsetzt, nachdem 

,,-fi H +i / dV \ / d* V \ 

auf deren linken Seiten P t , P a etc. durch f d A " 1 , bezw. I dÄ i n 1 etc. 

\ » + 1/0 \ » + '/o 

ersetzt worden sind. Die Glieder der Summe, für welche p { > o* ist, 
verschwinden, diejenigen, für welche ^ ö ist, verschwinden nicht; 
eines der letzteren p { sei q, so daß 

(64) 7 ^ * ^ P 

ist, und der Koeffizient von W werde mit W n bezeichnet. Dann ist 

der in (63) auftretende Differentialquotient von \V n zu bestimmen. 

Derselbe ist nach bekannter Formel aus denen von und von W n zu- 
sammenzusetzen. Ist nun die Entwicklung: 

(65) K +i - &V<2U. + 1 + 2 V4^ + t + 3! "^ s . + i + • • ' 

bekannt, worin die ^ eine den P t in (7) entsprechende Bedeutung 
haben, so ist (s. (10) und (11V): 

und daher 
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worin die Differentialquotienten von /<• in bekannter Art (vergl. (16) 
und nachfolgenden Text!) und mit Hilfe der Gleichung (21) zu bilden 
sind, z. B. 




und Oberhaupt 



Die Funktion W, deren Entwickelungskoeffizienten Q k mit diesen 
Differentialquotienten multipliziert sind, nennen wir Hilfsfunktion; sie 
braucht nicht vollständig berechnet zu werden, einmal weil nicht alle 



Q k von k ==» 0 bis k = q erforderlich sind, und zweitens, weil in den 
Produkten] ü) Qkf deren erster Faktor nach negativen Potenzen 



von A m) und deren zweiter Faktor nach positiven Potenzen von A n 
fortschreitet, nur die ganze Funktion von A M beibehalten werden darf, 

da bei der Berechnung von ( — \ in der oben angegebenen Art dies 

auch geschehen ist. (Vergl. 2. hinter Gleichung (22)). Hierdurch 
wird die Rechnung oft wesentlich verkürzt, was durch die nachfolgenden 
Beispiele leichter als durch allgemeine Darlegungen veranschaulicht 
werden wird. Dabei kommt als günstiger Umstand hinzu, daß zur 



rechnung von l) k (mit ausnahms weiser Benutzung dieser Bezeichnung) 
■ 

nur D k , wo /* > k etc. 

Mit wachsendem n verkleinert sich q\ es werden also immer weniger 
von den Exponenten p rt p r _ lf p r _ if • • ■ kleiner als q sein und daher 
nach und nach immer weniger Glieder unter dem Summenzeichen in (63) 
zurückbleiben, bis die Summe ganz fortfällt; audi die Hilfsfunktionen 
/ju^ •••«„) sind nur bis zu demjenigen n, für welclies noch p f ^q ist, zu 
berccJineti. Ist allerdings p r -= 1, so bleibt dies Glied der Summe 
während der ganzen Rechnung bestehen, und ist die Hilfsfunktion 
deren Faktor t ist, vollständig zu entwickeln. Doch soll eine auch in 
diesem Falle bei einem gewissen n beginnende Erleichterung der 
Rechnung, die durch Gleichungen analog den Gleichungen (25) in den 
fügsamen Fallen charakterisiert ist, nicht unerwähnt bleiben. Man ge- 
langt nämlich bei fortgesetzter Rechnung immer zu einem n (n =» v) 
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derart, daß der Grad (das Gewicht) von V n kleiner als 2n, also kleiner 

als das Gewicht von AI ist. Dann hahen nur noch P,, P lt P„ etc. 
von Null verschiedene Werte; folglich ist die Gleichung (63) nur für 
6 =* 1 anzuwenden und geht, da alle Glieder der Summe, für welche 
p. > 1 ist, verschwunden sind, in 

über. Nun ist aber, gemäß oben angegebener Rechnungsart 
und nach (23), da P t> , gleich Null: 

n 

ferner ist auch, da W von geringerem Gewicht als V ist, Q s etc. schon 
verschwunden, also wird schließlich 

(TO) "£--((«■).+ «•)• <»^> 

7. Beispiele. — Die folgenden Beispiele gehören den unfügsamen 
Fällen an. Zugleich wird gezeigt, wie man sich in praxi die Tabellen 
von Meyer Hirsch und Fad di Bruno, welche alle symmetrischen Funk- 
tionen von der Form JPa* 6 ft c p * • • • bis zum Gewichte 10, bezw. 11 
einschließlich enthalten, nutzbar machen kann, wenn das Gewicht der 
vorgelegten Funktion größer als 11 ist. Wir bedienen uns dazu eines 
Kunstgriffs, der am bequemsten an den Beispielen selbst erläutert wird. 

Sei als Beispiel V -^V&V*/ 2 vorgelegt. Wir können V A direkt 
durch die genannten Tabellen erhalten, wenn wir 

setzen, da die Summe eine symmetrische Funktion vom Gewicht 10 

ist. Wir können mittels der Tabellen alter aueh V b erhalten. Wir 
setzen nämlich 

(71) t-^,. ;e- A ;'); 
dann wird aus der Gleichung 

(72) jr> + A t x* + A^ + A t x* + A A x + A b = 0 

1) Statt a, ß, y, • • • sind bei Bruno die Bezeichnungen a,, a„ • • gebraucht. 
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diese: 

(73) £ 5 + a x I 4 + + + « 4 £ + % = 0, 
wobei 

(74) o, = A t , <i? - ^„ a 5 = ^{^, « 4 = A\A lf a 5 = j4{, a <((>6 , = 0. 
Wegen aßyds •= — — — A* ist: 

also — AlV b =°2lßY 9 ~fi* £rj °^ er * n gebräuchlicher Schreibart 

Die rechts stehende Funktion ist vom 11. Grade, findet sich also bei 
Bntno und hat unter Fortlassung der in « 6 , a lf • • • a„ multiplizierten 
Glieder den Wert: 

(76) 2<*Py** - - «? a > rt »«* + 3«J«5 + 3 «?«I«5 + 2af a 3 a 4 + a t a\a A 
— 8a l a i a* + 2a,«* — 4a\a 3 a 5 -- 6a* u & + 7o 1 a,a s « 5 — 6a*a 5 — ^a^a^ 
4- 18«,a 4 a 5 — 9a, ag — 7aja 4 a e + • • • 

Setzt man hierin für a x , • • • a 5 ihre Werte aus (74) ein, so erhält man, 
nach beiderseitiger Forthebung des Faktors (— A«) den Wert von V b \ 

wobei 

F 4 - (,4^, - 3 AI) A' 4 - (HA* - 4^MJ; 

(78) A - - 2,1, + 6,1» + (*A\A 9 - J, - !A t A 9 )A A + 2,1, .4*; 
{ P 2 - - 2,4».4 S + 6i4J - 18vl,yl s + 9^ 4 . 

Für die Werte w = 5 und 6 wird die Große q in (10) beziehungsweise 
= [y] und ["], d. i. beide male — 2; somit ist die Bedingung (10) für 
diese Werte von n nicht erfüllt, und wir bedürfen einer Hilfsfunktion, 
von der wir jedoch so wenig wie möglich berechnen wollen. Sie ist: 

(79) W-yaWc* 
und 

ferner, gemäß (63) mit r = 1 : 
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Für 6 = 1 verschwindet der zweite Summand auf der rechten Seite, 
fflr 6 = 2 ist nach (67) 

/ d't* \ 2 

und daher, wenn wir 

W» - 4 +5,4 + i Qt^l +£ 4^ 
setzen, nach (66) und den Anweisungen der Nr. 6: 

Also ist nach (80) für n > 5: 

(82) (/£;): 

Nun ist vom Gewicht 12, also direkt nicht in den Tabellen ent- 
halten, aber für die Gleichung vierten Grades vermöge der Substitution 
x = 4/£ nach der vorhin entwickelten, durch die Gleichungen (71) ff. 
dargestellten Methode herstellbar, und zwar 



(84) 



4 = 4441 - 34; 4 - - 3444 - 44 + 1144; 



{ Q t - 544 - 1044 - 44; j & - 8. 

Von diesen Ausdrücken bedürfen wir zur weiteren Rechnung nur 
der beiden letzten, und es ist nach den Formeln (23) und (24) mit n = 4: 

4 

4 = 24 + 224; 
und ebenso das neue 6 

*-*{»)-*. 

(86) 4 = 24. 

Die Differentialquotienten un & ( -f-ii" } werden (siehe 6.), 

\ tlA m+i'o \ aA n+i/<, 
ebenfalls nach den Formeln (23) und (24) berechnet. So entstehen 

Cr2)r 5 4^14 - ( GA l + 9 4MS + ( 23 44 - 244 - <^S)4 
- 204 + (1044 + 24 + 94)4» (d'$r 24 - 364- 
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Somit nach (81), (82), (83) und (85): 

P, = hA x A\A % - {6A\+9A i )Al-\-(2^A l A s - 2A\A S - 4A$A 4 
(87) -2OA\ + (10A 1 A 9 + 2A' l + 9A 9 )A i , 

iP t - 12 A t - 17.4?; F 6 = V b + P\ 4, + \ P t A\ 
und in gleicher Art mit Hilfe von (86) 



'88) 



P t - - 6^ Jj| + (4^f^ + 17yl|)^ 3 - 2A,A\ 

- (2XA.A, - SA a )A, + (18.4? ~ A^A,)A b + 22A l A«. l 



Von hier an bleibt JF„ unberücksichtigt, da ^, für w > 7 verschwindet, 

(ebenso auch P, für n > 8), und wir erhalten in gleicher Art, wie bei 
den fügsamen Fällen, folgende Resultate 1 ): 

P, - (IM? - l2A t )A'-(4A* + YlA x A t )A t - i\A\ 
+ (Sil? + 56yl,)^l 4 - 15^ - 3(L4« ; 

P, = (31 vl t ^ - 18/1») A s + (26/1? 27 ^,)J 5 - 47 ^4* + 51 il 4 ; 

10 

P, = 18/1? - 34/l?.4 8 + 22^.4, - 4.4? - 4^ 4 ; 
p\ - - 38/1? + 54/1, A t - 18yl 3 ; P, = (\0A\ - 36/l 3 ; 

13 14 

lP, = -84.4 i; P.-84. 
Und V, d. h. V m für beliebiges n, erhält den Wert 

_ _ 8 9 14 

(90) V - K 7 + + P, A + • • • + P l A u J) 



(«9) 



9 

1) Von P, an treten bei der Berechnung die uleichungen (25) in Kraft. 

2) Ursprünglich hatte ich die Absicht, noch andere instruktive Beispiele und 

zwar ^>\fibc) h d, N («tc) s (rfe)*, y $>a b b*c a d t e hier folgen zu lausen, doch verbietet 

mir die Rücksicht auf den schon sehr in Anspruch genommenen Raum des Archivs 
die Ausführung derselben. Nur sei noch die Mitteilung des Resultats für 

gemattet. 

P, = (- J, A t A 9 + S + (S - 
i = 3 J, Al-4A\A t -bA t A B , i P, — 6. 
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Zum Schluß lösen wir, des Vergleichs wegen, zwei bereits von 
Serret 1 ) behandelte Aufgaben. 

1) 7=^0,0,...^)' 

und 

2) V=2(a i a i ...a fi ya /l + l a ti+s ...a ft + ,. 

Ad 1) Für n = tt ist _ 

V n = Vfi = /4*. 

Dann ist 

Vp + i = A,, + P,X^ + 1 , 

während A* + i von höherem Grade als V ist, also nicht mehr vor- 
kommt Nunmehr ist nach (12), (21) und (18) 

m 

P, = (8 ,4, /4, — 9 A S )A\ - (4.4, Al + bAlAt- 20 .1, .4 S ) .4, — 4/4, A\ 
+ (31/4,.4, -4/l|-24.4 4 )/4 6 ; 
^P, = 5.4»-24/4,/4,. 

F T = K 6 + P,/4,+iP,/4?; 

, P, = (8/4» + 13,4,)/1» - 7/1, A\A t + (15,4» ,4, - 8/4| - 66^1, A t )A t + 48/4J 
+ (15.4, A, - 12 A\ - 16 J,M 6 + (26/1« + 12/l,)/4 4 ; 

JP, --31/4,. 

P, = 12,1, A\ - (21 .4M, + 28^)4, + 29 vi, AI + (48,4, A, - &A\ - 32A t )A t 
- (23 A\ - 32/1,) .4 5 - 24 A t A* + 24 A 7 . 

' P, =(- 26 J» + 2ZA t )A* + (88/4» + 9.4, /!,)/!, + 9/1« - (19/1» + 104/1,)/1 4 
+ 53/1, /l ft + 36/! 4 ; 

10 

Pj = — 78/4, A\ + *2A*A 9 — 100 A\A^ + 136J,/1 4 + 104 ,4, A t — 140J ft ; 
ll 

. P t = - 60/4« + 152/4« /4, — 62/4, /4 S - 28/1» + 8/4 4 ; 

P, = 126^J-240^,/l f + 72/4, ; P, = — 198/4» + 204/4,; 

14 1!) 

P, =276.4,; P, = — 360; 

V F=V; + P 1 /4 9 + P t /4 ie + . +P,.4, 5 . 
1) Algebre tup^r. I § 176. 
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and von nun an lassen sich die Gleichungen (25) anwenden, welche 
uns geben: 

- (§').- - 2A *-> etc - 

und 

(91) V= A* — 2A ft - l A fi + l -f 2^_ a X A<+ a — 2A ft - i A tt +i ± • • • 

bis die Reihe, bevor der erste Faktor des Produktes A ft _ k A ft + k einen 
negativen Index erhält und deshalb verschwindet, abbricht. 

Ad 2). Die vorgelegte Funktion gehört zu den „unfügsamen 
Fällen", wir bedürfen also bei der Lösung einer Hilfsfunktion. Ferner 
ist n mindestens gleich fi -f v, der Grad von V ist 2fi + v, also kleiner 
als 2n, daher tritt von vornherein die Gleichung (70) in Kraft. 

Sei zuerst v — 1, —J^X«! . • • ^ ft ) i a f , + i\ dann ist für n — p + 1 : 

(92) FÜ+i = (- WM- ^ + + i - - 4-4. + i, 
also 

und die Hilfsfunktion ist hier 

(93) = 
also 

(94) W h + 1 ~A*-2A fl - 1 A fi + l , 
demgemäß nach (70) 



*.-*.- + u ).- 



,4 > 



A* 

also, unter Fortlassung von 

Für n = fi + 2 folgt ebenso 

W n = —^'(«l • • • rt >«) 8 > 
Wp + s = A* — 2A fl - l A /i + i + 2A /t -. t A M + t t 

Und dann 

A. + S 

in gleicher Art erhalten wir allgemein 

(95) s — A f A *+* + — 5^_ 8 ^ +3 ± 

+ (-l)» +l (2^ + l)V f ^ #1+f+1 . 
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Nunmehr ist v = 2 zu nehmen; dabei wird die eben in (95) entwickelte 
Funktion zur Hilfsfunktion W f und es kommt, nachdem zuerst n = p + 2, 

F n = + A fi A fl + i entwickelt worden, in gleicher Art ohne jede 
Schwierigkeit: 

(96) KJ» +1 + e - A^, - <M„_.4. + » ± • - 

Aus den Gleichungen (95) und (90) schließen wir per analogiam auf 
die allgemeine Form: 

(97) - (- lyiA^+r - + AVi^+t+i^ • ■ ' 

Darin sind die p unbekannte Konstanten, von denen wir nur wissen, daß 

(98) j5 f = 2p+l 
ist. Die Hilfsfunktion ist 

worin: 

(99) n =- f* + v + p. 

Um JK W aus (97) zu erhalten, haben wir v — 1 statt v zu setzen, aber 
da w denselben Wert behalten muß, p + 1 statt p; also wird: 

(100) **'„=(- ^"'M^ + '-i -Vi^-i^ + r ± ' * " 

+ (- i) p+, 7v,^-,_i^ + , +P }. 

Aus (97) entnehmen wir 

(101) P,=(-iWyW 

daher wird nach (70) 



(102) 1>, - (- l)'***'^.,.,^, +V t+1 ); 

setzen wir aber in (101) p -f 1 statt p, um n in n -f 1 übergehen zu 
lassen, so folgt ein Ausdruck derselben Form, wodurch die Richtigkeit 
der Annahme (97) erwiesen ist, und gleichzeitig durch Vergleich mit 
(102) die Gleichung 

f »■ »■- 1 

oder 

(W3) iv-v.-'iv 



Digitized by Google 



Marcel Grommakn: Metrische Eigenschaften reziproker Bündel. 143 

aus welcher wir mit Hilfe der Gleichung (98) die Konstante p be- 
stimmen können. Setzen wir in (103) 1, 2, . . p und addieren, 
ao folgt 

P f - 1 +Pi+J>t + HiV 

also ist nach (98): 

und daher ) 

P = o 

schreiben wir dafür: 

» 9 p(e+J)(p + 2) + 2) 

" 123 1-2 * 

♦ 

so können wir leicht weiter summieren und erhalten: 

n D o P(f + t ) ---(P + >- !),(*+ 1)0 + 2) . . . (p + v - 1) 
7 e 12. . . * l • 2 ...(»- l) 

oder 

J f = 2fo + v-l), + (<>-f i>-l),_ r 

Mittels dieses Ausdrucks, worin q — 1, 2, . . ., (> zu setzen ist, gibt die 
Gleichung (97) die Lösung der Aufgabe. 

Juli 1901. 



Metrische Eigenschaften reziproker Bündel. 

Von Marcel Grossmann in Frauenfeld (Schweiz). 

Die fokalen Eigenschaften reziproker (korrelativer) Figuren unter- 
scheiden sich von denen kollinearer Figuren wesentlich dadurch, daß 
bei reziproken Figuren sich Elementargebilde entsprechen können, die 
mit ungleichartigen Maßbestimmungen ausgerüstet sind. In zwei rezi- 
proken Räumen entspricht jedem Punkt des einen eine Ebene des 
andern. Die Frage nach denjenigen Ebenen des Punktes, welche gleiche 
Strahlbüschel tragen wie die entsprechenden Punkte in der entsprechen- 
den Ebene, ist leicht zu beantworten. H. J. St Smith hat in einer 
kurzen Note 1 ): „On the Focal Properties of Correlative Fiyurcs" einige 
Andeutungen über seine Resultate gegeben. Weil ein Strahl des 
Bündels elliptische Maßbestimmung aufweist, sein entsprechender Strahl 
in der Ebene aber parabolische, so ist die Frage nach den „gleichen" 

1) Proceedinga of the London Math. Society, vol. III (1869). 
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Marcbl Grossmann: 



Ebenenbüscheln und Punktreihen nicht so ohne weitere Festsetzungen 
zu beantworten. Ahnlich liegen die Verhältnisse bei zwei reziproken 
Ebenen; anders dagegen bei zwei reziproken Bündeln, denn hier hat 
man nur Elemente mit elliptischer Maßbestimmung. Es sind also 
gleiche Büschel in doppeltem Sinne in beiden Bündeln zu erwarten. 
Dieser Fall scheint noch nicht behandelt worden zu sein. 

Es sollen nun im folgenden die metrischen Eigenschaften rezi- 
proker Bündel dargelegt werden; insbesondere wird gezeigt worden, daß 
sich auch auf reziproke Bündel der Begriff der „Charakteristik" der 
ebenen zentrischen Kollineation ausdehnen lasse, wie ich es in meiner 
Dissertation 1 ) für beliebige kollineare Gebilde zweiter Stufe durch- 
geführt habe. 

1. Kanonische Darstellung des analytischen Zusammenhanges rezi- 
proker Bündel. — Es ist bekannt, daß es in zwei reziproken Bündeln 
stets drei Strahlen a lf a,, a 3 , welche aufeinander rechtwinklig stehen, 
so gibt, daß ihre entsprechenden Ebenen A[, und A^ auch aufein- 
ander senkrecht stehen. Diese Tripel wähle man zu Fundamental- 
elementen der Maßbestimmung. Wühlt man noch einen Strahl e und 
eine Ebene E als Einheitselemente, so hat eine Ebene P die Koor- 
dinaten 

Dabei bedeutet p t die Schnittlinie der Ebene P mit A? Ein Strahl p 
hat die Bündelkoordinaten 

_ om a, _ um a, 

x-^-iA^EM, y^^ = {A l A t E i P t ). 

P { ist die Verbindungsebene yon p mit a,. 

Legt man diese Koordinatensysteme zugrunde, so gehen die all- 
gemeinen linearen Substitutionsformeln 

« lt + cc lt x + a „y> ' « n + a lt x + a„y ' 

welche den Strahl (x, y) mit der entsprechenden Ebene (£', r/) ver- 
binden, über in 



oder 



v D a " x 



(i) r-*f, 

1) „Über die metrischen Eigenschaften kollinearer Gebilde." Diss. Zürich, 
1902 = Beilage zum Programm der Thurgauischen Kantonsschule für das Schul- 
jahr 1901/02. 
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Der Ebene 

+ rjy + 1 =0 

entspricht dann der Strahl 

+ + i-o, 

so daß 

(2) äC-Sj, 
irt. 

2. Die metrischen Hauptelemente reziproker Bündel. — Ein Ebenen- 
büschel des Originalbündels wird dem ihm entsprechenden Strahlbüschel 
des andern Bündels insbesondere gleich sein, wenn sich die absoluten 
Elemente heider entsprechen. Man muß also diejenigen Strahlen des 
Originalbündels bestimmen, deren Tangentialebenen an den absoluten 
Kegel entsprechend sind den Schnittlinien der entsprechenden Ebenen 
mit dem absoluten Kegel des andern Bündels. Ist K der absolute 
Kegel des einen Bündels, K*' der des andern, so hat man daher die 
zwei reellen Schnittlinien der 4 gemeinsamen Tangentialebenen der 
Kegel K und K* zu bestimmen, um die Fokalstrahlen zu finden, und 
man hat die zwei reellen Verbindungsebenen der 4 gemeinsamen Kanten 
dieser Kegel zu suchen, um die zyklischen Ebenen zu erhalten. 

Dazu braucht man die Gleichung des absoluten Kegels in Bündel- 
koordinaten. 

Man sieht leicht ein, daß der absolute Kegel in Strahlenkoordinaten 
die Gleichung 

x* + y» + 1 - 0 

hat, während seine Gleichung in Ebenenkoordinaten 

|t + ,» + l«0 

ist 

Gelten für die zwei reziproken Bündel die kanonischen Formeln (1) 
und (2), so hat man, da a 8 und «, gleichberechtigt sind, man also 
tt, > «, postulieren kann, die folgenden Fälle zu unterscheiden: 

I. O, > Oj > tf 3 , IL «, > Oj > «j, III. Ofj > <Kj > « 8 . 

Diese drei möglichen Fälle unterscheiden sich nur bezüglich der 
Rolle, welche die Tripelkanten a lf a, und a 8 bei der Realitätsfrage 
spielen. Es sei daher festgesetzt, daß im folgenden die Ungleichungen (I) 
stattfinden sollen. 

Der absolute Kegel des Originalbündels hat die Gleichung 

x* + y» + 1 - 0. 

Archir der Mathematik und Pt.v.ik TU lUfhe. IX 10 
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Der Kegel II. Ordnung, welcher dem absoluten Kegel zweiter Klasse 
des andern Systems entspricht, hat die Gleichung 

«** s + «Jy 1 + «? = o. 

Die 4 gemeinsamen Strahlen dieser Kegel haben daher die Koor- 
dinaten 

Aus der Ungleichung (I) folgt dann, daß x i < 0, jr < 0 ist. Das 
Paar reeller Verbindungsebenen der 4 Strahlen (3) geht also durch die 
Tripelkante a l und hat die Koordinaten 



< 4 > \-*V- :;::]• 

Die zyklischen Ebenen C lf C t des Originalbündels gehen also durch 
«, und sind symmetrisch zu den Tripelebenen A % und A z . 

In Ebenenkoordinaten haben die zwei Kegel die Gleichungen 

? + ^ 2 + 1 = 0, a}«K" + ajatf + «>a* - 0. 

Für die gemeinsamen Tangentialebenen dieser Kegel findet man 
somit 

fVi t* = — -WjzJ^ n * = a l( a l-~ a l) 

Es ist nach (I) |* < 0, r, s < 0. Das reelle Paar der Schnittlinien 
der 4 Ebenen (5) liegt also in der Tripelebene A x und ist gegeben durch 

Die Fokalstrahlen /j, /*, des Originalbündels gehen also symmetrisch 
zu und a s in der Ebene .4,. 

3. Definition und Berechnung der Charakteristik reziproker Händel. — 
Setzt man zur Abkürzung 

so ergeben sich also für die Fokalstrahlen f t , f t bezw. c[, c' s der beiden 
Bündel die Koordinatenverhältnisse 

(8) y -±"»- 1 und < = T«i.I. 

Für die zyklischen Ebenen C lf C t bezw. i^, findet man 

(9) * = + « und £ - ± «. 
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Man denke sich nun die beiden reziproken Bflndel so zusammen- 
gelegt, daß ihre Scheitel zusammenfallen und daß die Tripelkante a, 
auf ihrer entsprechenden Ebene A\ senkrecht steht. Der Fokalstrahl 
f x liegt in A XJ seine entsprechende zyklische Ebene F[ geht durch a[ t 
welch letzterer Strahl mit 04 zusammenfällt. Nun drehe man das eine 
Bflndel so lange, bis f x und F[ auf einander senkrecht stehen. Dann 
steht (wie aus den Koordinatenwerten (H) und (9) folgt), auch die 
zyklische Ebene C x auf ihrem Fokalstrahl c[ senkrecht. Figur 1 stellt 




E 

Flg. U 

diese Lagenverhältnisse in der Ebene A x ~ A[ dar. Legt man durch 
den Fokalstrahl f x eine beliebige Ebene P, welche mit der Tripelebene 
A x den Winkel tp bilden möge, so entspricht ihr in der auf senk- 
rechten zyklischen Ebene F[ ein Strahl p', der mit a[ den gleichen 
Winkel <p bildet, wie P mit A x . Denn die Büschel um f x und in F[ 
sind ja gleich. Daher steht der Strahl p auf seiner entsprechenden 
Ebene senkrecht. 

Jeder Ebene P durch den Fokalstrald f x entspricht daher ein zu 
ihr senkrechter StraJU p in der zyklischen Ebene F\. 

10* 
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Diese Zusammenlegung der beiden reziproken Bändel ist offenbar 
ganz analog der Vereinigung kollinearer Büudel zur perspektivisch- 
inzidenten Lage, bei der das Zusammenfallen zweier Fokalstrahlen und 
zweier zyklischen Ebenen zur Folge hat, daß alle entsprechenden 
Ebenenpaare durch den gemeinsamen Fokalstrahl zusammenfallen, und 
das nämliche für alle entsprechenden Strahlenpaare in den zusammen- 
fallenden zyklischen Ebenen gilt. 

Dem Strahlbüschel in der Ebene P entspricht der projektivische 
Ebenenbüschel um den Strahl p\ Also hat man die Doppelverhältois- 
gleichheit 

(f„ [cfn x, y ) - (f;, vJi'x; Y\ 

[<\P] ist die Schnittlinie der Ebenen C x und P, x und y sind 
zwei beliebige Strahlen in P. Ausgeführt lautet diese Gleichung 



Bin /, x sin y 



oder 



_mnF' t X' «nF.r 
sin [C t P]x * sin [(\ P]y ~~ sin [c.'p'J X' sin [c.'p'J 1" 

•in F[ X' »in /", x sin Fj 1" sin f t y 



( 10 ) sin [c.'p'J X 7 : 8in"[C, ' PJ* = sin [c,'p V J 1" : sin [C, PJ y ~ C0D8t 

Es hat also das Verhältnis 

sin F[ X' sin x 
sin [c.'p'J X' : *iK[C t P]x 

für alle Strahlen x der Ebene P 
denselben Wert, er werde mit J{P) 
bezeichnet Es ist also 

(ii) Tf'.f' --rf(P)- twV- 

v '»in|c.pJA v 7 sni[r.PJx 

Es steht nun zu erwarten, daß 
<4(P) sich als absolut invariant 
erweist gegenüber Drehungen der 
Ebene P um den Fokalstrahl f x . 
Um dies zu beweisen, verstehe 
man unter x die Schnittlinie der 
Ebene P mit der Tripelebene AJ. 
Setzt man (vgL Fig. 1) 

Fig.*. (12) « = ^/> s , f>-£Cii4„ 

so ersieht man aus den Formeln (8) und (9), tlali 

(13) tg u - + • £ und tg r = + « 
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ist. Der Winkel der Ebene P mit A v sei wieder mit y> bezeichnet; 
dann bildet auch p' mit a[ den Winkel g>. Dem rechtwinkligen Drei- 
kant f xt x, a, (vgl. Fig. 2) 
entspricht das rechtseitige 
Dreikant F[ f X', A' t (vgl. 
Fig. 3). Daher ist 

.„ f .. tg« 
te/^cos*' 

fe 1 cos <p > 



also 

sin J\x = 



f") 



tgu 

ycos' qp -|- tg'tt ' 



ycofl* <p -f ctg' » 




Ferner ist 



(15) 



i^[(\P\x = [(\P}(\ +f t x t 

U[c lP ']X'-[cy]F; + F;x: 



Das Dreiflach A lt C lf P ist rechtwinklig, es enthält den Winkel tp 
und die Seite v — u. Damm wird 



(16) 



tgK\P]/; 



. ** {t> -- »> 



COS <p 



Dan entsprechende Dreikant «j, c,, />' ist das Polartireilcant zu 
jenem. Der Winkel [<^//]i*',' kommt im Nebendreikaut vor, also ist 

tg (» — u) 



.17) 



COS qp 



Nach (15) berechnet sich somit 

cos <p (tg (r — u) + tg u) 



sin [C,P|j;- 

sin |rj/>'] X' = 
Daher ist nach (11) 



VTCOS« <p"+ tg» <l? - U)UC08> qp + tg* M ) ' 

cos <f (tg (r ~ «) -f c ty? 
y (cos* <)p -f- tg* <t? — «)) (cos* <p -j- ctg" r) 



Ctg P tg (V — «) -f- tg M 
tgtt ' tg"(t?~«tH- Ctg V 



Ans dieser Formel ersieht man bereits, daß J(P) von <p un- 
abhängig ist, d. h. daß allen durch f x gehenden Ebenen P derselbe 
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charakteristische Wert «4 zukommt. Entwickelt man tg (v — «), so 
reduziert sich dieser Wert auf 

j = ctg v 1 -f t g» u 
tg t* ' 1 + ctg* V ' 

Setzt man endlich für tg u und ctg v die Werte 
ein, so bleibt 

/Siwrf zwei reziproke Bündel durch die hanoniscJien Formeln 

y l Of, , Ct. 

gegeben und ist x ein Jtelicbigcr StraJü des einen Bündels, P seine Ver- 
bindungsebene mit dem Fokalstrahl f\, so bildet der entsprechende Strahl p' 
in der zyklischen Ebene F^ mit der Tripelkante a' Y den nämlichen Winkel, 
den P mit der Tripelebenc A x bildet. Die Ixuje der Ebene X', welche 
dem Strahl x entspricht, ist gegeben durch die Gleichung 

sin F[ X ' sin f t x 

sin \ c\ p ' j X ' sin [C, P] x 

Daher kann man den Wert J — — als die „Charakteristik? der 
reziproken BütuM bezeieimen. 

Frauenfeld, den 17. Febr. 1903. 



Über elektrische Wellen. 

Von E. Gehrckk in Berlin. 
(Antrittsvorlesung, gehalten am 23. Juli 1904 in der Universität Berlin.) 

M. H ! Ein Vortrag über elektrische Wellen pflegt gewöhnlich 
der Hauptsache nach in Experimenten zu bestehen; in der Tat gibt es 
kaum ein besseres Mittel, die Aufmerksamkeit der Zuhörer zu fesseln, 
als durch die Vorführung lebendiger, durch sich selbst wirkender Natur- 
erscheinungen. Oder aber es tritt die theoretisch-mathematische Behand- 
lung der Phänomene an die Stelle der Experimente. Der konsequente 
Aufbau der Theorie, die folgerichtige Ableitung der Einzeltatsachen 
aus den Maxwellschen Gleichungen ist allerdings ein vollwertiger Er- 
satz für Demonstrationen. Nun, m. H., Experimente kann ich Ihnen 
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hier nicht vorführen, eine mathematische Theorie aber möchte ich 
nicht geben. Ich .will auch nicht auf die technische Bedeutung der 
elektrischen Wellen eingehen, vielmehr raein Thema von einer andern 
Seite her zu behandeln versuchen. Ich bitte Sie, mir bei einigen Be- 
trachtungen mehr prinzipieller Natur zu folgen. Ohne auf spezielle 
Erscheinungen und Entwicklungen näher einzugehen, möchte ich mich 
darauf beschränken, in großen Zügen und im Umriß diejenigen Tat- 
sachen und theoretischen Auffassungen zu besprechen, welche für die 
allgemeinen Grundlagen und die prinzipiellen Vorstellungen, die wir 
über die elektrischen Wellen besitzen, maßgebend sind. Ich hoffe, 
Ihnen am Schluß meines Vortrags eine Antwort auf die Frage gegeben 
zu haben: Was hat man sich nach dem heutigen Stande des Wissens 
unter elektrischen Wellen zu denken, was ist die Natur der elektrischen 
Wellen? 

Man kann heute oft die Meinung äußern hören, die Max Weit- 
sche Theorie der Elektrizität habe geleistet, was sie leisten konnte, und 
die theoretische Elektrizitätslehre greife heutzutage wieder auf die 
Grundlagen alter, vordem herrschender Theorien zurück, die man be- 
reits definitiv überwunden glaubte. Insbesondere werden hier die Unter- 
suchungen Wilhelm Webers zitiert. Weber hat bekanntlich die 
Elektrodynamik auf ein Fernwirkungsgesetz zu begründen versucht, 
indem er annahm, die Elektrizität sei ein atomistisch konstituierter 
Stoff, welcher nach außen hin ponderomotorische Kräfte auszuüben 
vermag. Diese ponderomotorischen Kräfte befolgen ein sehr kompli- 
ziertes Gesetz, insofern die zwischen zwei Elektrizitätsatomen statt- 
findende Wirkung nicht nur von ihrer Ladung und gegenseitigen 
Entfernung, sondern auch noch von der Geschwindigkeits- und Be- 
schleunigungskomponente in der Richtung ihrer Verbindungslinie ab- 
hängt. — Die moderne Elektronentheorie, sagt man nun, sei nichts 
anderes, als eine Verquickung Maxwellscher Theorie mit Weber- 
schen Vorstellungen, das Elektron sei nur ein anderer Name für das 
Webersche Elektrizitätsatom, und so sei klar, daß wir uns heute 
wieder von Maxwell-Hertz rückwärts bewegen, und daß die Webersche 
Elcktrizitätstheorie in den Elektronen ihre Auferstehung feiere. 

Man kann diese Meinung, so scheint mir, kaum besser auf ihre 
Richtigkeit prüfen, als indem man auf die elektrischen Wellen zurück- 
geht. Gerade die Entdeckung der elektrischen Wellen durch Heinrich 
Hertz hat ja seinerzeit der Maxwellschen Theorie zum völligen Siege 
verholfen und bewirkt, daß die alten Elektrizitätstheorien der Vergessen- 
heit anheimfielen oder doch stark in den Hintergrund gedrängt wurden. 
Angesichts dieser historischen Tatsache kann man die Frage aufwerfen, 
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ob die Vorstellungen, welche Hertz mit seinen Wellen verband, heute 
noch dieselben geblieben sind, wo wir eine Elektronentheorie besitzen. 
Wenn auch alle Elektronen und wiedererstehenden Weberschen Elek- 
trizitätaatome die an Hand der Maxwellschen Theorie entdeckten Er- 
scheinungen nicht wieder rückgängig machen können, so ist doch die 
Vermutung nicht ohne weiteres abzuweisen, daß unsere heutigen theo- 
retischen Anschauungen dieser Erscheinungen sich durch die Elektronen- 
theorie modifiziert haben. Wir wollen also jetzt deB näheren unter- 
suchen, ob eine solche Modifikation der Vorstellungen eingetreten ist, 
und wenn dies der Fall, worin sie besteht. 

Wie in der Akustik die Schallwellen, so kann man auch die elek- 
trischen Wellen in zwei große Gruppen einteilen: die erste Gruppe um- 
faßt die freien elektromagnetischen Wellen, wie sie in der Luft und 
im leeren Raum auftreten können, die zweite Gruppe enthält die er- 
zwungenen elektromagnetischen Schwingungen; ihr wichtigster Re- 
präsentant sind die elektrischen Wellen in Drahten. 

Betrachten wir zunächst die erste Gruppe, also den Fall elektro- 
magnetischer Wellen in der Luft oder im freien Äther, wie sie z. B 
von einem Hertzschen Oszillator ausgesandt werden. Was für ein 
Vorgang ist es, der von dem Oszillator ausgeht, und wie haben wir 
uns das Wesen der sich hier abspielenden Vorgänge zu denken? 

Ein Hertz scher Oszillator besteht aus zwei einander gegenüber» 
gestellten Leitern, die zu hohen Potentialen aufgeladen sind und plötz- 
lich entladen werden. Man wußte auch ohne Maxwellsche Theorie 
schon, daß unter geeigneten Bedingungen, wenn nämlich 




(wo w den elektrischen Widerstand, S die Selbstinduktion, C die Kapa- 
zität des Leiters bedeuten) die Entladung des Leiters oszillierend 
erfolgt. Aber erst die Maxwellsche Theorie macht außer den Strömungs- 
und Potential Verhältnissen in dem Leiter auch Angaben über die Zustände 
des ihn umgebenden Raumes oder Dielektrikums. Wir wollen zur 
Vereinfachung unserer Betrachtungen annehmen, die Oszillationen seien 
sehr wenig oder gar nicht gedämpft und bestehen in einer einfachen 
(sinusartigen) Schwingung einer einzigen Periode. Welches ist dann 
der Zustand des Raumes, der den Oszillator umgibt, zu irgend einer 
Zeit t? 

Der Raum um den Oszillator ist nichts anderes als ein elektro- 
magnetisches Feld, und zwar ein solches mit periodisch wechselnden 
Eigenschaften. Betrachten wir die Zustände dieses Feldes in der Ebene, 
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die senkrecht zur Strömungsrichtung im Oszillator steht und dieseu 
symmetrisch teilt. Die elektrische Kraft ist überall senkrecht zu unserer 
Ebene gerichtet; ihre Intensität ist auf einem Kreise um den Oszillator 
als Mittelpunkt von gleicher Größe. Ahnlich verhält sich die magne- 
tische Kraft, nur liegt ihre Richtung überall in der betrachteten Ebene 
und senkrecht zur Richtung des Oszillators. Die Stärke der Kraft 
wechselt periodisch vom Oszillator nach außen hin; wenn wir uns auf 
einem Radiusvektor bewegen, schreiten wir in periodischer Folge durch 
Werte der Kraft, die von Null bis zu einem Maximum wachsen, dann 
kommt wieder Null, dann wieder ein Maximum usf. Diese Verteilung 
findet in gleicher Weise für die elektrische wie für die magnetische 
Kraft statt. — In Ebenen parallel zu den betrachteten liegen dio Ver- 
hältnisse ganz ähnlich, nur bilden dann die Richtungen der elektrischen 
Kräfte schiefe Winkel mit der Ebene; allgemein gilt, daß die Kräfte 
senkrecht stehen zu jedem Radiusvektor, den man vom Oszillator aus 
ziehen kann. 

Damit haben wir in großen Unirissen den Aufbau unseres elektro- 
magnetischen .Feldes beschrieben, so wie man sich dieses nach den 
Anschauungen der Max well-llertzschen Theorie zu denken hat. Zu 
irgend einer andern Zeit t würde ein ähnlicher, gegen den obigen ver- 
schobener Zustand gelten; wir haben uns vorzustellen, daß mit der 
Zeit das Feld sich derart ändert, als ob eine Bewegung desselben vom 
Oszillator nach außen stattfände, und zwar eine Bewegung, dio mit sehr 
großer Geschwindigkeit vor sich geht, eben der Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der Hertzschen Wellen und des Lichts (300000 km in d. Sek.). 

Zusammenfassend können wir demnach sagen: die elektrischen 
Wellen bestehen in einem veränderlichen elektromagnetischen Kraft- 
feld. Worin diese Kräfte bestehen, ob in elastischen Kräften, wie man 
nach der alten Elastizitätstheorie des Lichts annahm, oder in „di- 
elektrischen Polarisationen" nach den Anschauungen Faradays und 
Maxwells, können wir dahin gestellt sein lassen. Wir bedürfen auch 
nicht der grobsinnlichen mechanischen Analogien und Kombinationen 
von Zahnradgetrieben, die die Schüler Maxwells, z. B. Lodge, er- 
sonnen haben. Derartige Hypothesen sind unnötig, denn ihre Prämissen 
lassen sich weder durch irgendwelche Tatsachen begründen, noch auch 
kann man aus ihnen Folgerungen ziehen, an denen ihre Richtigkeit 
geprüft werden könnte. Wir begnügen uns damit, den Vorgang der 
elektromagnetischen Wellen so zu beschreiben, wie ich dies angedeutet 
habe. Damit erreichen wir, daß wir uns von willkürlichen Zutaten 
frei halten und die Natur allein mit solchen Eigenschaften ausstatten, 
die sie uns zwingt ihr beizulegen. 
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Solche elektrischen Wellen, wie sie zuerst Hertz experimentell 
dargestellt hat, sind nach Maxwell auch die Schwingungen des Lichts, 
der strahlenden Wärme und der ultravioletten Strahlen. Derartige, 
den wellenartigen Zuständen ähnliche, variable elektromagnetische Felder 
sind vermutlich auch die Röntgenstrahlen. Die Unterschiede zwischen 
den verschiedensten elektromagnetischen Wellenzu ständen sind rein 
quantitative und betreifen nur die Anordnung des Feldes, die Periode 
der Schwingungen u. dergl. 

Diese Zusammenfassung der verschiedensten Strahlenarten unter 
einheitlichem Gesichtspunkt ist bis heute so unerschüttert geblieben 
und erscheint in ihrer Richtigkeit so sicher, wie die Vorstellungen 
und Prämissen, auf denen die Max well sehe Theorie steht, ungeändert 
geblieben sind. Wir können behaupten, daß unsere heutigen An- 
schauungen über die Natur der elektrischen Wellen im freien, durch 
keine wägbare Materie erfüllten Äther noch genau dieselben sind, wie 
zu Zeiten von Maxwell und Hertz; hier hat die Elektronentheorie 
nicht« geändert. 

Wir wollen jetzt dazu übergehen, die oben genannte zweite Gruppe 
der elektromagnetischen Wellen zu behandeln, und wieder an Hand 
eines bestimmten Heispiels unsere Folgerungen ziehen. Dazu ver- 
gegenwärtigen wir uns die Hertzschen Drahtwellen, etwa in der von 
Lecher gegebenen Anordnung. 

Die Schwingungen eines primären Oszillators werden hier (durch 
elektrische „Influenz" resp. durch dynamische „Induktion") auf einen 
sekundären Oszillator übertragen, von dem aus 2 parallele Drähte 
fortgeführt sind. Dann entstehen unter geeigneten Bedingungen, auf 
die wir hier nicht nötig haben näher einzugehen, in den Drähten 
stehende, elektrische Wellen, die man durch Abtasten mittels eines 
Resonators oder Indikators längs der Drähte nachweisen kann. Es 
zeigt sich, daß das Potential an gewissen Punkten der Drähte, den 
Schwingungsbäuchen, ein Maximum hat, an andern Stellen, den Schwin- 
gungsknoten, ist es gleich Null. Der Abstand zweier solcher Maxima 
oder zweier Minima des Potentials ist die halbe Wellenlänge der elek- 
trischen Drahtwellen. 

Es fragt sich für uns wieder: Wie haben wir uns die hier statt- 
findenden Vorgänge zu denken? Die Maxwellsehe Theorie läßt auch 
hier vollständig das in dem Räume um die Drähte erzeugte elektro- 
magnetische Feld berechnen und gibt seine Verteilung zu irgend einer 
Zeit t an (allerdings sind die mathematischen Schwierigkeiten hier 
größer als in dem obigen Fall eines einzelneu Hertzschen Oszillators). 
Auch hier haben wir periodisch wiederkehrende wellenartige Zustände 



Digitized by Google 



Über elektrische Wellen. 



155 



der elektrischen und magnetischen Kraft, nur die spezielle Konßguration 
des Feldes ist hier eine andere als dort. Aber außerdem haben wir 
jetzt noch im Räume zwei leitende Körper, eben die beiden Drähte, 
deren Anwesenheit wir nicht ignorieren können, und wir fragen nun: 
Welche Vorgange spielen sich in den Drähten ab? 

Die strenge Maxwellsche Theorie sagt: In den Drahten spielen 
sich gar keine Vorgänge ab. Die Drähte bilden lediglich eine Be- 
grenzung des umgebenden, nichtleitenden Dielektrikums, in welchem 
allein die Wellen, d. h. der periodisch wechselnde elektromagnetische 
Zustand verläuft 

Und doch sind die Drähte keineswegs ganz tot, sondern durch sie 
wird ein Phänomen herbeigeführt, das im Falle der freien • elektro- 
magnetischen Schwingungen, wo (abgesehen vom Oszillator selbst) keine 
leitenden Körper zugegen sind, fehlt: es fließt ein Strom durch die Ober- 
fläche der Drähte. Dieser Strom wird auch von der Max wellschen Theorie 
berücksichtigt, und seine Wirkungen, wie z. B. die durch Erzeugung 
Joule scher Wärme hervorgebrachte Dämpfung, werden in Rechnung 
gebracht. Die Maxwellsche Theorie ist also auch hier vollkommen 
richtig. Aber wir fassen den Vorgang der elektrischen Drahtwellen 
trotzdem heute noch etwas anders auf, als liertz und seine Vorgänger 
dies taten. Das Resultat der Rechnung und die Grundlagen der Theorie 
bleiben unangetastet, nur führen wir noch eine etwas speziellere Vor- 
stellung zu dem bisher Genannten hinzu. Diese speziellere Vorstellung 
betrifft den Vorgang der elektrischen Strömung. Die Maxwellsche 
Theorie, wenigstens in der von Hertz gegebenen klassischen Form, 
macht keinerlei Annahmen darüber, worin die elektrische Strömung be- 
steht und wie man sie sich zu denken hat. Die strengen Anhänger 
Max welle sind vielfach soweit gegangen, im elektrischen Strom lediglich 
einen Vorgang in dem den Leiter umgebenden Dielektrikum zu sehen; 
sie leugnen überhaupt andere als im Dielektrikum vor sich gehende 
elektrische Vorgänge. Die alten Theorien nehmen im Gegenteil an, 
daß das eigentliche Wesen des Stromes im Fließen eines Fluidums, der 
Elektrizität, besteht, und daß das Dielektrikum nur eine sekundäre Rolle 
spielt. Nach Weber z. B. besteht ein elektrischer Strom in einem 
Fließen von Elektrizitätsatomen in dem Leiter. Eine solche Vorstellung 
wollen auch wir zugrunde legen. Wir wollen annehmen, daß sich in 
jedem Leiter elementare Ladungen oder Elektronen befinden, welche 
sich frei im Leiter bewegen, aber unter gewöhnlichen Umständen 1 ) 
nicht heraus können, und daß die Bewegung solcher Elektronen in 



1) d. h. abge«ehen von den Erscheinungen der Radioaktivität. 
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irgend einer Richtung einen elektrischen Strom repräsentiert. Diese 
Elektronentheorie der Metalle ist durch viele Erscheinungen wohl be- 
gründet, ich erinnere nur an das Hall sehe Phänomen und die Be- 
ziehungen zwischen elektrischer Leitung und Wärmeleitung. — In unserm 
Fall elektrischer Drahtwellen nehmen wir also an, daß in den Drahten, 
von einem Knotenpunkt der Wellen zum nächsten, eine hin- und her- 
gehende Bewegung von Elektronen stattfindet, und daß diese Elektronen 
durch ihre Bewegung Joule sehe Wärme erzeugen. Wären keine solche 
bewegten Elektronen da, so würde auch keine Joulesche Wärme er- 
zeugt werden, und umgekehrt wird nirgends Joulesche Wärme erzeugt, 
außer wo sich Elektronen bewegen. 

Dann haben wir wohl doch die Webersehen Vorstellungen an- 
genommen, und es feiert wirklich das Web ersehe Elektrizitäteatom in 
den Elektronen seine Auferstehung? M. H.! Allerdings scheint dies 
so zu sein, und der Gedanke liegt sehr nahe. Aber ich glaube, wir 
müssen trotzdem die Frage, ob der moderne Elektronenbegriff in einem 
Zurückgehen auf alte Theorien der Elektrizität entstanden ist, ver- 
neinen. Insbesondere aber dürfen wir, ohne den Leistungen Webers 
irgendwie zu nahe zu treten, die Behauptung aussprechen: mit den 
Web ersehen Aufstellungen hat das moderne Elektron nichts zu tun. 
Die Ähnlichkeit ist eine rein äußerliche. Den Ausgangspunkt für die 
Elektronentheorie, sowohl was die mathematischen Grundlagen als auch 
die prinzipiellen Vorstellungen anlangt, bilden immer noch die Max- 
well sehen Gleichungen; unser letzter Begriff bleibt, ganz wie Hertz 
dies ausgeführt hat, die elektrische und magnetische Kraft. Nur 
operieren wir in den Elektronen mit spezielleren Annahmen, als die 
aligemeine Maxwell- und Hertzsche Theorie. Auch das Elektron 
ist nichts weiter als ein elektromagnetisches Feld, aber ein solches 
von ganz spezieller Struktur. Ein ruhendes Elektron ist ein statisches 
elektrisches Feld von gleichförmiger, um eine kleine Kugel verteilter 
Anordnung, seine Ladung ist ein gewisses Integral, genommen über eine 
um das Elektron als Mittelpunkt geschlagene Kugel. Wir machen uns 
keine Gedanken darüber, wie dies die alten Theorien taten, worin diese 
Ladung bestehen mag, ob sie z. B. substanzieller Natur ist u. dergl. 
Wir legen auch keinen besonderen Wert darauf, die elektrischen Vor- 
gänge auf Elektrizitätsteilchen zurückzuführen, die sich nach irgend 
einem Elementargesetz beeinflussen. Unsere Frage ist immer nur: 
Welches ist die augenblickliche Konstitution des elektromagnetischen 
Feldes? Wenn diese Frage beantwortet ist, wissen wir alles, was wir 
heute wissen können und was wir wissen wollen. 

Fassen wir unsere Betrachtungen kurz zusammen, so können wir 
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sagen, daß den im freien Äther vor sich gehenden elektrischen Wellen 
heute noch genau dieselben Vorstellungen zugrunde gelegt werden, 
welche ihr Entdecker Hertz benutzte; die sogenannten erzwungenen 
Schwingungen in Leitern werden aber heute etwas weniger allgemein 
gedacht, und man verbindet mit ihnen bestimmtere Vorstellungen, indem 
man sich die elektrische Strömung als in einer Bewegung von Elektronen 
bestehend denkt. Die Grundlagen unserer Auffassung sind jedoch auch 
hier unverändert diejenigen der Maxwell-Hertzschen Theorie. 

Es ist klar, daß durch die Holle, welche die Elektronen bei den 
erzwungenen elektrischen Schwingungen spielen, der Forschung heute 
neue Perspektiven eröffnet sind. Das Verhalten der elektrischen 
Schwingungen in Gasen verdient vielleicht besondere Beachtung. Der 
interessanten Erscheinungen auf diesem Gebiete sind gar viele, durch- 
gearbeitet ist nur Weniges. Die experimentelle Erforschung der elek- 
trischen Wellen erscheint, von dieser Seite her betrachtet, in einem 
ganz andern Lichte als in dem alltäglichen der drahtlosen Telegraphie 
und Telephonie; ich möchte die Vermutung aussprechen, daß die Wissen- 
schaft gerade aus dem bisher weniger gepflegten Studium der elektrischen 
Oszillationen in Gasen noch manche Bereicherung erfahren dürfte. 

Berlin, Juli 1904. 

Beitrag zur Untersuchung des erkenntnistheoretischen 
Wertes der verschiedenen analytisch möglichen 

Raumformen. 

Von P. Mi lau in Kreuznach. 

1. Die logisch möglichen Raumformen. — Die Lehre Kants 1 ) über 
Raum und Zeit, der beide als „reine Formen aller sinnlichen An- 
schauung" ansieht, welche „dadurch synthetische Urteile a priori möglich" 
machen, setzt voraus, daß die Tatsachen, welche die Geometrie lehrt, 
strenge Allgemeinheit und innere Notwendigkeit aufweisen und von 
der Erfahrung gänzlich unabhängig, durch sich selbst klar und gewiß 
sind. So lange nun die euklidische Raumform unumstrittene Allein- 
herrschaft besaß, fand auch Kants Theorie kaum Widerspruch. Anders 
wurde es, als die Mathematik die Lehre von den verschiedenen möglichen 
Raumformen ausbildete. Da schien es so, als ob nunmehr den geo- 
metrischen Sätzen die strenge Allgemeinheit und innere Notwendigkeit 
abgesprochen werden und die Geometrie zu den empirischen Wissen- 

1) Kant, „Kritik d. r. V." verlegt von Hartknoch 1871, 8. 64. 
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schaften gezählt werden müßte. Im folgenden soll nun geprüft werden, 
inwieweit hierzu ein Recht vorliegt, und zu diesem Zweck sollen die 
verschiedenen Raumformen auf ihren erkenntnistheoretischen Wert 
hin untersucht werden. Ich hoffe, daß es mir gelingt nachzuweisen, 
daß der apriorische Charakter des Raumes und seiner Qualitäten 
durch die Theorie der verschiedenen Rauraformen keine Einbuße er- 
litten hat. 

Zunächst unterliegt es meines Erachtens keinem Zweifel, daß der 
mathematische Nachweis erbracht ist, daß sich neben der euklidischen 
Raumform auch andere Raumformen konsequent durchfuhren lassen, die 
ebenfalls nie zu einem inneren Widerspruch führen, ja nicht einmal zu 
einem solchen führen können. Bekanntlich wurde der erste Anstoß 
zur Ausbildung von Raumformen, die von der euklidischen abweichen, 
durch die langjährigen vergeblichen Versuche gegeben, das sogenannte 
XI. Axiom Euklids, das Parallelenaxiom, zu beweisen. 1 ) Die weitere 
Entwickelung des vorliegenden mathematischen Problems läßt sich in 
4 Perioden einteilen.*) Die erste derselben umfaßt dann die Versuche 
derjenigen, welche sich von dem Parallelenaxiom zu emanzipieren 
streben, ohne daß sie indessen die richtigen Konsequenzen ziehen und 
sich zu den neuen Raumformen durchringen. Hierher gehören Saccheri 
und Lambert. 3 ) — Zu der zweiten Periode gehören diejenigen Forscher, 
welche den selbständigen Wert der nichteuklidischen Raumformen 
voll erfaßt haben. Die Methode, die sie anwenden, ist die rein geo- 
metrische bezw. trigonometrische. Es gehören hierzu Lobatschefskij, 
Bolyai und Beltrami. Lobatschefskij 4 ) und Bolyai 5 ) haben fast 
gleichzeitig und auf verschiedenen Wegen in bewußter Weise eine 
Geometrie ausgebildet, die von dem Parallelenaxiom Euklids vollkommen 

1) Man vergl. Schotten „Inhalt und Methode deB planimetr. Unterricht«". 
Bd. II. Leipzig 1893. 

2) Mau vergl. für das folgende des Verf. Programmabhandlung: „Aus dem 
Grenzgebiet zw. Math. u. Philosophie", Kiel, 1901, aus der einige Stellen über- 
nommen sind. 

3) Stäckel: „Die Theorie der Paralkdlinien von Euklid bi B auf Gauß", 
Leipzig, 1896. 

4) Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien in „Collect ion 
complcte des oeuvres geometriques de N. J. LobatBcheffsky" Tome 2. 1886. — 
„Geometrie imaginaire" ebendaselbst und in Crelles Journal XVII, 1837, S. 295 
bis 320. Friedr. Engel: „Nikolaj Iwanowitsch Lobatechefskij, 2 geometrische 
Abhandlungen", Leipzig 1898 u. 1899. 

ö) Joh. Bolyai: „Appendix, scientiam spatii absolute veram exbibens etc." 
(als Anhang zu dem „Tentamen etc." seines Vaters W. Bolyai; Maros Väaär- 
helyini 1832.) Man vgl. hierzu: Frischauf: „Absolute Geometrie nach J Bolyai 
bearbeitet". Leipzig 1872. 
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abstrahiert. Sie Bind zu der Erkenntnis gelangt, daß die gefundene 
„nichteuklidische" (Gauß) 1 ) oder „imaginäre" (Lobatschefskij) oder 
„absolute" (Bolyai) Geometrie die allgemeinere ist, die auch die 
„euklidische" Geometrie als besondern Fall umfaßt. Die Theorie des 
Parallelwinkels (Lobatschefskij), der Grenzlinien und Grenzflächen, 
sowie die Entwickelung des trigonometrischen Formelsystems ist von 
beiden Forschern vollkommen durchgeführt. Beltrami*) knüpft an 
die Gauß sehe Theorie der gekrümmten Flachen an und weist nach, 
daß die Sätze der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie für 
Flächen von konstantem negativem Krümmungsmaß gelten; es gelingt 
ihm so, den Sätzen der nichteuklidischen Geometrie eine gewisse kon- 
krete Interpretation zu geben. 

Die dritte Periode umfaßt die am meisten in diesem Gebiete ge- 
nannten Namen Riemann und Helmholtz. Kiemann 3 ) hat die 
analytische Methode eingeführt, faßt den Raum als Große auf, sub- 
sumiert ihn unter den weiteren Begriff einer Mannigfaltigkeit und ge- 
langt zu den 3 bekannten Raumformen dnreh die Einführung des 
Begriffs des Krümmungsmaßes einer Mannigfaltigkeit, v. Helmholtz 4 ) 
gelingt es, die Voraussetzungen über den Raum genauer zu präzisieren 
und zu reduzieren. Mit Hilfe seiner Voraussetzungen weist er die 
Annahme Riemanns nach, daß die Größe des Linearelements gleich 
der Quadratwurzel aus einer immer positiven, ganzen, homogenen 
Funktion zweiten Grades der Koordinaten-Differentiale ist. 

Eine von der früheren abweichende Behandlung fand das Problem 



1) Gauß selbst nimmt eine exzeptionelle Stellung ein. Er wurde nur deshalb 
oben nicht erwähnt, weil er keine zusammenhängende Theorie der „nichteuklidischen" 
Geometrie hinterlassen hat. Daß er indessen dieselbe nicht nur für sich voll- 
ständig ausgebildet hat, sondern auch über ihre philosophischen Konsequenzen 
gründlich nachgedacht hat, die ihn zu einer Ablehnung der Lehre Kant* führten, 
geht deutlich hervor aus deu ebenfalls von Stackel herausgegebenen nach- 
gelassenen Aufzeichnungen „Grundlagen der Geometrie" im VIII. Bd. der ge- 
sammelten Werke von C. F. Gauß. Göttingen 1900. 

2) Beltrami: „Saggio di interpretazione della Geometria non - euclidea" 
Giornale di Matematiche 1868. (Französ. in: „Annale» scientifiques de l'Ecole 
Normale Supeneure", Tome 6, 1869.) 

3) Riemann: „Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen." Habilit. Vöries. 1854; veröffentlicht in den Göttinger Abhandlungen 
1867. 

4) v. Helmholtz: „Über die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen". 
Göttinger Nachrichten 1868. — „Über die tatsächlichen Grundlagen der Geometrie". 
Heidelberger Jahrbücher 1868, Nr. 46 u. 47. — - „Über den Ursprung und die 
Bedeutung der geometrischen Axiome". Popul. Vorträge, Heft IV. Braun- 
schweig 1876. 
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in der vierten Periode durch Felix Klein. 1 ) Nach dem Vorgang von 
Cayley*) werden projektive und metrische Beziehungen streng ge- 
schieden, und es wird gefunden, daß die ersteren allen „ebenen" Raum- 
formen gemeinschaftlich, die letzteren aber je nach der für die IIa uni- 
form geltenden Maßbestimmung verschieden seien. Alle Maßbestimmungen 
werden dabei auf zwei fundamentale Aufgaben zurückgeführt: 1. Be- 
stimmung der Entfernung zweier Punkte und 2. Bestimmung der 
Neigung zweier sich schneidender Geraden. Beide Bestimmungen haben 
das gemeinsame Merkmal, daß sich die Maßunterschiede addieren, und 
daß dieselben durch eine Bewegung im Räume nicht geändert werden. 
Da nun aber sowohl Verschiebung einer Punktreihe, als auch Drehung 
eines Strahlenbüschels in sich unter den Begriff einer linearm Trans- 
formation fällt, welche das betreffende Gebilde in sich überführt, so 
wird es soviel von einander verschiedene Maßbestimmungen auf den 
Grundgebilden erster Stufe geben, als es Arten von Lineartransformationen 
für diese Gebilde gibt. „Nun gibt es aber solcher Transformationen 
nur zweierlei Arten: 1. solche, bei denen 2 (reelle oder imaginäre) 
Elemente des Grundgebildes festbleiben (allgemeiner Fall) und 2. solche, 
bei denen nur ein (doppelt zählendes) Element des Grundgebildes un- 
geändert bleibt (spezieller Fall)" (Klein, a. a. 0. p. 582). Die ge- 
wöhnliche Maßbestimmung des euklidischen Raumes ist von der 
zweiten Art (doppelt zählendes Element der unendlich ferne Punkt). Die 
Maßbestimmung der hyperbolischen Raumform entspricht dem ersten 
(allgemeinem) Fall mit 2 reellen Elementen (2 unendlich ferne Punkte), 
diejenige der elliptischen Raumform demselben Fall mit 2 imaginären 
Elementen (kein unendlich ferner Punkt) des Grundgebildes. — Außer 
den genannten Forschern kommen für diese Periode hauptsächlich 
noch in Betracht: Lindemann 3 ), Killing 4 ), Lie 5 ), der die Theorie 



1) Felix Klein: „über di e nogeuannte nichteuklidiache Geometrie 11 . Math. 
Annul. IV u. VI. — „Zur nichteuklidischen Geometrie". Math. Annalen, Bd. 37. 
Vgl. auch von demselben Verfasser: „Vergleichende Betrachtungen über neuere 
geometrische Forschungen." 

2) Cayley: „Sürth Memoir upon Quantics". Philos. Trunsactions t. 148. 

1869. 

8) Lindemann: „Vorlesungen über Geometrie unter besonderer Benutzung 
der Vorträge von Alfred Clebsch". II. Bd., 1. Teil, Leipzig 1891. 

4) Killing: „Die nichteuklidischeu Raumformen in analytischer Behandlung". 
Leipzig 1886. — „Einführung in die Grundlagen der Geometrie". I. Bd. Pader- 
born 1898, II. Bd. Paderborn 1898. 

6) SoplniH Lie: „Theorie der Transformationsgruppeu". Bd. III, Abteilung V. 
Leipzig 1893. Man vgl. hierzu auch: F. Klein: „Gutachten anläßlich der ersten 
Verteilung des Lobatechewsky-Preises". Math. Ann. 1898. 
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der Transformationsgruppen auf dos von Riemaun und Helinholtz 
gestellte Problem anwendet, und Hilbert. 1 ) 

Aus den aufgezählten Bearbeitungen ergibt sich, daß eine Anzahl 
von Raumformen gleiche mathematische Berechtigung hat wie der 
bekannte euklidische (parabolische) Raum, dessen charakteristische 
Merkmale, Bestimmbarkeit der Geraden durch 2 Funkte, Kongruenz, 
Dreidimensionalst, Endlichkeit und Unabhängigkeit des Parallelwinkels 
vom Abstand sind. Durch Abstraktion eines oder mehrerer der ge- 
nannten Merkmale ergeben sich nämlich: 1. Solche Raumformen, bei 
denen gerade Linien (kürzeste Linien) Raum einschließen können. Hierzu 
gehört die sphärische oder Riem ann sehe Raumform, bei der jedem 
Punkt ein Gegenpunkt zukommt. 2. Solche Raumformen, bei denen 
der Raum in sich selbst nicht mehr bewegt werden kann, wo vielmehr 
die Kongruenz des Räumen auf einen gewissen endlichen Bereich um 
jeden Punkt beschränkt bleibt. (Clifford-Kleinsche Raumformen in 
der Bezeichnung von Killing, dereu Gesamtheit sieh je nach ihrem 
Krümmungsmaß in elliptische, parabolische und hyperbolische einteilen 
läßt.) 3. Die Raumformen von mehr als 3 Dimensionen. 4. Die 
endlichen Raumformen (hierzu gehören die elliptischen Raumformen 
nach Klein, oder Raumformen mit positiv konstantem Krümmungs 
maß). 5. Solche Raumformen, in denen der Parallel winkel eine Funktion 
des Abstands ist (hierzu gehören die hyperbolischen Raumformen nach 
Klein oder Raumformen mit negativ konstantem Krümmungsmaß, bei 
denen der geraden Linie 2 unendlich ferne Punkte zukommen). 

2. Logisch mögliche Ttautnforwen sind nicht ohne weiteres auch 
erkenntnistheoretisch möglich. — Es wird nun vor allem die Frage zu 
beantworten sein, ob logisch mögliche Raumformen auch ohne weiteres 
erkenntnistheoretisch als möglich anzusehen sind. Wenn nämlich in 
der Tat das Denken allein ein Kriterium für die Möglichkeit einer 
Raumform gäbe, dann bliebe allerdings kein anderes Hilfsmittel als 
die Erfahrung, um herauszufinden, welcher der möglichen Raumformen 
unser reeller Raum entspricht, und die Lehre Kants über den Raum 
wäre von Grund aus umgestoßen und als falsch erkannt. Sind aber 
logisch mögliche Raumformen nicht ohne weiteres erkenntnistheoretisch 
möglich, dann wären die Bedingungen aufzustellen, die der Raum zu 
erfüllen hat, um nicht nur logische, sondern auch erkenntnistheoretische 
Berechtigung zu gewinnen, und es wäre zu untersuchen, ob die einzelnen 
logisch möglichen Raumformen sich mit den neuen Forderungen ver- 



1) David Hilbert: „Grundlagen der Geometrie" in d. Festschrift zur Feier 
der Enthüllung den Gauß- Weber-Denkmals. Leipzig 1899. 

ArchW d.r M»th«m»tik und Phy.lk UL Roihe. IX. 11 
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einbaren lassen, die man nunmehr an den Raum zu stellen hat. — 
Nun ergibt sich die logische Möglichkeit der verschiedenen Raum- 
formen aus analytischen Betrachtungen, d. h. aus der Anwendung der 
Zahl auf das Gebiet des Raumlichen. Da das Räumliche an sich aber 
nichts Diskretes enthält, vielmehr durchaus in sich homogen ist, so 
kann den Zahlenoperationen, so nützlich und unentbehrlich sie auch 
für die Mathematik sind, doch nicht die Fähigkeit zugesprochen werden, 
ein erkenntnistheoretisch richtiges Urteil über das eigentliche Wesen 
des Raumes abzugeben. 1 ) 

Das wird auch für die elementare analytische Geometrie meistens 
anerkannt. So sagt z. B. Lindemann 9 ) gelegentlich der Besprechung 
der unendlich fernen Geraden: „Es soll dadurch jedoch nur diese ana- 
lytische Tatsache, aber keinerlei metaphysische Auffassung ausgedrückt 
werden. Die Einführung dieser Bezeichnung erlaubt uns dann, manche 
Sätze einfacher zu beweisen und auszusprechen, indem wir mit der 
unendlich fernen Geraden wie mit einer wirklich vorhandenen operieren." 
— Die Analysis allein kann uns also zu keiner richtigen Erkenntnis 
räumlicher Eigenschaften verhelfen. Sie ist immer nur als Mittel an- 
zusehen, geometrische Tatsachen einfach darzustellen, gewissermaßen 
als eine Abbildung des räumlich Realen durch das Zahlengebiet. Nicht 
die Algebra entscheidet daher auch über die Möglichkeit dieser odtr 
jener Raumform, sondern nur die Betrachtung des Raumes selbst. 3 ; 
Wir bleiben also in Übereinstimmung mit Kant 4 ) und nennen nur 
dasjenige möglich, „was mit den formalen Bedingungen der Erfahrung 
(der Anschauung und den Begriffen nach) übereinkommt". Haben wir 
nun eine Wissenschaft vor uns, die nur auf Begriffen aufgebaut ist, 
so wird auch die logische Folgerichtigkeit allein das Kriterium für die 
Richtigkeit der aus ihr entspringenden Erkenntnis sein. Eine solche 
Wissenschaft ist aber nur die Transzendentalphilosophie selbst. 5 ) Bei 
ihr wird die Erkenntnis nur durch logische Bearbeitung der Begriffe 
gewonnen, ist also eine diskursive. Bei allen andern Wissenschaften 
aber müssen auch intuitive Urteile gelten. 6 ) Nun ist aber die Geometrie 

1) Vgl. Wundt: „Logik, eine Untersuchung der Prinzipien der Erkenntnis 
und der Methoden wissenschaftlicher Forschung". 1. Bd. „Erkenntnislehre". Stutt- 
gart 1880, S. 440 ff. S. auch Lotze: „Metaphysik" S. 246 f. 

2) Lindemanu: „Vorlesungen über Geometrie". I. Bd. Leipzig 1876. S. 07. 

3) Vgl. Russell: „Essai sur les Fondements de la Geometrie (ins Franz. 
übersetzt von Gaden at) Paris 1901. S. 69. 4) Kant: „Kr. d. r. V." S. 202. 

6} Vgl. J. C. Becker: „Abhandlungen aus dem Grenzgebiet der Mathematik 
u. Philosophie" S. 16—20. 

6) Vgl. H. Weissenborn: „über die neueren Ansichten vom Raum u. von 
den geometr. Axiomen". Vierteljahrschrift f. wissensch. PhiloB. II, S. 464 ff. 
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sicher eine Wisse nschaft, die die Anschauung nicht entbehren kann. 
Sie ist keine Wissenschaft aus Begriffen, sondern sie hat die Begriffe 
im Raum zu konstruieren. Es genügt demnach für die Geometrie nicht, 
daß die Entwickelung ihrer Begriffe logisch folgerichtig vor sich geht, 
sondern sie hat bei jedem entwickelten Begriff mittels der formalen 
Anschauung zu untersuchen, ob der dem Begriff entsprechende Gegen- 
stand auch möglich sei. Vom menschlichen Standpunkt natürlich er- 
scheint ja das Streben, alle Erkenntnis auf eine einzige Quelle zurück- 
führen zu wollen; nichts desto weniger kommen wir aber nicht über 
die nun einmal feststehende Tatsache hinweg, daß hier ein Dualismus 
herrscht, daß wir hinsichtlich unserer psychischen Tätigkeit einem 
doppelten Zwang unterworfen sind, dem Denkzwang und dem Anschanungs- 
zwang. 1 ) Daher mußten auch alle Versuche fehlschlagen, die darauf 
hinausgingen, die Geometrie rein logisch frei von jeder Anschauung 
zu begründen *) oder überhaupt räumliche Anschauung durch begriffliche 
Verbindungen zu ersetzen. 8 ) Hiernach unterliegt es also keinem Zweifel, 
daß ein Anschauungszwang, d. h. ein Zwang, Mannigfaltiges überhaupt 
räumlich aufzufassen, oder Empfindungen nach außen zu projizieren, 
ebenso gut vorhanden ist, wie derjenige, Begriffe logisch zu bilden 
und zu verknüpfen. Wenn aber anerkannt werden muß, daß im Ge- 
biete des Räumlichen das logische Denken allein nicht ausreicht, so sind 
auch die logisch möglichen Raumformen nicht ohne weiteres erkeuntnis- 
theoretisch möglich, sondern es muß geprüft werden, ob sie auch den 
Bedingungen des Anschauungszwanges genügen. 

3. Baumformen, die den Axiomen der projektiven Geometrie wider- 
sprechen, sind erkenntnisthi'oretiseh nicht möglich. — Wir wollen nun 
diese Prüfung in der Weise vornehmen, daß wir zunächst die reale 
Möglichkeit solcher Raumformen untersuchen, die den Bedingungen der 
projektiven Geometrie widersprechen. Wir sahen im vorigen, daß die 
Fähigkeit, Mannigfaltiges räumlich aufzufassen, a priori vorhanden ist. 
Die räumliche Auffassung des Mannigfaltigen besteht nun im wesent- 
lichen in einem qualitativen und in einem quantitativen Vergleichen 
von Raumgebilden, d. h. im Unterscheiden verschiedener Lagen- und 

1) Vgl. Schotten: „Die Grenze zw. Philosophie u. Mathem." Unterrichts- 
blätter für Mathem. u. Naturw. II, 4, S. 4<J. 

2) Vgl. Bolzano: „Wissenschaftalehre" 1837. 

3) Man vgl. z. B.: Schmitz -Dumont: „Zeit und Raum in ihreu denknot- 
wendigen Bestimmungen, abgeleitet aus dem Satze des Widerspruchs". Leipzig 
1875. — Thiele: „Grundriß der Logik u. Metaphysik". Halle 1878. — Eine 
nähere Begründung der obigen Behauptung findet sich in des Verfassen Programm- 
arbeit: „Aus dem Grenzgebiet zwischen Mathematik u. Philosophie". Kiel, 1901. 
S. 17 f. 

11* 
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Größenverhältnisse. Die Fähigkeit, Raumgebilde qualitativ und quan- 
titativ zu vergleichen, müssen wir also als eine a priori gegebene an- 
sehen. Die projektive Geometrie behandelt nun die erste Art des 
Verglcichens, zunächst ohne Rücksicht auf metrische Beziehungen unter 
alleiniger Voraussetzung, daß durch 2 Punkte eine Gerade vollkommen 
bestimmt wird. Um dann ültcrhaupt räumliche Maßbestimmungen und 
metrische Beziehungen auf projektive Betrachtungen aufzubauen, muß 
noch vorausgesetzt werden, daß die Maßbestimmungen durch eine 
Bewegung im Raum nicht geändert werden. Das qualitative Vergleichen 
von Raumgebilden hat also zur Voraussetzung die Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte, das quantitative außerdem noch die Kon- 
gruenz des Raumes. Da aber beide Arten des Vergleichens a priori 
gefordert werden, so sind jene beiden Sätze von der Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte und von der Kongruenz des Raumes ebenfalls 
a priori. Die Erkenntnis aber, daß die räumliche Auffassung des 
Mannigfaltigen gezwungenermaßen im Unterscheiden verschiedener 
Lagen- und Größenverhältuisse besteht, ist wiederum ein Zwang, der 
unabhängig vom Denken uns auferlegt wird, ein Anschauungszwang. 
Nun könnte der Einwand gemacht werden, daß sowohl das qualitative 
wie das quantitative Vergleichen sich durch Erfahrung ergeben hat. 
Das ist indessen nicht richtig. Die Erfahrung geht natürlich auch 
hier wie stets der Erkenntnis zeitlich voraus. Ohne vorangegangene 
Erfahrung ist die Aufstellung der Gesetze der räumlichen Anschauung 
ebenso wenig möglich, wie die der Denkgesetze. Wenn wir aber 
behaupten, daß die Axiome der projektiven Geometrie a priori richtig 
sind, so soll damit gesagt sein, daß ohne sie eine Erfahrung, hier also 
räumliche Erfahrung, unmöglich wird. Wenn aber die Fähigkeit, ver- 
schiedene Punkte räumlich zu unterscheiden und in Beziehung zu 
bringen, geleugnet wird, so ist allerdings jeder Erfahrbarkeit der Boden 
entzogen. 1 ) Setzen wir aber die genannte Fähigkeit voraus, so ergeben 
sich jene Axiome durch einfaches Projizieren der Kategorien Qualität 
und Quantität auf räumliche Verhältnisse: Ein Punkt unterscheidet sich 
von einem andern zunächst weder qualitativ noch quantitativ. Nach 
dem vorigen sind wir aber veranlaßt, eine qualitative und eine quantitative 
Beziehung zwischen 2 Punkten anzunehmen. Verglichen können solche 
Beziehungen also erst werden, wenn wir mehr als 2 Punkte ins Auge 
fassen. Je 2 Punkte können mit je 2 andern gleiche oder verschiedene 
qualitative Beziehung haben. Indem wir diesen Gedanken in Raum- 
anschauung umsetzen, werden wir zu dem Axiom gedrängt, daß durch 

1) Vgl. hierzu RoBBell a. a. 0., S. 69ff. 
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2 Punkte eine Richtung (gerade Linie) vollkommen bestimmt ist. 
Analog steht es mit der quantitativen Beziehung: Die Beziehungen, die 
zwischen einem Punktepaar und einem andern herrschen, können 
quantitativ gleich oder verschieden sein. So gelangt man durch Über- 
tragung in räumliche Verhältnisse zum Begriff Abstand. — Nun ist 
aber noch ein Einwand zu entkräften, nämlich der, daß die Vergleichung 
verschiedener Raumgebilde hinsichtlich ihrer Größe nur möglich ist 
unter der Annahme ihrer freien Bewegliciikcit und Festigkeit, daß aber 
die genannten Eigenschaften sich nur durch Erfahrung ergeben können, 
und daß also hieraus die empirische Herkunft des Axiomes von der 
Kongruenz des Raumes folgt. Daß der Begriff der Bewegung etwas 
Empirisches voraussetze, gibt allerdings auch Kant zu, wenn er sagt: 
„Im Raum an sich selbst betrachtet ist nichts Bewegliches: daher das 
Bewegliche etwas sein muß, was im Räume nur durch Erfahrung 
gefunden wird, mithin ein empirisches Datum." 1 ) Doch die Worte 
Kants geben auch gleichzeitig die Lösung dieser Schwierigkeit. Den 
Raumgebilden kommt eben die Bewegbarkeit nicht als Eigenschaft zu. 
Die Bewegung ist ebenso künstlich in den Raum durch uns hinein- 
getragen wie die Zahl. Die Raumgebilde als solche sind unbeweglich, 
und der Bewegungsprozeß in der Geometrie beruht darauf, daß wir die 
psychische Fähigkeit besitzen, ein Bild*) des betreffenden geometrischen 
Gebildes in uns aufzunehmen, dasselbe festzuhalten und an eine andere 
Stelle des Raumes zu projizieren. 3 ) — Gleiche Gebilde sind gleich, 
auch ohne daß ich Superposition anwende. Diese ist nur für mich 
ein Mittel, mich von der Gleichheit oder Verschiedenheit der beiden 
Gebilde zu überzeugen. — Da nun die Bewegbarkeit dem räumlichen 
Gebilde selbst nicht zukommt, so kann dasselbe sich auch nicht durch 
Bewegung, als durch einen von uns hineingetragenen psychischen Akt, 
verändern. Ebenso wie die Beweglichkeit ist also auch die Festigkeit 
garnicht als äußere Eigenschaft der geometrischen Gebilde anzusehen, 
sondern beide Eigenschaften sind durchaus subjektiv zu nehmen, und 
daher ist auch das Axiom von der Kongruenz des Raumes sicher nicht 
durch Erfahrung gewonnen, sondern es ist eine Forderung, die wir 

1) Kant „Kr. d. r. V. S. 65 u. 66. 

2) Man vgl. J. C. Becker: „Abhandlungen aus dem Grenzgeb. etc." S. 28 ff. 

3) Kant nennt dieses Vermögen, einen Gegenstand auch ohne dessen Gegen- 
wart in der Anschauung vorzustellen, „die Einbildungskraft". (Kr. d. r. V. S. 672). 
Er unterscheidet die Bewegung eines Objektes im Räume, die nur durch Erfahrung 
erkannt werden kann, und die Bewegung als Beschreibung eines Raumes, welche 
er einen „reinen Actus der succesaivon Synthesis des Mannigfaltigen in der 
äußeren AnBehauung überhaupt durch produktive Einbildungskraft" nennt (a. a. 0. 
S. 674, Anna.), und welche er als zur Transzendentalphilosophio gehörig ansieht. 
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a priori stellen. Ebensogut könnte als Erfahrungssatz der Satz gelten, 
daß Hauragebilde sich mit der Zeit nicht verändern. — Hierdurch 
erledigt sich nun auch die Frage, ob der Raum nicht eine den Clifford- 
Kleinschen Raumformen — in dor Bezeichnungsweise von Killing — 
entsprechende Gestaltung haben könne. Seine Gleichförmigkeit bliebe 
dann noch bestehen, „solange man nur einen gewissen endlichen Bereich 
um jeden einzelnen Punkt betrachtet". 1 ) Nur als Ganzes betrachtet 
wäre der Kaum ungleichförmig. Es muß hier betont werden, daß das 
Unendliche überhaupt nichts objektiv Existierendes ist, daß wir vid- 
mchr selbst uns das Unetullicke konstruieren, als Negation des Aufhörens 
einer Erscheinungsreihe. Die für den endlichen Bereich gefundene 
Gleichförmigkeit des Raumes kann also garnieht im Unendlichen ver 
schwinden. Charakteristisch für den Gedankengang der Empiristen 
ist der Einwand, den Killing selbst gegen seine Clifford-Klein- 
schen Kaumformen macht, nämlich daß die Gesetze der Mechanik sich 
ändern müßten, insofern als die Einwirkung zweier Massenpunkte auf- 
einander nicht nur von deren Entfernung, sondern auch von der Rich- 
tung ihrer Verbindungsgeraden abhinge. Killing nimmt also hier an, 
daß etwaige Beobachtungen, die mau in dem angeführten Sinne in der 
Mechanik macheu würde, zu einem Schluß auf die Inkongruenz des 
Raumes in der einen oder andern Clifford- Klein sehen Form führen 
müßten. Uns dagegen scheint es, daß das Wesen des Raumes von 
jeglichen Beobachtungen der Mechanik unabhängig sein müsse. — Aus 
dem vorigen ist auch ersichtlich, wie dio Frage, ob die geometrischen 
Körper auch Undurchdringlichkeit aufweisen, je nach der verschiedenen 
Auffassung vom Wesen des Raumes verschieden beantwortet werden 
muß. Die Empiristen bedürfen der Undurchdringlich keit der geo- 
metrischen Körper geradeso wie der freien Beweglichkeit und der 
Festigkeit, als einer empirisch gefundenen Eigenschaft. Wenn man in 
ihrem Sinne*) einen Körper A mit einem ihm kongruenten Körper B 
zur Deckung bringen will, so kann das nur so aufgefaßt werden, daß 
der Körper Ii fortbewegt wird, und vi an die Stelle gebracht wird, 
die Ii vorher inne hatte. Nach unserer Meinung dagegen kommen 
dem geometrischon Körper überhaupt keine mechanischen Eigenschaften 
zu. Die Eigenschaft der Undurchdringlichkeit können wir vollends 
ganz entbehren. Unsere Seele hat eben das Vermögen, das Bild des 
betreffenden Raumgebildes A überall hin zu transportieren, also auch 
nach dem Ort, den ein anderes ihm kongruentes Raumgebilde B gerade 
einnimmt. Die geometrischen Körper zeigen also gewissermaßen gerade 

V: Killing: ..Kinfrtnrung in die Grundlagen etc. u I. S. 346. 
2) Killing a. a. 0. II. S. 228. 
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DurcJidringlicftkeit. Jene von den Empiristen vollzogene Übertragung 
mechanischer Eigenschaften fester Körper auf die Geometrie müssen 
wir aber als eine unberechtigte Vermengung geometrischer und physi- 
kalischer Vorstellungen zurückweisen, auch dem Raum, als einer bloßen 
Form, jegliche Tätigkeit und Kraft absprechen, vielmehr ein vollkommen 
passives Verhalten des Raumes postulieren. ') Hiernach sehen wir uns 
also genötigt, sowohl allen Ranmforiuen, bei denen zwei gerade Linien 
ein Flächenstück einschließen können — insbesondere auch der Rie- 
mann sehen Raumform in der Killingschen Bezeichnung — als auch 
den Raum formen mit nicht konstantem Krümmungsmaß — insbesondere 
den Clifford-Klein sehen Raumformen — jede reale Existenz ab- 
zusprechen. 

4. Baumformen von mehr als 3 Dimensionen sind erkenntnis- 
theoretisch nicht möglich. — Wie sehr sich die begriffliche Möglichkeit 
einer Raumform von der durch reine Anschauung bedingten unter- 
scheidet, tritt besonders bei dem Axiom von den Dimensionen des 
Raumes hervor. Es unterliegt gar keinem Zweifel, daß sich auf ana- 
lytischem Wege Raumformen behandeln lassen mit beliebiger, konstanter 
Anzahl (») von Dimensionen, und doch werden wir sehen, daß unser 
Raum nicht einer Form entsprechen kann, bei der n>3 ist. — Ge- 
wöhnlich schreibt man einem Raumgebilde dann n Dimensionen zu, 
wenn das Einzelne in demselben, der Punkt, durch n voneinander un- 
abhängige Variable bestimmt wird. Nach Erdmann 1 ) besteht nun das 
Charakteristische des Raumes und der räumlichen Gebilde (der n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten) darin, daß bei denselben die Dimen- 
sionen gleichartig sind und sich vertauschen lassen. Bei andern 
Mannigfaltigkeiten dagegen, z. B. bei dem System der Farben- oder 
Tonempfindungen, die Erdmann für dem Räume koordinierte Größen 
begriffe hält, seien die Abhängigkeitsverhältnisse (Farbenton, Sättigungs- 
grad, Lichtstärke bezw. Höhe, Intensität, Klangfarbe) nicht vertauschbar. 
Die Tatsache ist richtig, daher ist aber der Raum jenen „Größen- 
begriffen" eben nicJd koordiniert, und daher ist es auch unerlaubt, zur 
Veranschaulichung des vierdimensionalen Raumes eine mit den andern 
Veränderlichen nicht vertauschbare Variable, etwa die Dichtigkeit oder 
Temperatur, hinzu zu nehmen. Gegen die angeführte Definition der 
Dimensionen ist übrigens einzuwenden, daß sie rein analytischer Natur 
ist und das eigentliche Wesen des Raumes nicht genügend erfaßt. 
Jedenfalls kann aber aus der analytischen Möglichkeit, für die Anzahl 

1) Benno Erdmann: „Die Axiome der Geometrie, eine philosophische 
Untersuchung der Riemann-Helmboltzschen Raumtheorie." Leipzig 1877. 
Kap. II. 
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der unabhängigen Veränderlichen eine Zahl zu wählen, die größer als 3 
ist, nicht auf die reale Möglichkeit einer solchen Raumform geschlossen 
werden. — Ebensowenig befriedigt die bekannte Definition, die von 
dem Punkt ausgeht und ihn sieh fortbewegen läßt. Diese Erklärung 
bat das Mißliche, daß sie die Bewegung benutzt, die erst durch einen 
psychologischen Akt in das Räumliche hineingetragen ist; auch laßt 
dieselbe nicht recht erkennen, daß das Axiom von den 3 Dimensionen 
des Raumes garnicht als ein einfaches anzusehen ist, sondern daß in 
ihm eine Reihe von Axiomen enthalten ist. — Mehr dem Wesen des 
Raumes entsprechend und mit der obigen Forderung vereinbar scheint 
diejenige Definition zu sein, die von dem Körper ausgeht und Be- 
grenzung und Teilung benutzt. Sie lautet 1 ): Teilt man einen Körper 
(endl. Raumteil), so ist das die Grenze der beiden Teile bildende Gc- 
bilde (Grenzgebilde erster Ordnung) wieder teilbar uud so fort. Endlich 
gelangt man zu einem unteilbaren Grenzgebilde. Unter der Anzahl 
der Dimensionen eines Raumgebildes wird also die Anzahl der mög- 
lichen Teilungen verbunden mit Grenzübergängen verstanden, die man 
bei dem Gebilde ausführen muß, um zu dem unteilbaren Gebilde (Punkt ) 
zu gelangen. Hieraus ist sofort ersichtlich, daß das Axiom, welches 
für den Raum 3 Dimensionen fordert, aus verschiedenen Annahmen 
zusammengesetzt ist, nämlich: 

1. Es läßt sich aus dem Raum ein allseitig begrenzter Teil aus- 
scheiden. (Existenz von Körpern wird gefordert.) 

2. Bei dem vorher angegebonen Teilung»- und Abgrenzungs verfahren 
gelangt man schließlich zum unteilbaren Raumgebilde (Punkt) (Anzahl 
der Dimensionen ist endlich). 

3. Man gelangt zu dem unteilbaren Raumgebilde (Punkt) stets 
durch die gleiche Anzahl von Teilungen mit Grenzübergängen, von 
welchem Raumteil (Körper) man auch ausgehen rang. (Anzahl der 
der Dimensionen ist konstant.) 

4. Diese Anzahl ist für den Raum 3. 

Es ist nun zu untersuchen, ob die reine Anschauung die Richtig- 
keit dieser 4 Sätze fordert. Die 3 ersten Forderungen sind dem Raum 
mit der Zeit gemein. Dnß sie auf Anschauungszwang beruhen, geht 
aus dem bereits früher erörterten Umstand hervor, daß uns a priori 
die Fähigkeit zukommt, räumliche bezw. zeitliche Gebilde quantitativ 
zu vergleichen. Unmittelbar folgt daraus der erste der angeführten 
Sätze; denn wenn der Raum so beschaffen ist, daß wir in ihm Gebilde 
quantitativ vergleichen können, so muß der Raum selbst uns als ein 



1) Vgl Killing a, a. 0. I. S. 174. 
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Quantum erscheinen, also teilbar sein. Man muß also einen Kaumteil 
so absondern können, daß Punkte dieses Teiles nur ihm, nicht auch 
dem übriggebliebenen Teil des Raumes zugehören, d. h. es existieren 
Körper. — Die Anzahl der Dimensionen kann ferner nicht unendlich 
sein, da man sonst niemals zum unteilbaren Raumgebilde käme. Die 
Existenz eines solchen haben wir aber bereits durch die Forderung 
vorausgesetzt, eine Empfindung räumlich zu projizieren. — Wenn ferner 
die Anzahl der Dimensionen nicht konstant wäre, so würde darunter 
die Homogenität des Raumes leiden, die wir unbedingt zu fordern 
haben. — Die 4. Annahme, daß die Anzahl der möglichen Teilungen 
mit Grenzübergängen 3 ist, gilt nur noch für den Raum. An ihre 
Stelle tritt für dio Zeit die Annahme, daß diese Anzahl 1 ist. Beide 
Annahmen sind zunächst tatsächliche Wahrheiten, wenigstens ist es 
mir unverständlich geblieben, wie die Behauptung, daß die Anzahl der 
Dimensionen des Raumes n > 3 Bein könne, daß er uns nur 3-dimen- 
sional erscheine, ernstlich verteidigt werden kann. Sie scheint viel- 
mehr nur auf einem falschen Analogieschluß') zu beruhen. Für dio 
Zeit ist meines Wissens nichts Analoges behauptet worden, v. Helm- 
holtz glaubte bekanntlich durch die Supposition von „verstandbegabten 
Wesen von nur 2 Dimensionen, die an der Oberfläche irgend eines 
unserer festen Körper leben und sich bewegen" 2 ), die Möglichkeit oiner 
vierten Dimension wahrscheinlicher machen zu können. Gerade so, wie 
sich jene „Flächen wesen" irren, könnten wir uns auch irren, und es könnte 
also doch eine vierte Dimension existieren. Doch, sofern ich v. Heim- 
holt vi recht verstehe, soll ja den „Flächen wesen" jede Miifflichki.it der 
Erfahrung der dritten Dimension abgesprochen werden. Sie irren sich 
also gar nicht, sondern für sie hat der Raum a priori 2 Dimensionen.- 
Außerdem begegnet die Annahme von „Flächenwesen" an sich schon 
bedeutenden Schwierigkeiten, da es unklar bleibt, wie man sich diese 
keinen Raum einnehmenden Wesen vorstellen soll. 3 ) — Wenn also die 
Tatsache nicht erschüttert werden kann, daß die Anzahl der Dimen- 
sionen des Raumes 3 ist, so muß doch eingeräumt werden, daß ein 
•mehrdimensionaler Raum begrifflich möglich ist, und es bleibt daher 
zu untersuchen, ob wir zur Kenntnis jener Tatsache nur durch Er- 



1) Man vgl. Wandt: „Logik" I. S. 440ff. 

2) v. Heimholt/.: „Cber den Ursprung und die Bedeutung dor geometr. 
Axiome" S. 27. 

3) Man vgl. hierzu: Lotze: „Metaphysik" S. 2i»4ff. — Wandt: „Logik" I 
Kap. 3. — VVeißenborn: „t'ber die neueren Ansichten vom Räume und von den 
geometr. Axiomen." — Schotten: „Inhalt und Methode des plan. Unterr. I 
S. 262, Fußnote. 
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fahrung gelangt sind, oder ob dio reine Anschauung überhaupt für 
unsern Raum die Annahme einer größeren Anzahl von Dimensionen 
verbietet. Die Unterscheidung dieser beiden Fälle wird leider nicht 
immer genügend beachtet, und gar zu oft die Meinung geäußert, daß 
man die Überzeugung der Realität von begrifflich Möglichem nur durch 
Erfahrung gewinnen könne. Daß aber die unmittelbare reine Anschau- 
ung seihst uns zu einem Urteil a priori drängen kann, haben wir bereits 
auseinandergesetzt. Wie steht es damit nun in unserm Falle? Gründen 
wir die Überzeugung von der Richtigkeit der Tatsache der Drei- 
dimensionalst auf Erfahrung, und sind wir vielleicht nur deshalb so 
fest von dieser Richtigkeit überzeugt, weil wir es hier mit einer „aus- 
nahmslosen Erfahrung" zu tun haben? Das ist leicht zu entscheiden. 
Bei Urteilen, die durch ausnahmslose Erfahrung gefunden sind, läßt 
sich ihr Gegenteil noch immer sowohl denken, als auch vorstellen. 
Das Gegenteil bleibt noch immer den formalen Bedingungen der Er- 
fahrung der Anschauung und den Begriffen nach konform. Man denke 
z. B. an das durch ausnahmslose Erfahrung gefundene Urteil: „Alle 
Menschen müssen sterben." An dessen Richtigkeit zweifelt sicher 
auch niemand, und doch ist ein Urteil, das diesem widerspricht, etwa: 
„Ein Mensch A lebt ewig", zwar falsch, aber immer noch den formalen 
Bedingungen der Erfahrung konform. Anders steht es nun aber mit 
dem Urteil: „Es gibt kein Raumgebilde von mehr als 3 Dimensionen" 
oder: „Es gibt kein Zeitgebilde von mehr als 1 Dimension." Gegen 
Urteile, die diesem widersprechen, ist zwar auch nichts begrifflich ein- 
zuwenden, aber ein Raumgebilde von mehr als 3 Dimensionen, bezw. 
ein Zeitgebilde von mehr als 1 Dimension, widerstreitet den formalen 
'Bedingungen der Erfahrung der Anschauung nach geradeso, wie die 
Annahme, außer der Möglichkeit eines A und eines Nicht -A gäbe es 
noch eine dritte, die den formalen Bedingungen der Erfahrung den Be- 
griffen nach entgegen wäre. — Wenn wir uns also sehr wohl Eigen- 
schaften von Dingen anschaulich vorstellen können, die unserer 
ausnahmslosen Erfahrung widersprechen, und doch durchaus nicht 
Eigenschaften eines vierdimensionalen Raumes, so kann der Satz von 
der Dreidimensionalität des Raumes nicht durch ausnahmslose Erfahrung 
erworben sein, sondern ist a priori durch reine Anschauung gegeben. — 
Zur Verteidigung der Möglichkeit von 4 Dimensionen ist von 
Zöllner 1 ) das eigentümliche, aber weit verbreitete Argument angeführt 
worden, daß symmetrische Körper im H-dimensioualen Räume nicht 
zur Deckung gebracht werden könnten. Ebenso wie der Beweis der 



1) Zöllner: Üb« die Natur der Kometen". Leipzig 1872. 
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Kongruenz symmetrisch gelegener ebener Figuren nur dadurch zu er- 
bringen ist, daß mau dieselben aus der Ebene herausbewegt, also die 
dritte Dimension benutzt, ebenso würde die Kongruenz symmetrischer 
Körper sich durch die vierte Dimension erweisen lassen. Zunächst ist 
mit Killing 1 ) hiergegen einzuwenden, daß damit „nichts Wesentliches 
gewonnen" wäre, da nunmehr vierdimensionale Gebilde in ihrer Gestalt 
und Größe übereinstimmen könnten, ohne kongruent zu sein. „Wie 
groß man auch die Zahl der Dimensionen annehmen mag, niemals 
wird der Begriff der Kongruenz identisch sein mit dem Begriff der 
Übereinstimmung in allen Größenbeziehungen." Wenn nun aber 
symmetrische Körper, obwohl sie doch „in allen zur Größe und Qualität 
gehörigen Bestimmungen völlig einerlei sind" (Kant), einander doch 
nicht räumlich ersetzen, so folgt hieraus mit Notwendigkeit^ daß das 
„Einerleisein", das durch begriffliches Definieren bestimmt wird, und 
das „räumliche Ersetzenlassen", das nur durch Anschauung gefunden 
werden kann, nicht ein und dasselbe ist, und daß das Denken, das nur 
mit Begriffen arbeitet, auf Abwege geraten kann, wenn es seinen rein 
logischen Deduktionen eine räumliche Interpretation geben will. Der 
eben besprochene Einwand bietet uns also gerade ein neues — wie mir 
scheint, nicht unerhebliches — Beweismoment für die von uns ver- 
tretene Ausicht, daß auf unsere Erkenntnis nicht nur durch das Denken, 
sondern auch durch die reine Anschauung ein Zwang ausgeübt wird. 

1) Killing: „Einführung in die Grundlagen etc." I S. '268 f. — Vgl. auch: 
Lotzc: „Metaphysik" S. 266. 

(Fortsetzung folgt.) 
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F. Schilling, Über die Nomographie von M. d'Ocagne. Eine Ein- 
führung in dieses Gebiet. Mit 28 Abbildungen. 8°. 47 S. Leipzig 1900, 
B. G. Teubner. 

Besteht zwischen einer Anzahl Veränderlicher eine gesetzmäßige Be- 
ziehung, so kann man eiue der Veränderlichen als abhängige, die übrigen 
als unabhängige Veränderliche betrachten und für alle möglichen Werte- 
verbindungen der letzteren die zugehörigen Werte der ersteren ermitteln. 
Handelt es sich darum, die Werte der abhängigen Veränderlichen zu finden, 
so hat man häufig die Wahl, hierzu entweder den Weg der Rechnung oder 
der Konstruktion auf Grund der die gesetzmäßige Beziehung darstellenden 
Gleichung einzuschlagen. In letzterer Beziehung sind vornehmlich die 
graphischen Methoden, welche z. B. in der graphischen Statik in hohem Maße 
ausgebildet sind, bekannt. Tn jedem einzelnen Falle muß aber die Rechnung 
oder die geometrische Konstruktion von neuem durchgeführt werden, um 
den zugehörigen Wert der gesuchten Veränderlichen zu erhalten. Dies wird 
aber sehr lästig, sobald die Aufgabe in sehr vielen Fällen zu lösen ist. 
Handelt es sich um eino Beziehung zwischen nur zwei Veränderlichen, so 
wird man sich Zahlentafeln herstellen, aus denen man für jeden Wert der 
unabhängigen Veränderlichen den der abhiingigen direkt oder durch Inter- 
polation entnehmen kann. Solche Tafeln lassen sich auch noch für Gleichungen 
mit drei und mehr Veränderlichen herstellen, werden aber dann sehr un- 
bequem. 

Hier greift nun die Nomographie ein, indem sie für die Zahlentafeln 
Ersatz zu schaffen sucht. Zu diesem Zwecke gibt sie Methoden an, um für 
gesetzmäßige Beziehungen zwischen mehreren Veränderlichen graphische 
Tafeln (abaquos) herzustellen und hierdurch rechtfertigt sich ihr Name 
(vöpog = Gesetz). Ist für ein bestimmtes Gesetz die entsprechende Tafel 
einmal konstruiert, so kann man für jede beliebige Werteverbindung der 
unabhängigen Veränderlichen den zugehörigen Wert der abhängigen Ver- 
änderlichen unmittelbar aus der Tafel ablesen, und hierin liegt eben der 
Unterschied gegen die gewöhnlichen graphischen Methoden. 

Die Ausbildung der nomographischen Methoden ist vornehmlich das 
Verdienst des französischen Forschers Maurice d'Ocagne, welcher seine 
Resultate außer in kleineren Abbandlungen in den beiden größeren Ver- 
öffentlichungen: L<s calculs usuels efftetue's au moym d<$ abaques (Paris 1*91) 
und Trade de nomographie (Paris 1899) bekannt gegeben hat. Auf dieses 
letztgenannte Werk will die vorliegende kleine Schrift des Herrn Schilling 
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die Aufmerksamkeit der deutschen Mathematiker lenken und zum Studium 
dieses Werkes anregen. Zu diesem Zwecke werden die Methoden der 
Noraographie an verschiedenen Beispielen, welche durch die aus dem franzö- 
sischen Originale hertibergenommenen Figuren illustriert sind, für Gleichungen 
von 2, 3, 4 und mehr Veränderlichen auseinandergesetzt Besondere Berück- 
sichtigung haben bei den Gleichungen mit 3 und mehr Veränderlichen die 
abaques d aligncmcnt oder, wie Herr Schilling vorschlagt, koUinearen 
Rechentafeln gefunden, denn in ihnen liegt der Schwerpunkt der Nomographie. 
Der Hinweis auf verschiedene theoretische Fragen, zu denen die Nomographie 
anregt, bildet den Schluß der Schrift, welche aus einem vom Verf. in der 
Güttinger Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrage entstanden ist. 
(Auch in dem Artikel über numeriscJies Rechnen von R. Mehmke in Bd. I, 2 
der Enzyklopädie der math. Wiss., S. 1024 — 1052 findet man die nomo- 
graphischen Methoden besprochen.) 

In Deutschland scheinen dem Ref. die nomographischen Methoden nicht 
ganz den verdienten Anklang gefunden zu hahen. Vielleicht liegt die Schuld 
mit daran, daß in dem Werke von 1899 Herr d'Ocagno — im Gegen- 
satz zu seinem ersten Werke — nicht innerhalb dor Grenzen gebliehen ist, 
in welchen seine Methoden wirklich für die Praxis brauchbar sind und mit 
Vorteil angewendet werden. 

Karlsruhe i. B., März 1904. Rouekt IIaussnrr. 



J. Liiroth, Vorlesungen über numerisohos Rechnen. Mit 14 Figuren 
im Text. 8°. VI und 194 S. Leipzig 1900, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Werk darf zu den erfreulichsten Erscheinungen auf 
dem Gebiete der mathematischen Literatur in den letzten Jahren gezählt 
werden, und der Referent betlauert nur, daß verschiedene widrige Umstände 
ihn erst so spät zu der Besprechung desselben kommen lassen. Es kann 
das Buch als ein Zeichen der teilweisen Umkehr angesehen werden, welche 
in der jüngsten Vergangenheit auf dem mathematischen Forschuugs- und Inter- 
essengebiete in Deutschland einzutreten begonnen hat, und welche neben 
den rein abstrakten Forschungen auch den anwendungsfähigen und direkt 
nützlichen wieder zu ihrem Rechte verhilft. Welcher Mathematiker hätte 
noch vor einem Jahrzehnt oder wenig mehr Fragen des numerischen Rechnens 
Beachtung geschenkt! Nicht ganz mit Unrecht herrschte sogar die Ansicht, 
daß Mathematiker im allgemeinen schlechte Rechner seien. 

Wenn sich jetzt Mathematiker wieder auch konkreteren Untersuchungen 
zuzuwenden beginnen, so ist in erster Linie die sehr geringe Liebe, welche 
seitens der Techniker der Mathematik so häufig entgegengebracht wird, 
Schuld daran. Nicht ohne Berechtigung werfen sie jetzt der Mathematik 
vor, daß sie ihnen keine Antwort auf die ihr von der Technik gestellten 
Probleme zu geben vermag; in der Tat, praktischer Anwendung sind die 
meisten der großen und schönen mathematischen Disziplinen, welche vor- 
nehmlich in der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts entstanden sind, 
nur schwer fähig. Die Antworten, welche die Technik von der Mathematik 
zu erhalten wünscht, sind nicht von der Präzisions-, sondern von der 
Approximationsmathematik zu erwarten, zumal dieselben nicht nur in knapper 
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und bequemer Form, sondern auch mit geringem Zeitaufwande erhalten 
werden sollen. Um dies zu leisten, muß aber die Approximationsmathematik 
in ganz anderem Maße noch als bisher bearbeitet uud ausgebaut werden; 
jetzt liegen nur kleine Anfange erst vor. 

Zu den Untersuchungen, welche für die Praxis von hervorragender 
Bedeutung sind, gehören alle über Fragen des numerischen Rechnens, welches 
sowohl der Präzisions- als der Approximationsmathematik zugehört. Der 
ersteren allerdings nur soweit, als bei dem Rechnen nur ganze Zahlen oder 
endliche Dezimalbrüche in Betracht kommen. Sobald aber unendliche 
Dezimalbrüche auftreten, sei es als gegebene Elemente, sei es als rechnerische 
Hilfsmittel (Irrationalzahlen, Logarithmen, trigonometrische Funktionen u. dgl.), 
so be6ndet man sich schon im Gebiete der Approximationsmathematik. Denn, 
da man beim Rechnen unendliche Dezimalbrüche nicht verwenden kann, so 
muß man sie durch endliche ersetzen und führt dann die ganze Rechnung 
tatsachlich nur mit Näherungswerten. Hierdurch entstehen aber sofort für 
jede Rechnung uud für jedes benutzte Hilfsmittel eine Reihe der wichtigsten 
Fragen: Wie groß ist die mit den gegebenen Hilfsmitteln und in kürzester 
Zeit überhaupt erreichbare Genauigkeit? Welches sind in gegebenem Falle 
die zulässigen Fehlergrenzen? Auf welche Art gestaltet sich die Rechnung 
am übersichtlichsten und ermöglicht bequeme Kontrollen? Und andere solcher 
Fragen mehr. Nur bei Berücksichtigung aller derartigen Gesichtspunkte 
ist ein rationelles numerisches Rechnen möglich. 

Die gekennzeichneten Fragen, wie alle Fragen der Approximations- 
matheinatik, erheischen ihre Beantwortung von der reinen abstrakten Theorie 
und sind daher geeignet, auf diese fördernd und anregend zurückzuwirken. 
Die Schwierigkeiten, welche sich dabei hindernd in den Weg stellen, sind 
häutig weit größer als die bei rem abstrakten Untersuchungen auftretenden. 
Und deshalb ist es nicht überraschend, unter den Mathematikern, welche 
sich mit Fragen des numerischen Rechnens beschäftigt haben, die be- 
deutendsten — es sei nur an Gauss und Fourier erinnert — zu finden. 

Die vorhandenen Untersuchungen sind aber in den verschiedensten Zeit- 
uud gelehrten Schriften weit verstreut uud bei dem geringen Interesse, 
welches bisher die meisten Mathematiker ihnen entgegenbrachten, nur wenig 
bekannt. An einer zusammenfassenden Darstellung der wichtigsten Methoden 
uud Hilfsmittel für das numerische Rechnen fehlte es. Diese Lücke füllt 
das vorliegende Werk in vorzüglicher Weise aus. Der Herr Verfasser 
beschränkt sich in demselben auf die Betrachtung der Mittel zur Erzielung 
großer Genauigkeit und hat deshalb die mechanischen Vorrichtungen und 
geometrischen Verfahren zur Erleichterung der Rechnung nicht berücksichtigt, 
da sie nur eine Genauigkeit von wenigen Ziffern zu gewähren imstande sind. 

Allgemeine Bemerkungen über das numerische Rechnen leiten in dem 
ersten Kapitel das Werk ein. Es wird zunächst unterschieden zwischen 
dem Zahlenrechnen als Kunst und als Wissenschaft. Von der Kunst des 
Zahlenrechnens, welche sich nur zum Teil erlernen läßt und wesentlich von 
dem angebornen Talente, lange Zahlenreihen zu behalten, abhängig ist, kann 
natürlich in dem Buche nicht die Rede sein. Diese Kunst reicht aber 
auch nicht hin, um die sichere und rationelle Ausführung einer Rechnung 
zu garantieren; es muß vielmehr die Wissenschaft des Zahlenrechneus hin- 
zukommen. Diese hat zu lehren, wie eine Rechnung mit möglichst geringer 
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Arbeit durchgeführt werden kann, und wie die Versuche, welche bei den 
meisten indirekten Operationen (Wurzelausziehen, Auflösen von Glei- 
chungen, usw.) nötig fallen, zweckmäßig einzurichten oder durch systematische 
Verfahren zu ersetzen sind. Für die Durchführung größerer Rechnungen ist 
sogar die Beachtung von Äußerlichkeiten nicht unwesentlich; deshalb finden 
sich am Ende des ersten Kapitels Ratschläge über das zu verwendende 
Papier, über die Anstellung von Kontrollen, Über die Zeit, während welcher 
man eine Rechnung ruhen lassen soll, ehe man sie von neuem zur Kontrolle 
durchrechnet, u. dgl. Es darf vielleicht au dieser Stelle daran erinnert 
werden, daß kein Geringerer als Gauß auf die Beobachtung solcher Äußer- 
lichkeiten das größte Gewicht gelegt hat und z. B. beim Rechnen die 
Benutzung des Bleistiftes durchaus verwarf, nur die der Tinte gestattete. 

Die folgenden drei Kapitel sind den vier elementaren Operationen dor 
Arithmetik gewidmet. Bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation 
finden sich die einfachsten Rechenproben angegeben und im Anschlüsse an 
die letztere die wichtigsten Produkt- und Quadrat tafeln, ihre Einrichtungen 
und Benutzung besprochen. Der weiten Verbreitung, welche in der Neu- 
zeit Rechenmaschinen gefunden haben und welche immer größer werden 
wird, ist durch Vorführung von drei wichtigen Typen Rechnung getragen. 
Die beiden ersteren, die Leibniz-Thomassche und die ältere Sellingsche 
sind sog. Additionsmaschinen, während die Steiger- Eglische, die sich unter 
der sonderbaren Bezeichnung „Millionär" im Handel befindet, eine sog. Multi- 
plikationsmaschine ist. Bei der Division findet man außer der gewöhnlichen 
Methode die geistreiche Fouriersche Methode der geordneten Division ein- 
gehend besprochen und die Ausführung von Divisionen mit der Rechen- 
maschine gezeigt. 

Die Division führt zuerst zu unendlichen Dezimalbrüchen und leitet 
so zu dem Rechnen mit approximativen Werten über, welchem die übrigen 
Kapitel gewidmet sind. Das fünfte Kapitel gibt zunächst die Regeln für 
das Rechnen mit solchen ungenauen Werten und die dadurch bedingten 
Fehler (Berechnung von e; abgekürzte Multiplikation und Division.) 

Die Hauptfehlerquelle bei einer Rechnung aber ist in der Benutzung der 
Tafeln mathematischer Größen, ohne welche eine größere Rechnung fast nicht 
durchführbar ist, zu suchen. Von solchen Tafeln kommen in erster Linien 
die der Logarithmen und trigonometrischen Funktionen, welche mit 4 bis 
7 Stellen überall verbreitet sind, in Betracht; in zweiter Linie die Gaußscben 
Additions- und Subtraktionslogarithmen. Vornehmlich sind hier die Fehler 
untersucht, welche aus der linearen Interpolation entspringen, und ihre Ein- 
flüsse auf logarithmische Rechnungen festgestellt. Die lineare Interpolation 
ist bei Tafeln mit mehr als 7 Stellen oft nicht mehr statthaft, und man 
muß dann auf die höheren Differenzen Rücksicht nehmen (quadratische 
Interpolation). Besondere Beachtung findet hierbei Vegas ITiesaurus lo<;a- 
rithmorum compldus, welcher durch den Florenzer Neudruck von 1897 wieder 
leicht zugänglich geworden ist Im letzten der drei den Logarithmen 
gewidmeten Kapitel werden die Hilfsmittel zur Berechnung der Logarith- 
men der Zahlen auf 9, 15, 24 und mehr Stellen und der Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen auf 15 Stellen erörtert. 

Für die Berechnung von Quadratwurzeln findet man im vorletzten Kapitel 
das gewöhnliche, das Darbouxsche und das (auf seiner oben genannten 
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Methode der geordneten Division beruhende) Fouriersche Verfahren angegeben; 
an letzteres schließt sich das Verfahren desselben Forschers für die Auf- 
lösung quadratischer Gleichungen. Die .Berechnung der Kubikwurzel leitet 
hinüber zu der Anwendung von Logarithmen und Reihen, bez. dem New ton sehen 
Näherungsverfahren, 7.11 welchem man bei höhereu Wurzelexponenten unbedingt 
seine Zuflucht nehmen muß. Vielleicht linden bei einer Neuauflage des 
Buches auch die Verfahren zur Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzel 
mit Hilfe der Rechenmaschine an dieser Stelle Erwähnung. 

Das letzte Kapitel enthält die Berechnung der Wurzeln der kubischen 
und allgemeinen tri nomischen Gleichungen nach der Gaußschen und anderen 
Näherungsmethoden (Regula falsi, Substitutionsmethode, Benutzung von 
logarith mischen Differenzen), nach denen auch die komplexen Wurzeln ver- 
hältnismäßig leicht vermittelt werden können. 

Dieser kurze Überblick wird den reichen luhalt des Buches, dessen 
Wert durch zahlreiche Literaturnachweise noch erhöht wird, genügend er- 
kennen lassen. Das Buch, dessen Lektüre nur die Kenntnis der Element« 
der Analysis und Algebra voraussetzt, wird nicht nur allen Berufsrechnem 
ausgezeichnete Dienste leisten, sondern kann auf das wärmste auch allen 
Mathematiklehrern an höhereu Lehranstalten empfohlen werden; es wird 
ihnen vielseitige Anregungen bieten, um sich und ihren Schülern den arith- 
metischen Unterricht in den höheren Klassen schmackhafter zu gestalten 
und ihn zu vertiefen. 

Karlsruhe i. B., März 1904. Robkkt Haussner. 



Schenk, Julius, $r. 3ttg., Featigkeitaberechnung gTÖßerer Dreh- 
8trommoöohinen. Mit 45 Figuren im Text und einer Doppeltafel, 
Leipzig 1903, Verlag von B. G. Teubner. 

Die Schrift ist ein Rechenbeispiel für die Anwendung der Castigliano- 
schen Sätze vom Minimum der Formänderungsarbeit. Herr Schenk scheint 
die Kritik nicht zu kennen, die Herr Weingarten in seiner Besprechung 
der Föpp Ischen Vorlesungen über technische Mechanik an diesen Sätzen 
geübt hat. In der von Castigliano gegebenen und von Herrn Schenk 
wiederholten Fassung ist ihre Aussago unbestimmt und kann zu Wider- 
sprüchen und Irrtümern Veranlassung geben. Herr Schenk formuliert die 
Sätze so (S. 1): „Die Formänderungsarbeit, welche bei Beanspruchung 
eines Körpers geleistet wird, teilweise differenziiert nach einor dieser Kräfte, 
gibt die Verschiebung des Angriffspunktes dieser Kraft nach ihrer Richtung; 
bei Momenten tritt anstelle der Verschiebung die Drehung des Querschnitts. 
Ist nun die Verschiebung bekannt (bei den Anwendungen ist dieselbe ge- 
wöhnlich Null), so hat man eiue lineare Gleichung, aus der die Kraft, falls 
dieselbe unbekannt ist, berechnet werden kann." 

Nehmen wir nun den einfachen Fall eines an zwei Punkten gestützten 
Stabes, der in der Mitte die Last P trägt. A', S und / seien Elastizitäts- 
modul, Trägheitsmoment und Länge des Stabes; dann beträgt die Form- 

änderungsarbeit F 1 = 2^7^, uml dic Durchsenkung der Last P erhält 

cF Fl* 

man richtig mit fp = ^ = -rr a -- • Schreibt man aber die Formänderungs- 
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P . 

arbeit als Funktion der Auflagerdrücke A = B = - in den Stützpunkten A, B, 

A*l a d f 

so wird die Formänderuugsarbeit F = j?q~ £1 un( ^ ^ er Diff eren tial<luotient ^-^ 

gibt nicht, wie es sein müßte, für die Stützpunkte die Einsenkung null, 

. . AI» PI* 
sondern f A - ^ ^ - ^4 ' 

Der Fall, für den diese Verschiebung f A gilt, entsteht aus dem vorigen, 
wenn Angriffs- und Stützpunkte mit einander vertauscht werden; der Stab 
wird dann in der Mitte gehalten, und an den Enden hängt je eine Last P. 
Die Widersprüche verschwinden, wenn die Kräfte, nach denen die Form- 
änderungsarbeit differenziiert wird, statisch unbestimmt sind und eine Ver- 
schiebung gleich null haben, und das sind eben die Fälle, in denen Herr 
Schenk den Satz anwendet. Er gibt dem Satz aber eine viel allgemeinere 
Fassung, als er für seine Rechnungen braucht, und in dieser erweiterten 
Fassung ist der Satz falsch. 

Die Kräfte, die in elektrischen Maschinen auftreten , sind zum Teil 
von der Formänderung unabhängig, wie z. B. das Eigengewicht, zum Teil 
sind es solche, die nur dann eine Biegung bewirken, wenn eine Form- 
änderung schon vorhanden ist. Die magnetischen Züge rufen keine Durch- 
biegung hervor, solange das Gehäuse genau kreisförmig und konzentrisch 
zum Magnetrad ist, eine Abweichung hie von verstärken die magnetischen 
Zugkräfte und wachsen selbst damit, da der Luftraum kleiner wird. Herr 
Schenk behandelt nur die erste Gruppe von Kräften, und die zweite 
ebenso wie die erste, nämlich als unabhängig von der Deformation. Von 
einer „Festigkeitsberechnung größerer Drehstrommaschinen" muß gefordert 
werden, daß sie, wie jede wissenschaftliche Arbeit, sich Rechenschaft gibt 
über die begangenen Vernachlässigungen. Der Konstrukteur wird in dem 
Buche nicht einmal über die eigentümliche Wirkungsweise dieser Kräfte 
unterrichtet und lernt nur einen Teil der wirklieben Aufgabe kennen. 
Sekundäre Einflüße dagegen, wie Formänderungen durch Normalspannungen, 
werden in einer Ausführlichkeit behandelt, die offenbar die unbestrittene 
praktische Vielseitigkeit der Castiglianoschen Sätze unter den erwähnten 
Einschränkungen beweisen soll. Für Kräfte, die von der Deformation selbst 
abhängig sind, gelten diese Sätze freilich nicht mehr. 

Es wäre für Herrn Schenk sicher eine lohnende Aufgabe gewesen, 
die Vorarbeiten nach der dynamischen Seite des Problems hin auszubauen, 
wofür eben nur die Grundgleichnngen ohne Lösung aufgestellt sind. Eine 
solche Arbeit wäre das Gegenstück zu den zahlreichen Untersuchungen über 
die Schwingungen eines Trägers mit bewegter Last im Brückenbau. Läuft 
das Magnetrad exzentrisch oder schwingt es, so gerät auch das Gehäuse in 
Schwingungen, und die magnetischen Züge verstarken jede Deformation. 
Ist die Tourenzahl der Maschine teilbar durch ihre elastische Eigen- 
schwingungszahl, so werden die dynamischen Beanspruchungen und Defor- 
mationen sehr groß. Für eine solche Auffassung des Problems ist kein 
Fingerzeig gegeben. 

Was an der Arbeit des Studiums wert ist, sind interessante Einzel- 
heiten; die Untersuchungen über das Magnetrad sind hinreichend vollständig 
zusammengestellt; die Ermittlung der statisch unbestimmten Einspannungs- 
momente, Schubkräfte und Züge in den Spanustangen nach ein und der- 

Archi» d«-r Mathematik und Physik. III. iteiho JX. 12 
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selben allgemeinen Rechen Vorschrift ist elegant durchgeführt, und die Be- 
merkungen über den Einfluß verschiedener Auflagerbedingungen für das 
Gehäuse treffen zu. Aber als eine „Festigkeitsberechnung größerer Dreh- 
strommaschinen 1 ' mit der Vollständigkeit, die das Problem verlangt, können 
wir die Schrift nicht bezeichnen. 

Berlin. H. Linsenmann. 



Kleiber, J., Lehrbuch der Physik für humanistische Gymnasien, 

2. Auflage. 319 S. Mit 392 Figuren und zahlreichen Musterbeispielen 
und Übungsaufgaben. München u. Berlin 1903, R. Oldenbourg. Mk. 3. 

Die Kleiberschen Lehrbücher haben mit Recht große Anerkennung 
gefunden, was daraus hervorgeht, daß auch das vorliegende Buch schon 
nach 2 Jahren einer Neuauflage bedurfte. Es sind besonders zwei Umstände, 
welche diese Anerkennung veranlaßt haben: erstens die knappe und meistens 
klare Darstellung und Ausdrucksweise neben der durch die Art des Druckes 
hervorgebrachten Übersichtlichkeit; zweitens die Klarheit der Figuren, bei 
denen das Wesentliche in meistens recht guter Form hervorgehoben ist 
Bei der voraussichtlich auch ferneren weiten Verbreitung der Lehrbücher 
erscheint es aber um so mehr geboten, auch auf einige Fehler und 
Schwächen hinzuweisen, die bei einer weiteren Auflage vermieden oder 
doch gemildert werden können. 

S. 1: „Die Menge des Stoffes" nennt man „Masse" ist eine Definition, 
bei der der Schüler sich nichts denken kann. S. 2: Die Einführung des 
Äthers ist an dieser Stelle mindestens überflüssig. §§ 2 u. 3 könnten ohne 
Schaden für das Buch völlig fehlen. Die hier gebotene Molekulartheorie, 
in welche einige chemische Formeln lose eingeflochten sind, entbehrt der 
sonst dem Buche eigentümlichen Klarheit. Der „Unterschied zwischen 
Chemie und Physik" ist eins von den Kapiteln, das sich seit Generationen 
durch fast alle Physikbücher hindurchschleppt zum Verdruß des unter- 
richtenden Lehrers, des unterrichteten Schülers und — vielleicht auch des 
Verfassers. Gedient ist niemandem damit. Wenn S. 12 spezifisches Gewicht 
als das „Gewicht der Volumeneinbeit" definiert ist, so ist es falsch, auf 
S. 13 zu sagen: „da& spezifische Gewicht ist eine unbenannte Zahl". S. 15: 
In Aufg. 6 ist der aus dem eingedampften Meerwasser erzeugte Salzrückstand 
aus dem auf der vorhergehenden Seite angegebenen spezifischen Gewicht 
des Meerwassers berechnet; das ist falsch. Wenn S. 24 definiert ist: „der 
Schwerpunkt ist jener Punkt, in dem man sich das Gewicht eines Körpers 
vereinigt denken kann", so denkt sich der Schüler günstigsten Falles nidits 
dabei. Wenn aber S. 25 „der Schwerpunkt sozusagen der allein schwere 
Punkt dos Körpers ist", so wird gewiß jeder Schüler eine falsche Vor- 
stellung vom Schwerpunkte bekommen. S. 44, Fig. 64 ist die schmückende 
Kulisse von Baum und Wolken bei der schiefen Ebene völlig unmotiviert; 
ebenso, wie S. 66, Fig. 93 Baum und Hans besser fehlen sollten, denn 
ein richtiges Bild der Größenverhiiltnisse wird hierdurch nicht erreicht. 
S. 83, Fig. 119 u. 121 verführt den Schüler, abgesehen von den ganz 
unnatürlichen Größenverhältnissen zu der falschen Vorstellung einer bestimmt 
abgegrenzten Atmosphäre. Wenn aber S. 84 bei der Bai lotschen Wind- 
regel gesagt wird, daß beim Maximum ein „nach außen drängender, also 
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die Wolken zerteilender Luftstrom" und beim Minimum ein „nach innen 
drängender, also die Wolken verdichtender Luftstrom" herrscht, so muß ein 
Meteorologe hierbei mit Recht bedenklich den Kopf ob unserer Schulphysik 
schütteln. S. 129: Die in Fig. 159 abgebildete Dampfmaschine läuft 
überhaupt nicht, denn der Exzenter muß gegen die Kurbel der Pleuelstange 
um annähernd 90° verdreht sein, wenn die Maschine in Gang kommen soll. 
Hier beträgt aber der Winkel 180°. Bei der abgebildeten Maschine bleibt 
der Kolben unfehlbar in der Mitte des Zylinders stehen. S. 130: Bei der 
Lokomotive tritt nicht nur das „mächtige Räderpaar' 1 , sondern die ganze 
Masse des Eisenbahnzuges an die Stelle des Schwungrades. S. 132: In 
dem Beispiele findet sich ein sinnentstellender Druckfehler, denn die aus- 
gerechnete Maschine arbeitet nicht mit 16, sondern mit 6 Atmosphären 
Dampfdruck. S. 153, Fig. 188 gibt durch die unnatürlichen Größenverhältnisse 
der zu sehr schematisierten Figur ein ganz falsches Bild vom Bau des 
Ohres. S. 155, § 69: Das „Wesen dos Lichts" gehört nicht an den An- 
fang der Optik, auch nicht bei einem systematischen Buche. S. 165, 
Fig. 204, Text: Bei paralleler Lage der beiden Spiegel T und S eines 
Spiegelsextanten sieht man das Gestirn nicht „doppelt", vielmehr benutzt 
man das einfache Bild des Gestirns zum Justieren der beiden Spiegel in 
die parallele Lage. S. 176, Fig. 225: Die landschaftliche Ausgestaltung 
dos Bildes hat den Verfasser zu ganz unnatürlichen Größenverhältnissen 
verleitet. S. 178, Fig. 226: Die Linse L ist überflüssig und dem Texte 
entsprechend falsch, da Sonnenlicht verwandt werden soll. S. 192, Fig. 244: 
Die Beleuchtungslinse im Projektionsapparat macht die Strahlen nicht 
parallel (wie auch fälschlich im Text angegeben), sondern sie sammelt die 
Lichtstrahlen nach der Mitte des Projektionskopfes hin. S 195 — 198: 
Bei einem Fernrohr treten die Lichtstrahlen aus dem Okular nicht divergent, 
sondern parallel aus, es entsteht also gar kein virtuelles Bild. (NB. dieser 
Fehler findet sich bei der größten Zahl der gebräuchlichen Schulbücher für 
Physik). S. 206: Die elektrische Ladungseinheit wird mit Hilfe der Kraft 
eines Dyn erklärt; leider ist dieser Kraftbegriff aber früher noch garnicht 
eingeführt. Die S. 209 angegebene Erklärung des Begriffes „Volt" ist wohl 
kaum ausreichend, besonders nicht, um hieraus noch andere Begriffe, wie 
Kapazität herzuleiten. Das Wort „Coulomb Kapazität" ist ungebräuchlich 
und auch nicht ohne weiteres verständlich. S. 213: Die am Schlüsse der 
Seite angegebene Formel für die Dielektrizitätskonstante ist durch mehrere 
Druckfehler entstellt. Es muß heißen x = rf/(d — d). Auch der Eigenname 
im Text und in der Figur des Buches ist* durch einen Druckfehler entstellt. 
S. 218: Die noch völlig unerklärte Wirashurstmaschine gehört weder in 
ein Schulbuch, noch in ein Schulkabinet; auch die im vorliegenden Buche 
gegebene schematische Erklärung löst die Rätsel der Maschine nicht. 
S. 223, Fig. 289 : Abgesehen von den völlig unnatürlichen Größen- 
verhältnissen ist die Darstellung des Blitzes durch eine Zickzacklinie, sowie 
die Bezeichnung der Blitzbahn als Zickzack im Texte eines Physikbuches 
auf das schärfste zu verurteilen. Es ist schon schlimm genug, daß auf 
einem modernen künstlerischen Wandbilde für Schulen der Zickzackblitz 
noch immer gezeichnet wird. S. 240 wird die chemische Wirkung des 
elektrischen Stromes richtig angegeben. Trotzdem wird leider auf S. 241 
wieder die Zerlegung des Hossmr in einem langen Kapitel behandelt 

12* 




180 



Rezensionen. 



Warum nicht konsequent richtig? S. 265, Fig. 350: Die schon bei anderen 
Figuren gerügten unnatürlichen Größenverhältnisse haben hier zu der 
Zeichnung einer Induktionsspule von 150 cm Länge geführt, wenn man 
den Maßstab des beigezeichneten Knaben anlegt. War der Junge nötig? 
Auch S. 274, Fig. 363 zeichnet sich durch Vernachlässigung jeglicher 
richtigen Größenbeziehung zwischen Dampfmaschine, Dynamomaschine und 
# Landschaft aus. Dieselbe Bemerkung gilt für Fig. 371, S. 281; denn wenn 
sich die Figur auf den danebenstehenden Text bezieht, müßte das übrigens 
völlig überflüssige Haus bei einer Geschwindigkeit der Kanonenkugel von 
nur 400 m mindestens 300 m hoch sein. S. 281 findet sich bei dem Bei- 
spiel über den Eisenbahnzug ein sinnentstellender Druckfehler; es kommt 
der Zug nach 10 Minuten (nicht Sekunden) zur Ruhe, wenn der Rest des 
Beispieles stimmen soll. S. 285, Aufg. 9 ist die Angabe der Fallhöhe 
überflüssig. S. 287: Bei der Fallmuschine darf man das Trägheitsmoment 
der Rolle nicht mit Stillschweigen übergebn, wenn man seine Versuche den 
Schülern gegenüber nicht fälschen will. S. 295, Fig. 383: Bei der durch 
die Figur dargestellten Neigung des Pferdes müßte dasselbe eine Geschwindig- 
keit von ca. 15 m/sek haben, während es dem Texte nach nur 6 m/sek 
Geschwindigkeit haben soll. Auch hier wäre ein Festhalten der richtigen 
Größenverhältnisse wünschenswert gewesen. 

Wenn trotz der in den vorliegenden Zeilen gerügten Mängel und 
Fehler das Klcibersche Buch angelegentlichst empfohlen werden kann, so 
möge das ein Zeichen dafür sein, daß die schon im Eingange hervorgehobenen 
Vorzüge des Buches dasselbe vor vielen anderen Schulbüchern der Physik 
sehr wesentlich auszeichnen. 

Hamburg. E. Grimskhk. 



Astronomischer Kalender für 1904, herausgegeben v. d. k. k. Sternwarte. 
Wien, Karl Gerolds Sohn. 141 S. u. 12 Blätter für Notizen. Pr. 2,40 M. 

Das Büchlein ist für den Laien bestimmt. Es enthält nach einer 
ausführlichen Genealogie einige gesetzliche Bestimmungen und Tarife für 
den Verkehr und eine Anleitung zum Gebrauch des Buches. Als bezeichnend 
für die große Mannigfaltigkeit der religiösen Bekenntnisse in Österreich folgt 
ein Kalendarium für Katholiken, Protestanten, Griechen, Juden und Türken. 
Zu jedem Tage sind noch Rektaszension und Deklination der Sonne auf- 
geführt. Dann kommt eine Angabe der Himmelserscheinungen im laufenden 
Jahr und ein Verzeichnis der Sterne bis zur vierten Größe und ihrer Stand- 
orte. Ein Anhang bespricht veränderliche Sterne, Nebelflecken, Kometen usw. 
Zwei populäre Abbandlungen über die Helligkeiten von Nebelflecken und 
über neue Planeten und Kometen schließen den Kalender. Jemand, der sich 
für Himmelskunde interessiert und vielleicht ein kleines Fernrohr besitzt, 
wird in dem Kalender Anregung zu Beobachtungen finden. 

Dortmund. H. Kühne. 
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1. Aufgaben and Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aufgaben und Lehrsätze. 

128. Man dreht die Kurve, deren Gleichung x 3 — ax 8 -f ay* = 0 ist, 
um die ar-Achse des rechtwinkligen Koordinatensystems, so daß ihre Schleife 
einen Drehungskörper erzeugt. Es ist nachzuweisen, daß der größte in diesen 

Körper gestellte gerade Zylinder die Höhe $aY'd (]/7 l) hat. 

Breslau. 0. Gutkchk. 



129. Die allgemeine Parabel y ="^, ist in dem Falle « =» 2 ein 

o 

Kegelschnitt, mithin das Erzeugnis projektiver StrahlenbUschcl. Wie folgen 
die beiden Träger dieser Büschel und die erforderlichen drei Paare ent- 
sprechender Strahlen aus den gegebenen drei Punkten 

x = 0, y = a k 

und den beiden absoluten Punkten 

y = 0, -r = ± 1 

durch lineare Konstruktion? 

Holzminden. G. Koher. 



B. Lös unten. 

Zu 101 (Bd. VII, 202) (L. Saalschütz). — Außer in Wertheims 
„Zahlenlehre" S. 348 (nicht 350, wie in Bd. VIII, 331 irrtümlich steht) 
ist der Satz, um den es sich handelt, auch in Webers und Wellsteins 
Enzyklopädie der Elementarmathematik Bd. I, S. 235—236, bewiesen. Zur Zeit 
der Abfassung der Lösung war mir diese Literatur noch nicht bekannt; 
andernfalls hätte ich darauf hingewiesen. 

Potsdam, 6. März 1905. Otto Mkiksnkk. 



Zu 102 (Bd. Vn, 314) (Paul Stäckel). Gegeben ein Rechteck md 
ein Punkt auf seinem Umfange. Man ziehe von dem Punkte aus eine be- 
liebige Gerade, errichte auf Uir da, wo sie den Umfang des Rechtecks zum 
xweitenmale trifft, die Senkrechte, verfahre mit dieser ebenso u. s. f. Wie muß 
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man den Punkt und die Gerade wählen, um nach einer endliehen Anzahl von 
Konstruktionen wieder zum Ausgangspunkte eurüekzukotnnwn? 

1. Die längere Seite des Rechtecks heiße «., die kürzere b. Der Fall 
des Quadrates, a — b, wird besonders behandelt werden. Unbeschadot der 
Allgemeinheit kann der Ausgangspunkt A auf der längeren Seite des bei- 
stehend gezeichneten Rechtecks A l A i A 3 A i , der Punkt B, in dem die Ge- 
rade den Umfang des Rechtecks zum zweitenmale trifft, auf der benach- 
barten kürzeren Seite angenommen werden. 

Nun kann leicht gezeigt werden, daß die Folge der Geraden AB, 
BC, . . . jede der kürzeren Seiten nur einmal treffen kann, falls, wie in der 
Aufgabe verlangt, der Punkt A nach einer endlichen Anzahl von Kon- 
struktionen wieder erreicht werden soll. Angenommen nämlich, die Folge 
der Geraden treffe z. B. die Seite A 3 A 3 noch ein zweitesmal, in Q, so muß 
die Gerade PQ, welche die Seiten A x A t und A 3 A 3 trifft, entweder inner- 
halb des Dreiecks ABA t liegen oder außerhalb; sie liege, wie in der Figur, 
innerhalb von ABA V Dann fallt auch die nächste Gerade TU, die A 3 A i 
und A X A A verbindet, in das Dreieck KLA A \ mit L oder K kann weder T 
noch U zusammenfallen, da ja ST -|- U V -f- HK -f- LM. Wegen des 
Parallelismus entsprechender Geraden kann nun auch die nächste Gerade, 
die wieder A x A t und A t A 3 trifft, weder mit PQ noch mit AB zusammen- 
fallen (das letztere ergibt sich aus den obigen Überlegungen, wenn man 
sich die Folge der Geraden . . . BC, AB über A hinaus fortgesetzt denkt). 
Versteht man also unter PQ diejenige Gerade der Folge, die als zweite die 
Seite A S A 3 trifft, so ist PQ = AB oder P= A eine notwendige Bedingung 
dafür, daß die Anzahl der Lote endlich ist. Ein Ausnahmefall, daß näm- 
lich eine der Geraden in einen Endpunkt fallt, wird nachher besprochen 
werden. 

2. <^ BAA t werde mit « bezeichnet, ferner AA t = a^, A t B — b n , 
BA 3 =* CA 3 «=■ a„ gesetzt. Weiter soll KA V (v = 1 oder 4) — a 8J ge- 




setzt werden, wobei unter K der Punkt verstanden ist, von dem ausgehend 
die nächste Gerade KL der Folge die dritte Rechtecksseite trifft. Es sei 
etwa v = 4, dann werde A t L = b tl , LA X — b n gesetzt (für v = 1 um- 
gekehrt), ferner A X M = a 3i und PA t = a 3S , wobei wie vorhin P der Punkt 
ist, von dem ausgehend die Gerade PQ die kürzere Seite A,A 3 trifft. Nach 
Nr. I muß dann a R = a lt sein. 

Zunächst werde der Fall v = 4 behandelt, d. h. es soll, wie in der 
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Figur, K auf A 3 A A liegen. Dann ist &„ = a lt tana, = 6 — tana, 
a,, = 6 tan « — «„ tan *a und 

o SJ = a — a„ — Afc (cot « + tau a) , 

wo A eine ganze Zahl (in der Figur z. B. = 1) ist, die auch 0 sein kann; 
es wird nachher genauer auf die Bedeutung von A einzugehen sein. Weiter 
ist ft, — a,, tan a, b n = b — a„ tan er, a 3l = b tan a — Oj 2 tan *a und 

( fl st = ) « 1S = « — fl 3 i — (cot a -f tan a) , 

also 

a l2 = a(l -f tan 8 cr) — (A -f l)o(l 4" tan f «) tana — Aft(l -f tan ! a) cot « 

4- a 18 tan 4 a . 

Ordnet man diese Gleichungen nach Potenzen von tan « = x und divi- 
diert mit der stets von 0 verschiedenen Größe (1 + tanV), so erhält sie 
die Form 

(1) a lt x 3 - (A + 1) bx* -f ( a - a u ) x - Ao = 0 . 

Ist nun cf, t gegeben, <t a gesucht, so kann man folgendes bemerken. 1 ) 
Eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten hat eine oder drei reelle 
Wurzeln. Da hier, wie die Ausführung einer etwas umständlichen Rechnung 
ergibt, die Diskriminante positiv ist, so bat die Gleichung nur eine reelle 
Wurzel. Doch erhält man nur im Falle einer positiven Wurzel eine wirk- 
liche Lösung der Aufgabe, da der ganzen Herleitung nach a ein Winkel 

zwischen 0 und ~ ist. 

Ist a gegeben, so erhält man für o„ die lineare Gleichung 

«»-nb. {—»(* + ■!)-»}« 

ein brauchbarer Wert von a i9 muß > 0 sein. Hier spielt nun der Wert 

von A eine Rolle. A ist eine ganze Zahl; innerhalb des Intervalls 

kann sie willkürlich angenommen werden. (Dabei bedeutet [n] das größte 
Ganze ^ n.) 

Im Falle x — 1 , a = 45°, wird der Nenner der rechten Seite dor 
letzten Gleichung null, also muß es auch der Zähler werden; d. h. der 
Fall a = 45° erfordert, daß a ein ungerades Vielfaches von b ist. In diesem 
Falle gibt es dann unendlich viele Lösungen. 

1) Für 1 = 0 erhält man die quadratische Gleichung a lt x* — bx -f- o — o, t = 0; 
diese Gleichung ergibt sich auch aus der (entsprechend vereinfacht zu denkenden 1 ) 
Figur bei Betrachtung der ähnlichen Dreiecke A A t B und CA 4 D aus Proportionalität 
der Seiten; sie hat die Lösungen 

x = tana = ^-(6 + >/4« 1J (a M -a)4-b*) bzw. a lt = • 

x ist nur reell, falls * > als das geometrische Mittel von a lt und a — a M ; muß 
>0 sein, um einen brauchbaren Wert zu ergeben. (Zusatz vom 28. Mai 1905.) 
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3. Es bleibt jetzt der Fall zu untersuchen, daß K auf A x A t liegt. 

Dann wird , N , , , 

a ii = rt — + l)ft(cot « + tan «) + ** n 

Nun aber wird, abweichend vom vorigen Falle, b si = a n cot«, 6 83 = b — <i it cot«, 
a 3l = b cot « — cot *« und 

( a st = ) a u =* « — fji — (cot et -f tan «) — b tan «. 

d.h. 

"„ = a — (A4- l)fc(cota -f tanr<) + a eot ! a — (A-f l)?>(cot«4- tan a) cot '«-f o l2 ; 

somit flillt (/, 2 heraus, und man erhält für x = tan « die quadratische 
Gleichung 

Damit die Wurzeln reell seien, muß a > 2(A + l)6, * <[ — 1 sein; in 
diesem Falle sind beide Wurzeln positiv; die entsprechenden Winkel sind « 
und — — a. Solcher Werte gibt es I ^1, da ja X auch = 0 sein kann. 1 ) 

4. Es kann auch der Fall eintreten, daß eine Gerade der Folge einen 
Eckpunkt des Rechtecks trifft; in diesem Falle hat man auch eine Lösung 
der Aufgabe; man muß sich, wie aus einer elementaren Grenzbetrachtung 
hervorgeht, die Reihe der Geraden dann noch einmal, aber im entgegen- 
gesetzten Sinne durchlaufen, denken. 

Wie sich die Verhältnisse gestalten, wenn man statt eines Punktes in 
der Lage von A einen andern (B, C, . . .) zum Ausgangspunkte wählt, ist 
leicht einzusehen. 

5. Im Falle des Quadrates ist n — b. Aus Nr. 1 geht hervor, daß (den 
Fall, daß eine der Geraden eine Ecke trifft, ausgeschlossen) der Linienzug 
aus 4 Geraden bestehen muß. Behält man die früheren für das Rechteck 
eingeführten Bezeichnungen bei und setzt b = a, so wird b n — a lt x, 
ft„ = a — «jjX, a 2l = ax — «, s x', o n — a(l — x) -f- (/„i 2 , 6„ = a(x — z*) 
+ a„x 8 , 6 M =~ a(l — x -f x s ) — «, 2 x 3 , cr M a(x — x* -f x 3 ) — a, s x 4 und 

(°s> = ) a u °" a ( l ~~ x + x * ~~ **) + fl n 0(Jer 

(3) l)=-«(x 8 -x» + x- 1). 

Für x = 1 werden beide Seiten — 0; die Gleichung hat, wie geo- 
metrisch evident, im Falle ce ™ 45" unendlich viele Lösungen \b ist ein 
ungerades Vielfaches von a, nämlich 1 • a, vergl. Nr. 2J. Für x =4= 1 kann 
durch x 4 — 1 dividiert werden: 

x«_-f 1 x« -f 1 

a ~ (x — 1) (x v -i) "" x 5 — x* — x + 1 " 

Ist nun o 18 gegeben, so steht links ein echter Bruch; also muß 
x 5 — x* — x 4~ 1 > 4- 1 oder x 4 >2x 3 -f-l,x>| sein, wo \ die zwischen 
2 und 3 liegende Wurzel der Gleichung x* — 2X 3 — 1=0 bedeutet, damit 
auch die rechte Seite der Gleichung < 1 ist Es gibt also stets nooh einen 
zweiten Winkel a > 45° (bei gegebenem o„), für den die Aufgabe lösbar 
ist. Ist x gegeben, so' ist die Aufgabe nur, dann aber auch immer und 
eindeutig lösbar, falls x > $ ist. 
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Es gibt nun noch eine Reihe von Lösungen, bei denen eine Gerade 
der Folge einen Eckpuukt trifft. Das gilt, wie schon bemerkt, auch für 
ein beliebiges Rechteck. Hier soll dieser Sonderfall noch etwas naher be- 
trachtet werden. 

Es sei o, s gegeben (= AA t auf A l A t ), dann liefert die positive 
Wurzel jeder der Gleichungen: 

(4) a 18 = 0 j«(i — x + x* + • • • ± x"), e = 0 oder 1 , 

eine Lösung der Aufgabe, bei der der Linienzug in einer Quadratecke 
endigt, und zwar ist x = cot« zu setzen. Für n = 0 z. B. ist schon die 
Gerade AB von der genannten Art: es ist B — A s . Für n=l ist 
C = A i usw. 

Ist umgekehrt a gegeben, so muß « > 45°, jr, hier = cot« genommen, 
also < 1 sein; dann hat man beliebir/ viele Lösungen der Aufgabe, da « 
willkürlich gewählt werden kann; für ein bestimmtes n 0) aber gibt es 
nur eine Lösung. 

Daß hier immer die Bedingung a > 45° vorkommt, liegt daran, daß 
bei der Aufeinanderfolge der Lote stets ein bestimmter Sinn (entsprechend 
der Drehung des Uhrzeigers) gewählt worden ist. 

6. Man kann also die in der Aufgabe gestellte Frage etwa folgender- 
maßen beantworten: 

I. a,j gegeben, a gesucht. Es gibt stets „uneigentliche" Lösungen, 
bei denen eine Gerade der Folge von Loten eine Ecke des Rechtecks trifft; 
sieht man hiervon ab, so erhält man eine kubische Gleichung für tan«, in 

der noch eine willkürliche Zahl x(o <[ X ^ [gftj) vor kommt. Hat diese 

Gleichung eine positive reelle Wurzel (für ein bestimmtes X), so läßt die 
Aufgabe eine Lösung zu; die Anzahl der Lote ist (X + 1)4. Ist a ein un- 
gerades Vielfaches von b, so ist a «= 45° zu nehmen. 

II. u gegeben, a lt gcsucJit. Man erhält für a, s eine lineare Gleichung, 
also eine Lösung der Aufgabe, falls die Wurzel positiv ist. Für « = 45°, 
a = (2v-+- l)b, kann a i% jeden Wert zwischen 0 und a annehmen, all- 
gemeiner für 

tan« + cot«-^-^, 0£X£[^]-1. 

Endlich erhält man dadurch noch beliebig viele Lösungen, daß man 
von einem Endpunkte des Rechtecks aus unter dem Winkel « eine Linie 
zieht und sie zur ersten der Folge von Loten (AB, BC, . . .) macht (un- 
eigentliche Lösungen). 

Potsdam, am 8. März 1905. Otto Meissner. 



Zu 108 (Bd. VIII, S. 173) (W. Franz Meyer). Die in 9, 95 gegebene 
Behandlung der Aufgabe ist nicht richtig, denn aus (up)* = 1 (mod</) folgt 

nicht {^^j = 1. Die richtige Lösung ist folgende: 

Es ist 

ap = - Q(mod<7), 
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also 



d. h. 



und da 



ist, so folgt 



M > "= (- 1) ' (|) (raod,), 



(3 ©-(-») 



GH-» * * (?) 

Ist also 1) ^ = 4/i ; + 1» so ist 

C) - (J) - 0- 

Ist 2 ) </ — 4 -f 3 , so ist 



GH- 11 



Durch Vertauschung von j> mit <j und « mit b erhalt man die entsprechenden 
Werte von ^j. 

StraBburg i./E. — P. Epstein. 



Zu 114 (Bd. VIII, 8. 262) (L. Saalschtitz). — Für die Aufgabe: 
„Es sind zwei ganze, ganzzahlige Funktionen von x, die eine f x (x) vom 
ersten, die andere f 9 (x) vom zweiten Grade vorgelegt; man soll angeben, 
wie sich erkennen laßt, ob es ganzzahlige (positive oder negative) Werte 
von x gibt, für welche f x (x) in f t (x) aufgeht, und an einem passend ge- 
wählten Beispiel die gefuudene Methode veranschaulichen," finde ich folgende 
elementare Lösung. Es würde mich wundern, wenn sie noch nicht be- 
kannt wäre. 

Die vorgelegten Funktionen seien: 

f x {x) '— a x + b x x, f s (x) = a, + 6,x + c,x*. 

Vorderhand wollen wir annehmen, daß a, und b x keinen gemeinsamen 
Teiler haben. Dann dürfen wir f % (x) mit b\ multiplizieren, weil, wenn b\f t (x) 
durch f x (x) teilbar ist, gewiß auch /j(x) durch f x (x) teilbar ist; 

Nun ist: b x x = f x (x) — a x . 

Wenn wir dies in die Gleichung für &j/" s (x) einsetzen, erhalten wir: 

b lfk( x ) - <h b l + Mi <fito-<*i) + c » (AW-fli)' 

- <i,&? - a^o, + a\ Ci + (6^, - 2a, c s ) /i(x) + c, (/,(*))». 
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Es wird also &?/*,(x), und f t (x) selbst, dann durch f t (x) teilbar sein, 

wenn der Ausdruck _ 

/< = ajCj — ajOjO, + flf op 

welcher die Resultante von f t (x) und /",(x) ist, durch f t {x) teilbar ist. Jeder 
Teiler t von R gibt nun, wenn wir ihn mit /i(x) identifizieren, Anlaß y.u 
einer Gleichung von der Form «, -f 6,1 = /. 

Von derartigen Gleichungen sind dann die brauchbar, welche für x 
ganzzahlige Werte liefern. 

Beispiel: 

/",(*) - 4 + 3x, /i(x) = - 7 + bx + 2x». 

Es ist R = - 91. Die Teüer von sind: / = ± 1, ±7, ±13, +91. 
Von den acht Gleichungen 4 -f 3x = t sind folgende vier brauchbar: 



3*+4 = + 1 j x 1 !/",(- 1)--10 

-+ 7 *-+ i y«(+ i)- o 

= +13'/ = + 3 /,(+ 3) - 26 



I 



/;(+ 3)- 13 

= + 91 x= + 29 £(+29) - 1820 £( + 29) - 91. 
Haben und />j ein größtes gemeinsames Maß »», so daß wir schreiben 

k ° nDen " t\(x) = m (tf'i + feix) = '« • <Pi(x), 

so lösen wir das Problem in der angegebenen Weise für die beiden Funk- 
tionen f t (x) und qp,(x) und erhalten dadurch alle ganzzahligen Werte von x, 

f (x) 

welche die Gleichung . =- q für ganzzahlige q erfüllen. Von diesen 

qp, {X) 

Werten von x sind aber nur jene brauchbar, welche q durch m teilbar 
machen. Denn es ist: ~ , . 

f x {x) m *' 

</' soll ja ganzzahlig werden. 
Beispiel : 

f^ x ) 54 + 45x = 9(- 6 + bx), f^x) = 3 - 8x + I7x». 

Es ist also: , , N „ 

m 9 und qp,(x) = — 6 + bx. 

Die Resultante R von f t {x) und <pj(x) ist R = 447, und ihre Teiler sind: 

*-± 1. ±3, ± 149, ± 447. 

Von den acht dazugehörigen Gleichungen liefern die folgenden zwei 
zunächst ganzzahlige Werte für x: 



- 6 + 5x = - 1 
= + 149 



x = 1 
x = 31 



f, (31) = 16092 



9l ( 1) - - 1 
Vl (31) = 149. 



Im ersteren Falle ist q -» — 12 und im zweiten q = + 108. Da nun 
q durch m = 9 teilbar sein soll, so ist nur der zweite Wert für unsere 
Aufgabe brauchbar: x = 31. 

Ist /? = 0, so ist f t (x) für jeden Wert von x durch /i(x), resp. <p x (x), teilbar. 

Aussig. A. Kbuo. 
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Zu 115 (Bd. VIII, 262) (L. Saalachütz). — Gegeben sind zwei 
ganze gonzzaldige Funktionen von x, f x (x) vom ersten, f t (x) vom zweiten Grade; 
woran läßt sieh erkennen, ob es ganzzaidige Weite von x gibt, die die Kon- 
gruenz f t 0 {mod. f x ) befriedigen, und welches sind diese Werte? 

1. Es werde gesetzt f x (x) — Ix + m, f 9 (x) = ax* + bx + c. Haben 
f x und f % einen gemeinsamen Teiler nullten Grades, so kann man diesen 
einfach fortlassen. Haben sie einen Teiler ersten Grades, ax -f- ß, gemein- 
sam, und ist etwa f x (r) : («x -f ß) ~ l { , : («* + ß) = ' + b x , so ist 
die Kongruenz a x x -f- b x 0 (mod./,) zu lösen; dieso lineare Kongruenz hat 
im Falle, daß /, und a, teilerfremd sind, stets eine Lösung; im übrigen 
braucht, da /, eine von x unabhängige Konstante ist, hier nicht naher 
darauf eingegangen zu werden. 

2. Setzt man Ix -\- m x x , so wird 

(1) /7,(x) - ax] + (bl - 2am) x, -f c/ 8 - bml -f am*; 

soll also jTj — fi(x) in f t (x) aufgehen, so ist dazu sicher notwendig 

(2) d => cl* - bml + am' 0 (mod.x,). 

Nun ist d eine ganz bestimmte, von .r unabhängige Zahl; der Fall 
d *»» 0 ist schon im § 1 erledigt. Bezeichnet man also irgend einen — 
echten oder unechten — Teiler von d mit d, so muß x t = Ix + m =» Ö 
sein, damit f x in f t aufgehe; ist also 6 — m nicht durch l teilbar, so gibt 
es keinen ganzzahligen Wert x,, der die Kongruenz f t (x) = 0 (mod. f x ) be- 
friedigt; ist aber ö — m durch l teilbar, etwa = £/, so befriedigen £ = * l 

und {' = — d ~ die Kongruenz l*f t (x) = 0 (mod. /*,). 

3. Durch Betrachtung von /ViC 1 ') statt /* s (x) kann man unter Um- 
stünden fremde Lösungen erhalten, nämlich wenn f x (x) = x, = A(/, x ■+■ 

ist, d. h. wenn / und w» keine relativen Primzahlen sind. In diesem Falle 
wird Gleichung (1) durch A s teilbar: 

(3) *?/iC0 - a*f + (6^ - 2am,)x, -f c/* - 6/,»«, + am», 

wenn man x, = Ax, setzt. 

Schreibt man zur Abkürzung t\f t = Ax] + Bx x -f rf,, so soll dies 
^O(mod. Ax,) sein, was offenbar nur möglich ist, falls x, ein Teiler d, 
von d x ist. Ist für keinen Teiler d, von d x : Ad] -f + d, = 0 (mod. Ad,), 
so ist die verlangte Kongruenz {f t ~ 0 (mod. f x )) unmöglich; ist aber 
obige Kongruenz erfüllt, so muß noch d, — -\- m x sein, d. h. es muß 
d, — m, = 0 (mod. l x ) sein. Nur im letzteren Fallo gibt es eine ganz- 
zahlige Lösung x = | der Kongruenz f t 0 (mod. /",). 

4. Beispiele: I. Jför welche Wirte von x ist 3x* -}- 5x + 7 ftofc/i 
2x -j- 3 teilbar? In diesem Falle ist </ «= 25, hat also die Teiler 1, 5, 25; 
ihm entsprechen die Werte §, = — 1 , £, — — 2 ; £, — 1 , |, = — 4 ; 
£ s 11, £j — — 14, die x- Werte sind alle ganzzahlig; für sie ist in der 
Tat, wie die Ausrechnung lehrt, 3x' -f 5x -f- 7 durch 2x + 3 teilbar. 

II. Für welche ganzzaldigen Werte von x geht 30 x -f 5 in 9x* -f 8x -f 13 
auf? Setzt man 30x + 5 = 5x,, so hat man 9xf -f 30x, -f 429, was 
durch 5xj teilbar sein soll; 429 = 311-13, x, *= 13 gesetzt macht 
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9x* + 30*1 + 429 — 13 • 9 • 20, also durch 5-13 teilbar; x t — 13 ent- 
spricht der ganzzahlige Wert x = 2, für den in der Tat f t — 6.> in f t = 65 
aufgeht. Man findet ferner, daß für keinen sonstigen Wert f t (x) durch 
f t (x) teilbar ist. 

Potsdam, am 25. Januar 1905 Otto Meissner. 



Zu 117. (Bd. VIII. 327) (P. Epstein). — Die Größe O m kt die durch 
den Ausdrnck definiert ist: 

•-.» - i 1 . [*" - - 0- + (J)(* - ä)" -(',)(* -»)-+■• ■]. 

erlaubt, wie man ohne weiteres sieht, folgende Darstellung: 

worin die Marke (0) bedeutet, daß nach ausgeführter Differenziation x — 0 
zu setzen ist. Im Ausdrucke (e* — 1)* ist, wenn man ihn nach Potenzen 
von x entwickelt, x* die niedrigste Potenz, daher verschwindet ö w t , sobald 
k > m ist 

Man kann also in der Summe 6 M = m ^0 m k die Summation statt von 
1 bis m auch von 1 bis oo ausdehnen und erhält dann: 

Diese Gleichung kann man auch schreiben: 

v ' ~ 1 ~ 1 . 2 T 1 .2.» T » 

so daß die Funktion linker Hand als Erzeugende angesehen werden kann. 
Differenziert man die Gleichung (2) einmal nach £, so erhält man die von 
Herrn P. Epstein angegebene Gleichung. 

Setzt man zur Abkürzung e** - 1 = r, so ist JJ v = c 1 • t>, D'r — (r* -f c* x )r 
= (1 + «*) • e*i7, usw. 

Daher nach (l) 

ö„ - - ^"'(^ • n<» - J>- 2 L(i + <')<"4o) - • ■ • 

und nach den Regeln für die Differentiation eines Produktes 

e.-«-. + f 7>-. + r7>—+ • 

oder symbolisch 
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wobei & = 6 4 au setzen ist , und ebenso 

2«.-, + ("7>— + ("7 >-»+•• 

oder symbolisch 

(4) e- = e*-' + ö(e + i) m - 8 . 

Aus der Gleichung (4) kann man die von Herrn P. Epstein an- 
gegebene Determinante ableiten: 

1 l 1 

2] 



2 



i 



1 

1! 



2 

( M - 3) 
0 



1 

lf 

2 

- («, - 4 ) 



1 

3! 

_1_ 

'21 

1 

1! 
2 



0 



0 



(wi - 2)! 
1 

1 _ i 
(m - 4)! 



I 



1 



1 

1! 



Multipliziert man nämlich die erste Zeile mit (/n — 2)!, die zweite mit 
(m — 3)!, die dritte mit (m — 4)! usw. und die letzte mit 0!= 1, und 
dividiert man hierauf die erste Kolonne durch (m — 2)!, die zweite durch 
(m — 3)!, die dritte durch (m — 4)! usw., so entsieht aus obiger Determinante 
die folgende: 



2 








(V) 


(V) 


(V) 


- 1 


2 


(V) 


rn 


0 


- 1 


L> 


(V) 


0 


0 


- 1 


2 


0 


0 


0 


0 



t« - •-') 



- 1 



und diese Gleichung ergibt sich sofort durch Auflösung des aus (4) folgenden 
Systems nach 8 W : 



».-2».-, 



«—f C_J)** 



6, - 2«, 

a 



wobei Ö t = 1. 



= 2«,, 
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Aus der Gleichung (3) kann man ein ähnliches System ableiten; löst 
man dieses dann nach S m auf, so erhält man die Determinante: 

, r7 . } r - 1} ... , 

> ("7") m ••■ « ' 

0 - 1 1 ("7") ■•• C-I) 1 

0 0 0 0 ... - 1 1 1 

o o o o — 1 1 

Aussig a. E., den 15. März 1905. A. Kruo. 



2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 
C'bcr eine Hauptelgenscliuft des Feuerbacbsehen Kreise». 

Der Lehrsatz, daß der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks ABC den 
Inkreis und die drei Ankreise berührt, ist schon oft bewiesen worden. 
Unter den mir bekannten Beweisen ist aber keiner derartig, daß ihn die 
Obertertianer oder Untersekundaner einer Kealanstalt ohne weiteres ver- 
stehen können. 1 ) Ausgenommen ist meines Wissens nur der von Binder 
herrührende Beweis, der in Baltzers Elementen der Mathematik (Bd. II, 
S. 92, 93; 6. Aufl.) abgedruckt ist. Aber hier wird nur gezeigt, daß der 
Feuerbachsche Kreis den Inkreis berührt, und am Schlüsse wird darauf 
hingewiesen, daß für einen Ankreis sich ein entsprechender Beweis liefern läßt. 
Mir aber schien es wünschenswert, auf möglichst einfache Art zu gleicher 
Zeit zeigen zu können, daß der Feuerbachsche Kreis den Inkreis und einen 
Ankreis berührt. Ich habe nun vor kurzem folgenden Beweis gefunden, 
der meines Wissens neu ist: 

Es seien N und O e die Mittelpunkte des Inkreises des Dreiecks ABC 
und des zur Seite AB gehörigen Ankreises, von denen der erste AB in 
Wj der zweite in W e berühren möge. Dann läßt sich durch den Mittel- 
punkt F von AB, der zugleich \V W e halbiert, ein einziger Kreis legen, 
der den Kreis um N im Punkte X einschließend und den Kreis um 0 C in 
Y ausschließend berührt. Man hat nun zu zeigen, daß dieser Kreis, dessen 
Mittelpunkt O sein möge, der Feuerbachsche ist Zu diesem Zwecke ge- 
ll Man vergleiche jedoch: J. Lange, „(Jeachichte des Feuerbachschen 
Kreisen". Progr. Friedr.-Werdersche Oberrealsehule 18i>4; ferner eine Reihe neuerer 
Beweise in den Ed. Times. Red. 
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nügt der Nachweis, daß der zweite Schnittpunkt D dieses Kreises und der 
Seite AB der Fußpunkt der durch C laufenden Dreieckshöhe und daß 
außerdem i DOF = 2(1 GAB — L CBA) = 2(« - ß) ist. 

Fallt man, um diesen Beweis zu führen, von 0 auf AB das Lot OG, 
dessen Verlängerung den Kreis um 0 in L trifft, dann folgt aus der Ähn- 
lichkeit der Dreiecke LOX und WNX, daß L OXL = NX \\\ also X W'L 
eine Gerade ist Ebenso geht aus der Ähnlichkeit von AOLY und 
AO c W e Y hervor, daß die Punkte Z, Y und \V e in einer Geraden liegen. 

Trifft LO den Kreis um 0 in B } so Ist ALGW~ ALXR, also 
LW-LX — LG-LJi; ferner ist ALG W e ~ AL Ylt, daher L\V e LY 




-LG LB, mithin L W LX —LW t -L Y. Folglich liegt Punkt L auf 
der Chordale der Kreise um N und ö c ; diese geht aber durch die Mitte F 
der gemeinsamen Tangente W W c und steht auf der Zentrale JVO e senk- 
recht, die mit der Winkelhalbierenden CE zusammenfallt. Da aber 

L CEA = 90° - ist, so muß L LFD daher L DOF 

= 2 (er — ß) sein. 

Nach dem Sehnen- und Sekantensatze ist 

D W WF = X W- WL - *^W^ LX - 

und 
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Durch Division ergibt sich, da WL- LX = W e L ■ L Y ist, 

D XW LY _ XJV LY X W OL g 

DW C YW e LX~LX'YW] = OL O c W e p e " 

Der Punkt D teilt also TrW c außen im Verhältnis der Radien q und 
p c , er ist daher der vierte harmonische Punkt zu \Y\V f E, mithin der Fuß- 
punkt der von C auf AB gefällten Höhe. Somit ist der Kreis um 0 der 
Feuerhachsche Kreis. 

Breslau, im April 1904. 0. Gotsche. 



Znr Konstruktion der regelmäßigen Tieleeke 8. Ordnung. 

In den Scheitelprojektionen der drei Punkte, von denen in den Fällen 

— = 1, 2 die Eckenpaare des regelmäßigen (2m + l)-Eckes linear abhängen, 

wird der Einheitskreis, wie die Anwendung seiner Gleichung auf die Gleichung 
der projizierenden drei Strahlen beweist, von einer das Projektionszentrum 
(0, 1) und den unendlich fernen Punkt (oo, 0) der x-Achse enthaltenden 
Hyperbel geschnitten. 

Im Falle m = 1 • 3 liegen die drei Punkte 

(*»-2*) + (*»-») = 0, y - - 1, 

deren Abszissen die doppelten Abszissen der 3 Eckenpaare des regelmäßigen 
7-Eckes sind, in den drei Scheitelstrahlen 

8*» + 4^(1 -y)- 4*(1 - y)* - (1 - y) 9 = 0, 

welche die übrigen drei Schnittpunkte des Kreises x* — (\ -f y)(l — y) und 
der ebenfalls durch das Projektionszentrum gehenden Hyperbel 

4s(3y + 1) - (5y + 3)(y - 1) 

projizieren. Dieselbe hat eine der x-Achse parallele Asymptote 3y -\- 1 — 0 
und wird im Punkte (0, l) von 2x = y — 1 und in dem Punkte (— — 1) 
von Ix — 3y -f 1 berührt; beide Tangenten schneiden sich in (— 2, — 3). 
Mit diesem Punkte liegen jedesmal die beiden Punkte auf (l4-y)(l— y) = 0 
in gerader Linie, die von den Strahlen der beiden ersteu Punkte in einen 
dritten Punkt der Hyperbel projiziert werden. 
Die drei Punkte 

(x s -4x) + (x*+ l)-0, y = -l 
des Falles m = 2-3, deren Abszissen 

x i + x i ™ HHi + x a x 4*6i x * + • r « =° x i x s 

die Doppelabszissen x k — 2 cos der 6 Eckenpaare des regelmäßigen 

13-Eckes paarweise bestimmen, sind die Scheitelprojektionen der drei Punkte, 
in denen der Kreis x* = (1 -f y)(l — y) und die dessen Scheitel (0, l) 
enthaltende Hyperbel 

16*y = (3y+5)(y-l) 

Arey» d.r M*th«n>«tlk und Phy B ik. 11L Reib«. IX. 13 



I 
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einander außerdem schneiden. Auch diese Hyperbel hat in dem Punkte 
(0, 1) die Tangente 2x — y — 1; jetzt ist jedoch die zweite Tangente 
4x = 2y -f 3 der ersten parallel und die x- Achse selbst die erste Asymptote. 
Von dem Durchmesser 8 s — 1 — y und seinem konjugierten Durchmesser 
8x =■ 1 -f- 4y werden beide Asymptoten harmonisch getrennt; hierdurch ist 
auch die zweite Asymptote l6x = 3y-f-2 als zweite Diagonale eines 
durch zwei Gegenecken und die Richtungen der Gegenseiten gegebenen 
Parullelogrammes der Lage nach bestimmt. 

Auf diese Weise laßt sich offenbar noch einfacher und auch natürlicher 
als durch die Dreiteilung des Winkels, die jedesmal, auch bei Anwendung 
des von Kosch (Archiv Bd. 58, Jahrg. 1875) aus der Symmetrie des 
transversalen Hyperbelschnittes abgeleiteten Verfahrens, eine Änderung der 
Gleichung und des Kreises nötig macht, die Konstruktion der regelmäßigen 
Vielecke 3. Ordnung bewerkstelligen. 

Holzminden, Februar 1905. Georg Kober. 



Die transformierte Krelfcteilungsglelchung und ihre Reduktion auf eine 
Gleichung, deren ttrad nicht mehr teilbar ist. 

Um einen Kreis in eine beliebige Anzahl gleicher Teile zu teilen, muß 
man die ursprüngliche Gleichung der Teilpunkte in eine Gleichung der Ab- 
szissen dieser Punkte transformieren» Man braucht zu diesem Zwecke nur 
der Reihe nach 

e 1 + f- 1 - + x 

e » -j- f - ' « — 'ix -f- X 3 

£ * + f -* ,= + bx - 5x 3 + * 5 

f 7 + £" 7 7x+ Ux 3 - 7* & + x 1 u..s. f. 

und 

i* + i~* 2 + x* 

£ * + £-« = + 2 — Ax* + x* 

c« + f -« = 2 + 9x a - 6** -f- x 6 

f 8 + £-» = + 2- 16x*+ 20s 4 -8s« + x 8 u. s. f. 
zu setzen, dann wird aus der Gleichung 

der konjugierten Punkte £±* = c08 2 ^^ i ± «' sin 2) ^*^ t die Gleichung 

+ _ «rJ*.- + (jüLr_J)(«-*)^-. _ ...» o 

der doppelten Abszissen t * -f f ~* = 2cos-— 1 x 4 . 
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Für jede der natürlichen Zahlen von 1 bis 2 m gilt unter der Voraus- 
setzung, daß 2m + 1 eine Primzahl ist, der Fermatsche Satz: k Sm 1 
(mod 2m + 1), in einem regelmäßigen Vielecke mit solcher Eckenzahl ist 
also jede Nummer eines Eckenpaares eine Wurzel der Kongruenz k w = d: 1 
(mod 2m -f- 1). Durch keine dieser Zahlen ist 2 m 1 teilbar, kein Viel- 
faches derselben ist somit der Null kongruent; den k- fachen dieser Zahlen 
sind daher stets dieselben Zahlen ± k, nur in verschiedener Reihenfolge, 

m 

kongruent. Ist p ein Primfaktor von m, so sind die den Potenzen k p kon- 
gruenten Zahlen die Wurzeln der Kongruenz k* == 1 (mod 2m -f 1) und 
die den sämtlichen Vielfachen dieser Zahlen kongruenten Zahlen die samt- 

liehen Zahlen ± k; die — • p verschiedeneu Werte von k zeigen also als- 

dann die Wurzeln der — Gleichungen » ten Grades an, in welche sich in 

diesem Falle die Gleichung m** n Grades zerlegt, und deren Koeffizienten 
dann, durch x k x k i =» -f i Q Summen verwandelt, nur noch den 

m 

Summanden x 9 — 2 und diejenigen Teile die Summe ^x k — — 1 enthalten 

i 

können, welche die Wurzeln einer rationalen Gleichung Grades sind. 

Man hat daher beispielsweise nicht nötig, die Gleichung 0. Grades 

(*• - 5x* + 6x» - 1) + (x 5 - 4x 8 + 3x) = 0 

des regelmäßigen 13-eckes aufzulösen; denn sie zerfallt, da 1 und 5 die 
Zeiger sind, welche der Kongruenz k* ~ ± 1 (inod 13) genügen, in die 
geschlossene Gruppe der quadratischen Gleichungen 



— (*i + x &) x + x i x & = 0 
x* — (x, -f xjx + x,x s = 0 

x- - (x 4 + x a )x + x 4 x 6 - 0 



X l X & X i + X 6 
X 4 T 6 = X, + X 3 

X,Xj, « Xj + x 6 , 



deren drei Wurzelsummen die Wurzeln der kubischen Gleichung 

(x 8 - 4x) + (x* + 1) = 0 

sind. Ebenso kann die Gleichung 8. Grades der 8 Doppclabszissen des 

regelmäßigen 17-eckes, da 1 und 4 die eiuzigeu Zahlen sind, welche die 

Bedingung k* ^ ± 1 (mod 17) erfüllen, ersetzt werden nur durch die 
4 Gleichungen 2. Grades 

x * ~ ( x i + x *) x + x i x * — 0 i x* — -f x 5 )x + x 3 x 5 = 0 
x* — (x, + x 8 )x + x^ = 0 | x* — (x 8 + x 7 )x + x 6 x 7 = 0, 



deren vier Wurzelsummen 



x t x 4 = x 8 + Xj 
x,x 8 = x 6 -f x^ 



X i X b = x s + 



13' 
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die Wurzeln einer Gleichung 4. Grades mit rationalen Koeffizienten sind. 
Dieselbe läßt sich aber wiederum, da 4 noch durch 2 teilbar ist, ersetzen 
durch 2 Gleichungen des 2. Grades 

x* — + x t x ^) x —1=0, 
x* — (:r,;r 6 + ar,x 7 )x —1=0, 

deren zwei Wurzelsumraen als Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(z a - 4) + x = 0 

gegeben sind. 

Holzminden, Januar 1905. Georg Kober. 



Anwendung der Graflumnnschen Ausdehiinnpdehrc auf «-fache 

OrthogonalBysteme. 

Zu den Gebieten der Mathematik, die sich mit Hilfe der Graßmann- 
schen Methoden in besonders einfacher und übersichtlicher Weise behandeln 
lassen, gehört die Differentialgeometrie. Dies zeigen die Arbeiten von 
Burali-Forti, der die Ausdehnungslehre auf verschiedene Zweige der 
Differentialgeometrie der Kurven und Flachen angewendet hat. 1 ) 

Im folgenden sollen, im Anschluß an die Burali-Fortischen Arbeiten, 
die Haupteigenschaften und Formeln der «-fachen Orthogonalsysteme ab- 
geleitet werden. 

Einleitung. — Wir stellen zunächst diejenigen Begriffe und Formeln 
der Ausdehnungslehre, die im folgenden Anwendung finden, zusammen. Für 
die Begründung und ausführliche Darstellung verweisen wir auf die Lehr- 
bücher von Peano*) und Burali-Forti. 8 ) 

a) Ist / ein Vektor, m eine reelle (von Null verschiedene) Zahl, so 
bedeutet das Produkt U = ml einen zu I parallelen Vektor, der mit / 
gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem im positiv oder negativ 
ist. Ist die Länge des Vektors I gleich der Einheit (Einheitsvektor), so 
ist die Lange von (7, die wir mit mod U bezeichnen, gleich dem absoluten 
Wert von m. 

b) Unter U + V + W + • • • verstehen wir die geometrische Summe 
der Vektoren U, F, W • • • 

c) Drei Vektoren, die zu einer Ebene parallel sind, heißen komplanar. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß der Vektor H' 
komplanar zu den (nicht parallelen) Vektoren U und V ist, wird aus- 
gedrückt durch 

W — x U + y 7, 
wobei x und y reelle Zahlen sind. 



1) Introduction ä la gdomätric differentielle suivant la methode de Grasamann. 
Paris 1897. — Sopra alcune questioni di geometria differenziale. Rendiconti del 
circ. mat di Palermo 12 (189»), 111 — 182. — Le formule di Frenet per le superfici. 
Atti Torino 87 (1902—8), 283—246. 

2) G. Peano, Calcolo geometrico 1888. — Grundzüge des geometrischen Kal- 
küls. Deutsche Ausg. von A. Schopp, Leipzig 1891, B. G. Teubner. 

3) Burali-Forti, Introduction ä la geomtftrie differentielle. Paris 1897. 
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d) Jeder Vektor U läßt sich (im gewöhnlichen, 3-dimensionalen Raum) 
auf die Form 

TJ= xl+ yj + eK 

bringen, wobei J, «/, K drei gegebene, nicht komplanare Vektoren und x, y, z 
reelle Zahlen sind. 

e) Unter dem äußeren Produkt TJ- V zweier Vektoren verstehen wir 
das Parallelogramm, dessen Seiten den Vektoren TJ und V gleich und 
parallel sind, und zwar mit Rücksicht auf Größe, Umlaufsinn und Stellung 
seiner Ebene. Die absolute Größe des Parallelogramms, die wir mit 
mod ( TJ ' V) bezeichnen, ist gleich mod TJ • mod F • sin ( TJ, V ). Die Gleichung 
TJ ■ V= U l ' V. bedeutet somit nach obiger Definition: 1. daß mod(?7- V) 
=- mod ( U x - Fj } ; 2. daß die beiden Parallelogramme dieselbe Uralaufs- 
richtung haben; 3. daß ihre Ebenen parallel sind. 

Für das äußere Produkt TJ ■ V gilt das assoziative, nicht aber das 
kommutative Gesetz. Es ist somit TJ • V = — V • U, daher TJ • TJ = 0. Die 
Gleichung TJ' F= 0 sagt aus, daß die Vektoren TJ und V parallel sind, 
sie ist daher gleichbedeutend mit der Gleichung TJ = m • F, wo m eine 
reelle Zahl ist. 

f) Unter dem inneren Produkt TJ\V der beiden Vektoren TJ und V 
verstehen wir die Zahl 

mod CT- mod F«cos (U, V). 

Für das innere Produkt gilt das assoziative und kommutative Gesetz; es 
ist daher TJ\ V = V \ U. Ferner ist U\U*= (mod U)\ Für den Einheits- 
vektor / ist 11= 1. Die Bedingung für die Orthogonalität der Vektoren 
U und V ist U\ F-0. 

Ist / ein Einheitsvektor, so gibt U\I die Lange der Projektion von 
TJ auf / an. Sind daher J, /, K drei nicht komplanare Einheitsvektoren, 
so ist nach d) ein beliebiger Vektor TJ darstellbar in der Form: 

U= (U\I)-I+ {TJ\J)'J + (TJ ,K)K 

g) Ist 0 ein fester Punkt, TJ ein Vektor, so bedeutet P = 0 + TJ 
den Endpunkt P des mit seinem Anfangspunkt in 0 liegenden Vektors U. 
Ist TJ nach drei senkrechten Einheitsvektoren J, /, K zerlegt, so ist 

P= 0 + xl + yJ + zK 

Dabei sind die Zahlen x, y, z identisch mit den kartesischen Koordi- 
naten von P in einem System, dessen Anfangspunkt in 0 liegt, und dessen 
Achsen zu 7, /, K parallel sind. 

h) Wir können den Punkt P als Funktion einer numerischen Variabein t 
ansehen. Beim Variieren von t beschreibt P eine Kurve. Der Differential- 

d P 

quotient des Punktes P bedeutet einen Vektor, der zur Tangente der 

Kurve im Punkt P parallel ist. Die Länge ds des Bogenelementa ist 
gleich mod dP. Der Krümmungsradius q der Kurve ist gegeben durch 

- — mod {jj^ij 1 Der Differentialquotient eines Punktes ist ein Vektor, der 

Differentialquotient eines Vektors ist wieder ein Vektor. 

Anwendung. — Wir legen nun einen n-dimensionalen ebenen Raum 
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zugrunde und betrachten den Punkt P als Funktion von n numerischen 
Variabein «j , m 8 , Ist u i veränderlich, während alle übrigen t« konstant 
bleiben, so beschreibt P eine Kurve, die wir mit u { bezeichnen; sind ti 4 
und u k veränderlich, so beschreibt P eine 2-dimensionale Fläche; ist in- 
konstant, während sämtliche übrigen « veränderlich sind, so beschreibt P 
die {n — l)-dimensionale Fläche (Hyperfläche) u { = const. Durch jeden 
Punkt des Raums gehen also n Kurven u { ; jede dieser Kurven ist der 
Schnitt von (« — 1) Hyperflächen u k = const. (t =f= k). 

Die Richtung der Tangente an eine beliebige durch P gehende Kurve 
ist gegeben durch den Vektor n 

(i) * p -2£- du * (EinLh) - 

c P 

Der Vektor — ist parallel zu der Tangente an die Kurve «, im Punkt P. 

Wir setzen nun voraus, daß die Kurven u i sich in P senkrecht durch- 
schneiden, d. h. daß 

Das Quadrat des Linicnelements ds nimmt dann folgende Form an 
(Einl. f): 

(3) ds' - (mod dPy =^(mod du*. 

Bezeichnet man mit ds t das Linienelement der Kurve u A , so ist hiernach: 

(4) ds, = (mod du,. 

Nach (2) ist der Vektor %- senkrecht auf (n - 1) Vektoren , 

d. h. senkrecht auf (w — l) durch P gehenden Linienelementen rfs t (k + i). 
Da diese sämtlich der Hyperfläche u, — const. angehören, so ist der Vektor 

d P 

,: — parallel zur Normale dieser Hyperfläche. Gl. (2) ist daher die Bo- 

dingung dafür , daß die Hyperflächen m. = const. (»' = 1 , 2 , • • • n) ein 
n-faches Orthof/onalsystcm bilden. 

Durch Differentiation nach «, folgt aus (2): 



c*P | dP , d'P 



<:P 



= 0. 



( 5 ) ^{Ju^FuJu, 

Aus dieser Gl. und den beiden andern, die man hieraus durch zyklische 
Vertauschung der Indices i, k, l ableitet, folgt die Gleichung: 

<•> 

Durch die Gleichung „ _ „ p 

c P 

definieren wir einen zu parallelen Einheitsvektor T { (s. Einl. a). 
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Nach Einl. f) und GL (2) ist dann: 
(2*) T i T { = 1; T ( \T k -0 o+*). 

Differenziert man (7) nach u k und bildet das innere Produkt bez. T,, so 
geht (6) Aber in: 



(«*) 

folgt aus (2*): 



du k 

c T, I 

ar, 

Nun stellen wir den Vektor * — als Funktion der Einheitsvektoren T„ T., • • • r_ 

ar, 

dar. Wir sehen ^— als geometrische Summe seiner Projektionen auf die 

T t , T 9 , • • • T Ä an. Nach Einl. f) können wir dies durch folgende Gl. aus- 
drücken: m 

Wegen (6*) und (6**) reduziert sich diese Summe auf ein einziges Glied, 
so daß 

a t 

Da tt-' r 4 eine Zahlengröße ist (Einl. f), so sagt diese Gl. aus, daß 

cu k ar. 

die beiden Vektoren ^ - und T 4 parallel sind. Wir können daher Gl. (9) 
nach Einl. a) auch in der Form 



(•**). 



r 4 



schreiben. 

In Gl. (8)* ist das verallgemeinerte Dupi tische Theorem enthalten, 
dem zufolge die Kurven u Krümmungslinien der durch sie hindurchgehenden 
Hyperfl&chen sind. Um zu beweisen, daß z. B. die Kurve u k eine Krümmungs- 
linie der Hyperfliiche u t = const. ist, zeigen wir, daß die längs der Kurve 
H k errichteten Normalen der Hyperflache = const. eine abwickelbare 
Fläche bilden. Die Normale im Punkt P der Flüche u, =■ const. ist parallel 
zum Vektor Ta die Normale im konsekutiven, auf der Kurve u k gelegenen 

c T. 

Punkt V ist parallel zum Vektor T\ = T, + du k . Nach Gl. (9) hat 

Tl die Form T, ; -\- XT k \ die Vektoren T,, T' iy T k sind somit komplanar 
(Einl. c). Da nun PP' parallel zu T k ist, so müssen die beiden in P und 
P / errichteten Flachennormalen mit T k in einer Ebene liegen und sich 
schneiden. 

Die Gl. (9) gilt nicht für k — i. In diesem Falle hat man nach 
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Da nach Gl. (2*), (9) und (9*) 



ist, so folgt: 



BT. 

T '-°> KT) 



dT k d i k 



T * = - ä«;. I r< Ä ~ mod du- 



Hierbei ist in der Summe rechts der Koeffizient von T i gleich Null. 

Die Koeffizienten mod ^ der Gl. (9*) und (10) lassen sich durch die 

Haupthiimmungsradien der Hyperflache «■ = const. ersetzen. Als Krüm- 
mungslinien der Hyperflttchen definieren wir diejenigen Flächenkurven, längs 
deren die konsekutiven Flächennormalen sich schneiden. Da die Normale 
der Flüche u, = const. in P parallel zum Vektor T { ist, so gilt für einen 
beliebigen Punkt Q der Normalen 

Hierbei bezeichnet r den Abstand der Punkte P und Q (in der Richtung 
von T i positiv geinessen). Soll die konsekutive Normale durch denselben 
Punkt Q gehen, so muß sein: 

dP+rdTi + drT^Q. 

Durch innere Multiplikation mit T { folgt hieraus: 

dP\ T< + r.(i;.|rf7\) + rfr-OT, j 'J\) = 0. 

Da die Normalenrichtung T { senkrecht zur Tangentenrichtung dP ist, 
so ist </P|7; = 0. Ferner ist wegen Gl. (2*): T, 1; T. dT { = 0. 

Ks folgt daher dr = 0, und man hat: 

(11) dP=-r.dT 0 

d. h. der Vektor dP, der die Richtung der Kurve angibt, muß parallel zu 
dT ( sein. Ist nun u k eine Krümmungsliuie und r ik der zugehörige Wert 
von r (Hauptkrümmungsradius), so ist nach (11): 

dP_ W 
du k ~ r »'du k 

oder, wenn man beiderseits den mod nimmt: 

uiod - — 

i - =»■ 

Führt man außerdem in den Gl. (0*) und (10) die Ableitung nach 
der Bogenlänge 1 ) durch die Gl. 

**k cu k 'd 8i mod dP'cu k 

______ *»k 

1) Enzyklopädie der math Wigg. IIID3, Nr. 8. 
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ein (s. Gl. 4), so erhalt man folgende Formeln: 

«3) ^--^ », =+ 2r,/-' 

(Die Summe erstreckt sich über k = 1, • • • n mit Ausnahme von k = i.) 
Aus Gl. (13) lassen sich weitere, für «-fache Orthogonalsysteme geltende 
Formeln in einfacher Weise ableiten. 

Die erste Krümmung l/p 4 der Kurve u i läßt sich als Funktion der 
Normalkrümmungcn \jr ki dieser Kurve bezüglich der durch sie gehenden 
Hyperflachen u k = const. ausdrücken. Nach Einl. h) ist nämlich: 

1 . 3»P * T < 

- = moö -r- , «= mou 

Hieraus und aus Gl. (13) folgt: 

Die von Darboux verallgemeinerten Lameschen Gleidiungen ergeben sich 
aus (13) durch Anwendung der Integrabilitätsbedingung ') 

Hierin ist « eine von der Lage des Punktes P abhängige Größe, s t und s k 

sind zwei senkrecht von P ausgehende Linienelemente mit den Richtungen 1\ 

du (' u c 1' 

und T t . Setzt man in (15) die Wert« 0 = 0 ' und \ = - aus (13) 

* V ' CS; 2*; dS k CS. 

ein, so erhält man, da die Gl. (15) identisch erfüllt sein muß, folgende 
Glcichungssystemc : 

/. B \ VW > / 1 1 \ n •■». V 1 1 1 1 

(,6) + 7.17. ~ 7,) " °' "S7 + 8% "2^ • r- + r?, + ri; 

Diese Gleichungen gelten für Är =4= t und =+= er. Die Summe ist über 
/ = 1, • • • n mit Ausnahme von i und k zu nehmen. Endlich lassen sich in (16) 
die Hauptkrümmungsradien r ik durch die Koeffizienten des Linienelements 
(s. Gl. 3) ersetzen. Setzt man nämlich zur Abkürzung 

so erhält man durch eine einfache Rechnung aus (12) mit Benutzung von 
(7), (2) und (*•): 

J_ = 1 ^* 

r ik H i H k 

1) Burali-Forti, Atti Torino 87 (1902-3), 244, Gl. 12. 
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Führt man diese Werte in (16) ein, so ergeben sich die von Darboux') 
angegebenen Gleichungen: 

dus*]; H { " du k ' du. H k ' du, ' du k = * 0 ' 

du\B, ■ lu, ) + du t {n k euj+2,n} du, du,- 0 - 

Diese Gl. gelten für i ^ Je. Die Summe ist über l = 1, • • • n mit 
Ausnahme von r und & zu erstrecken. 

Stuttgart, 13. Dezember 1903. E. Rath. 

1) G. Darboux, Lecoos sur le* systemes ortbogonanx. Paris 1898. Vol. 1, 
pag. 161, 162. 



Über die Darstellbarkelt der Zahlen qnadratischer and kubischer Zahl- 

körper als Quadratsummen. 

1. Im folgenden bedeute: P den absoluten Rationalit&tsbereich , P(z) 
den durch Adjunktion von z zu P entstehenden Zahlkörper, P(z l ) = -?(*,), 
daß jede Zahl von P(*,) auch in P(z t ) zu finden ist und umgekehrt Hat 

8 

eine Gleichung ^a r x r — 0 n Wurzeln x n . . . x„, und ist f{x) eine Zahl 

t — 0 

aus P(x t ), so sollen f(r t ), . . . f(r n ) die zu f(x i ) konjugierten Zahlen, 
P(jr,), . . . P(x„) die zu konjugierten Körper heißen. Ist f(x x ) reell 

und positiv und sind alle zu /*(*,) konjugierten Zahlen nvht negativ -reell, 
also positiv- reell oder komplex, so soll /X x i) jtosiliv beißen. Eine 
komplexe Zahl a -j- bi, deren Koordinaten a und b beide ganz oder rational 
sind, werde als ganze oder rationale komplexe Zahl bezeichnet. Ein Körper 
heiße reell, wenn er nur reelle Zahlen enthalt, sonst komplex. 

2. Alle quadratischen Körper sind mit ihren konjugierten identisch. 
Die Adjunktion der Wurzel einer quadratischen Gleichung mit roellen 

rationalen Koeffizienten führt stets auf einen Körper der Form Ptyz)' 
Hier sind vier Fälle möglich: 

I. z ist eine (positive) Quadratzahl. P(Vz) — P; alle positiven ratio- 
nalen Zahlen sind durch höchstens 1 Quadrate darstellbar. 

II. -z ist eine Quadratzahl. In P(]/7) = P(») sind alle Zahlen 
schon durch 2 Quadrate darstellbar. 1 ) 

III. z ist negativ, — z kein Quadrat. In dem Körper P(»|/ — z) sind 
alle Zahlen durch 5 Quadrate darstellbar, von denen 4 reell sind. 1 ) 

IV. z ist positiv und keine Quadratzahl. Dann gilt der Satz: „Alle 

total positiven Zahlen des Körpers P\\z) können auf i. a. unendlich ver- 
schiedene Arten in Summen von 5 Quadraten zerlegt werden, von denen 4 
reell sind." 

Das soll nun gezeigt werden. 

1) S. Arch. d. Math, und Phye. (3) 6, 176. 

2) S. Arcb. d. Math, und Phye. (3) 7, 268 
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3. Zunächst darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit z als ganze 

Zahl n genommen werden, denn für z — ~, folgt: P(]/*) = P^j/~,^ 
= P(Ymm'). Damit eine Darstellung 

überhaupt möglich sei, muß auch 

(b) «-ßVn=2(«,-ß.v*y 

positiv sein, d. h. « -f ß Y» muß total positiv sein. In diesem Falle ist « > 0 
und ~>yw. Soll: 

(1) « + ßYn = 2(« r + ß,Y*y 

r 

sein, so muß gelten: 
(2) 

» 

(3) ,5V, + 

Auf Grund von (6) darf ß > 0 angenommen werden. Es bezeichne nun { £ } 
eine Zahl, die positiv -rational ist und der irrationalen Zahl £ so nahe liegt, 
als es im speziellen Falle nötig ist Setzt man dann: 



so ist (2) identisch erfüllt, während (3) übergeht in: 
(5) 2«l - « - ß V'n ' - q - ?. 



ßi = ßs = °i 



Hierin ist »j eine Zahl, die bei passender Wahl von a t und daraus folgen- 
der von ß x beliebig klein gemacht werden kann. Es ist also stets zu er- 
reichen, daß die rationale Zahl £ positiv ist; sie ist dann in 4 Quadrate 
zerlegbar. Damit ist der in Nr. 2, IV ausgesprochene Satz bewiesen. 

4. Zu P werde Y» adjungiert, worin n eine reelle rationale Zahl be- 
deutet, die ohne Beschrankung der Allgemeinheit als positiv und ganz- 
zahlig vorausgesetzt werden kann. Da \ r n — ' 8 ° ^ positiye Zahl 

von P(Vm) durch 5^ 12 Quadrate darstellbar. Die beiden konjugierten 
Körper sind komplex und fallen in den einen p(q\ ti) zusammen, wenn 

Q' + e + l = o, 

d. h. q eine primitive 3. Einheitswurzel ist Nun ist q — -,, — q = 1* -f- p', 
- q - i 4 + 1», -1=^+1,. Daher ist in P(oV «) jede Zahl in höchstens 
24 Quadratzahlen zerlegbar. 

Potsdam, am 23. August 1904. Otto Meissner. 



Digitized by Google 



204 Vermischte Mitteilungen. 

Bemerkung zur Lehre tou den diophantlschen Gleichungen. 

Die bekannten Auflösungsmethoden für die unbestimmten Gleichungen 
ersten Grades, die sog. diophantischen Gleichungen, führen in letzter Linie 
entweder auf den euklidischen Algorithmus (Lagrange, . .) oder auf den 
Fermatschen Lehrsatz (Libri, Binet, . .), richtiger gesagt auf den Algo- 
rithmus 

(1) «»a - 'x + i " < < *, 0 £ a a < a; a - 1, 2, • • •)» 

zurück. Obwohl in praktischer Beziehung das erstere Verfahren, d. h. die 
Kettenbruchauflösung, fast ausschließlich in Betracht kommt, so scheint uns 
dennoch die Auflösung vermittels des Algorithmus (1) dem Wesen der 
Materie näher zu stehen. Um dies etwas näher zu erläutern, bedienen wir 
uns eines Algorithmus, den wir an anderer Stelle ') mitgeteilt haben, und den 
wir hier in Kürze auf einem etwas anderen Wege von neuem herleiten wollen. 
Aus dem Algorithmus (1) folgt bekanntlich für die Darstellung des 

Bruches y im Zahlensysteme mit der Grundzahl a (er prim zu k): 

(2) £ - (0, a a a a + 1 • • • a 2+ ,_, • • ) a (i - 1, 2, • • •), 

wo d die Anzahl der Ziffern der Poriode bedeutet, so daß also in (2) die 
Ziffern nach a a + l |_i = a l _ 1 periodisch wiederkehren. Gleichung (l) kann 
auch geschrieben werden: 

(3) (« + uk) ri -r i+l = k(a t + urj) (« - 1, 2, • • •), 

d. h. die Ziffern des Bruches fc l im Zahlensysteme (« + uk) werden aus 

den entsprechenden Ziffern im Systeme « gefunden, indem man die mit u 
multiplizierten jeweiligen Beste addiert; die Reste stimmen in beiden Zahlen- 
systemen genau überein. 

Addiert man nun zu der Identität 

die Gleichung 

uka l + ur l + l — war a , 

die vermöge (l) für jeden Wert von u richtig ist, so ergibt sich: 

(4) (a + uk) ai + (a a + 1 + ur l + 1 ) - a(« a + t*r,) + a l + t . 

Führt man hierin «' für « + ein und bezeichnet gleichzeitig die Ziffern 

des Bruches ' im Zahlensysteme «' mit a[ y o,', • • •, so kann man nach (3) 

a'i für ai -f un setzen. Unter diesen Umständen nimmt Gleichung (4) die 
Form an: 

(5) tt'ax + fli + i — «<ij + a i+l (l = 1, 2, • • •). 
Wird u — 1 gesetzt, so läßt sich (5) folgendermaßen schreiben: 

(6) o«i - aa k = r l + l (A = 1, 2, • • •). 

1) Zeitochr. f. Math. u. Phys., 1894, 89, 24; vergl. auch Bachmann, Nied. 
Zahlenth. I, S. 361. 
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Dieser Algorithmus löst, wie man leicht bemerkt, die diophuntiscbe Gleichung 
(7) ax — 6y = c, 

in welcher a, b, c positive ganze Zahlen bedeuten, in den kleinsten positiven 
ganzen Zahlen auf. Wir dürfen dabei, wio sogleich noch etwas näher be- 
gründet werden soll, unbeschadet der Allgemeinheit der Betrachtung, an- 
nehmen, daß a < b — a < b und c < 6 — a sei. Setzt man unter dieser 
Voraussetzung a==o, & =-«', b — a = k (prira zu er), c = ij und 

^ = (0, ^a, • • • a d • • -) a — (0, o,'aj • • • aj • • -) a> , 

so stellen die beiden Ziffern aj =- aj + >*<) und aj die Auflösung der 
Gleichung (7) in den kleinsten positiven ganzen Zahlen dar. Gleichzeitig 
sind allgemein die Ziffern a[ =* ch + n und a t die Lösuugen der Gleichungen 

ax — by^r l+t (A - 1, 2, • • ■) 

in den kleinsten positiven ganzen Zahlen. Sollten mit den Resten r l nicht 
alle ganzen Zahlen < k erschöpft sein, so sei s, eine solche, die nicht unter 
den r t vorkommt. Alsdann liefert in derselben Weise wie oben die Darstellung 

77 = (°, Mi • • • &,» • • -) a = (°» KK '"K" X- 

die Auflösungen der Gleichungen 

ax-oy = 5 i+1 (A=l, 2, • • •) 

u. s. f., bis alle Zahlen <A erschöpft sind. 

Wenn in (7) c > k sein würde, etwa c => c -f v k (c < A), und (x, y ) 
stellte eine Lösung der Gleichung 

ax — by = c' 

dar, so wäre (x — t?, y — t?) eine Lösung der Gleichung (7). Würde a > k 
sein, und wäre etwa a -= o'-f tpA, & = fc'-f trfc (a'< A), so erhielte man 
nach (3) die Lösungen von (7) ohne weiteres aus denjenigen der Gleichung 

ax — b'y — c. 

Falls endlich in (7) a > 6 wäre, so brauchte man nur x = y — z zu setzen, 
um eine Gleichung 

(a — 6)y — ae — c oder a'y — b'e = c 

zu erhalten, in welcher a'< &' sein würde. 

Wenn an 8telle von (7) die Gleichung ax -f oy = c vorliegt, so ge- 
nügen ihr die Zahlen (x, — y), sofern (x, y) eine Lösung der Gleichung 
ax — by — c vorstellt. 

Ans alledem geht hervor, daß die Lösungen der Gleichung (7) wesent- 
lich von der Zahl k — b — a abhängen. Die Lösungen aller (unendlich 
vielen} Gleichungen, für die k denselben Wert hat, stehen in naher verwandt- 
schaftlicher Beziehung zueinander, die wir jedoch hier nicht weiter verfolgen 
wollen, weil sie an anderer Stelle eine nähere Besprechung erfahren wird. 
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Desgleichen wird über die auf Algorithmen höheren Grades bezüglichen 
Analoga bei anderer Gelegenheit zu berichten sein. 

Dannstadt. J. Kraus. 

Über den sogenannten Brocardsehen Punkt, 

Da sich in Folge der nötigen Erledigung untergeordneter Formalien 
der Druck meines Referates für die Enzyklopädie ungewöhnlich lange hinzieht, 
gebe ich folgende Notiz, die bereits aus dem Jahre 1894 stammt: 

Will man die Brocardsehen Punkte Crelle absprechen, so gebührt 
die Priorität dem Danziger Gymnasiallehrer H. Hoffmanu, der Grün. Archiv 9 
(1847), 280: „In ein gegebenes Dreieck ein ähnliches zu zeichnen usw.", 
beide Brocardsehen Punkte und die wesentlichen Eigenschaften samt 

cot* =^cot A und 2 sin' x = sin (A — x) sin (B — x) sin {C — x) 

fand. Reuschle, 1853, Progr. Tübing. 8. 4 lange vor Marqfroy; Nouv. 
ann. (2) 10, 142 hat dieselbe Gleichung und zeigt, daß sie mit der ersten 
äquivalent ist. Übrigens hat C. F. A. Jacobi in seiner Dissertation Leipzig 
1825 den Brocardsehen Punkt schon vor Hoffmann behandelt, 

Straßburg i. E., im Juli 1904. Max Simon. 



Eine Eigentümlichkeit der Näherungswerte von 

Bezeichnet man die Näherungswerte von ]/2 mit — 1» 2 > 3 » • • •)» 

so ist für jedes ganzzahlige positive a: 

(]/2 - 1> - (- 1Y-*(Y* . N a - Zj. 

Um das zu beweisen, gehen wir von dem Kettenbruch 

* + * + ... 

Po 

aus, dessen Näherungswerte = 1, 2, 3, . . .) seien, und untersuchen, 

unter welcher Bedingung die Relation 

(Vk - iy - (- ir \v* . q. - pj («=«.*.> 

gilt. 

Es ist zunächst: 

(yü- i) o+ 1 - (Vi- 1)« • (Vi- 1) = (~ iy- l (Vk. Q a - pJiVi- 0 

oder (Vk - l) a + 1 = (- 1)" [(Q a + P a )Vk - {KQ a + PjJ. 
Andererseits muß 

(vs-ir* , -(-i) , [y»fc + ,-p.j 

sein; folglich müssen die Gleichungen bestehen: 
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Nun ist aber bei dem betrachteten Kettoubruch stets: 

1\ = <?._, + 

Demnach wird aus den vorstehenden beiden Gleichungen: 

Qa + i~ 2<? a -<? a _,=0 
nur *<?„-<?„-, = <>. 

Hieraus ergibt sich durch Subtraktion (A* — 2) Q a = 0 oder k = 2. 
Damit ist gezeigt, daß die Relation: 

(Vi -0 a = (- O-^-pJ 

nur für k 2 </iV% ist. 

Hamburg, den 15. Januar 1905. J. Schröder. 



Gleichbrocardische Dreiecke. 

Der Satz, auf welchen sich die Anfrage 23 (Bd. VIII, S. 331) des 
Herrn Capilleri bezieht, ergibt sich unmittelbar aus Formeln, welche ich 
in Mathcsis, 1881, Seite 117 aufgestellt habe Da der Brocardsche 
Winkel o> eines Dreiecks ABC der Gleichung 

„» _j_ t» _j_ c» 



cotoj = 



4 A 



genügt, nennt man heute gleichbrocardisch die Dreiecke, in welchen das 
Verhältnis (« 8 + ©' + c ä ):A denselben Wert hat; in den ersten Zeiten 
(1886 — 87 — 88) sagte man symbrocardal, lobrocardal, Ausdrücke, die wohl 
besser die Gemeinschaftlichkeit eines Brocard sehen Punktes oder Kreises 
bezeichnen. 

Reihen von gleichbrocardischen Dreiecken erhalt man leicht mit Hilfe 
des folgenden Theorems, welches Herr Artzt und ich 1 ) unabhängig von 
einander und auf verschiedenen Wegen gefunden: 

Alle gleichseitigen Dreiecke einer Ebene liefern durch senkrechte Pro- 
jektion auf eine zweite Ebene lauter gleichbrocardische Dreiecke. 

Z. B. aus einem gleichseitigen Dreiecke ABC leitet man andere solche 
Dreiecke ab, indem man als Ecken Punkte A \ B', C nimmt, welche die 
Seiten nach demselben Verhältnisse teilen, oder als Seiten die Verbindungs- 
linien AA\ BB\ CC'\ diese Linien sind auch äquipollent zu den Seiten 
eines regelmäßigen Dreiecks. Die Schwerpunkte von drei beliebigen Massen 
«» ß* Yj welche man nacheinander in A, B, C, dann in 2?, C, A, dann in 
C, A, B anbringt, sind auch die Ecken eines solchen Dreiecks. Eine ortho- 
gonale Projektion der Figur zeigt, daß dieselben Konstruktionen, bei 
beliebigen Dreiecke ausgeführt, gleichbrocardische Dreiecke liefert. 



1) Artzt, Beitrage zur Geometrie des Brocardschen Kreise«, Recklinghausen, 
1886. Diese Schrift kenne ich nur durch Zitate in der geschichtlichen Studie vou 
Kmmerich: Der Brocardsche Winkel des Dreiecki, Mühlheim a. d. Ruhr, 1885*. 
— Neuberg, Sur les triangles equibrocardieng, AFAS, Orau, 1888. AFAS = 
Association trancaise pour l'avancement des sciences. 
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Betrachtet man alle einem Kreise eingeschriebenen regelmäßigen Dreiecke, 
so erhält man durch eine senkrechte Projektion alle einer Ellipse ein- 
geschriebenen Dreiecke größten Inhalts; letztere Dreiecke sind gleichbrocardisch 
und haben gemeinsamen Schwerpunkt im Zentrum der Ellipse. 

Eine fast erschöpfende Darstellung dieses Gegenstandes und zahlreiche 
Literaturnachweise findet man in Emmerichs Buch: Die Brocardschen 
Gebilde. 

Das oben erwähnte Theorem läßt eine interessante Erweiterung zu, 
die ich mir gestatte hier wiederzugeben. 

Wenn das Dreieck ABC eine senkrechte Projektion des Dreiecks 
A'B'C ist und a", 6", c" die Strecken AA\ BB' CC' bezeichnen, so 
hat 



«'» - o» + (6" - «7, &'» - b* + (c" - a")\ c'» = c« + (a" - b")\ 

und nach Elimination der Größen o", b'\ c": 

(I) y^t I-— « + y^TTp + y^i—i _ 0 . 

Ist dagegen ABC eine Gegenprojektion von A' B'C\ d. h. ist 
A'B'C eine senkrechte Projektion von ABC, so bekommt man dieselbe 

Gleichung mit Y — 1 multipliziert. In beiden Fällen gibt die Wegschaffung 
der Wurzeln: 

(n) A'»-2r , + A , = o, 

wenn man setzt 

16 A 1 £a A + 2 £a*b\ 16 A'" £a' 1 + 2 2a'*b'\ 

32 T* = - J?aV* + £ (a'b'* + a'»o») = £a> (6'» + c'* - a'*). 

A und A' sind die Flächeninhalte der beiden Dreiecke; 32 T* ist die 
Polarform von 16 A* für die Veränderlichen <*', o*, c 1 . 
Für (DI) kann man auch schreiben: 

( IH ) £ + £ " 2 äS' « cot 0' + cot «' cot 0) , 

wenn man beachtet, daß 

b' f + c'* — a' 1 2ftVcoia' 

4A* ""St'c'iin"«' -001 "' 

Ist qp der Winkel der Ebenen ABC, A' B'C\ so hat man entweder 
A — A' cos <p oder A' — A cos <p und die Formel (III) wird 

cos tp -\- sectp — £(cot a cot ß' -\- cot a' cot ß) . 

Im besonderen Falle, wo er' = 0' = y' = y , bekommt man 

cos ^ -f sec <p = 2cot w cot y • 
Lüttich, März 1905. J. Neübero. 
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Die Bestimmung einer beliebigen Hyperbel ans zwei gleichseitigen Hyperbeln. 

Die Gleichung der Ellipse in Vektorform lautet: 

(1) «, = Ü cos <p + b sin <p. 

Daraus folgt ohne weiteres die bekannte Konstruktion, siehe Fig. 1. 
Die entsprechende Gleichung der Hyperbel ist: 

(2) tt k — u cosh y -f b sinh y 

Aus dieser folgt die analoge Konstruktion der Hyperbel aus den beiden 
gleichseitigen Hyperbeln mit den Achsen U und b, wie diejenige der Ellipse 
aus den beiden Kreisen mit den Durchmessern H und b. 




JTlg. 1. 

Ziehen wir nun einen Strahl in der Richtung t t und suchen auf die 
obige Weise den Radiusvektor D 4 der Ellipse und denjenigen tf A der Hyperbel, 
so fallen beide in eine gemeinsame Richtungslinie. Wie man speziell die 
Asymptoten der beliebigen Hyperbel aus denen der gleichseitigen findet, ist 
ohne weiteres ersichtlich. Dem zugehörigen Ellipsenpunkt entspricht dann 
ein unendlich ferner Punkt der Hyperbel. 

Archiv dar Mathematik und Phy.ik. III. Reihe. IX 14 
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Der Beweis für fl A j| D < kann in folgender Weise geschehen. In Fig. 2 
ist ein Kreis und eine gleichseitige Hyperbel vom Radius 1 dargestellt. Es 

ist nun: 

cosh t/> => e cos g>, sinh = e sin cp 
daher nach (l) und (2) 

(3) »* - *», 

z ist eine Funktion von oj, die sich leicht 
bestimmen läßt. Es ist, wenn wir 

x = cosh tf>, y = sinh in 

setzen, 

x* — y* — (cos* tp — sin 2 9) = 1 , 
daher i'cosäqp =- 1, 

(4) . - ± yj ilf 

Wir können uns also eine Hyperbel aus einer Ellipse mit gleichen 
Achsen entstanden denken, indem wir die Radienvektoren der Ellipse im 
Verhältnis 1 : z vergrößern. 

Wenn wir die Dyadic*) 0 _ fl . + ^ 

zur Darstellung der Ellipsengleichung verwenden, so haben wir: 
(5) 

Wollen wir dieselbe Darstellung für die Hyperbel verwenden, so müssen 
wir <P noch mit z multiplizieren, also: 

Jff=r<J> = rat + zb\ 




Flg. 8- 



und 

(6) 



Die Dyadic <D im ersten Fall ist konstant, während die Dyadic *F im 
zweiten Fall eine Funktion der Richtung des Ij ist. 

Entsprechende Verallgemeinerungen werden sich im Räume ergeben. 

Veränderliche Dyadics werden sich auch sonst zur Darstellung von 
Kurven und Flächen verwenden lassen. 

Stuttgart. Victor Fischer. 

1) über Dyadics Biehe GibbB- Wilson, Vektoranalysis. Newyork u. London 
1901. Fischer, Veittordifferentiation und Vektorintegration. Leipzig 1904, A. Barth. 



Eine Eigenschaft der sogenannten (iaulischen Klldpunkte der imaginären 
j t Schnittpunkte einer Geraden niit einer Fläche 2. 0. 

(1) fix, y, jf) — Ojj x* + 2 a is xy -f a^y* -j- 2a ls xz-\ h 2a 14 xH 1- a u =■ 0 

die Gleichung einer Mittelpunkts fläche 2. Ordnung .F 8 in rechtwinkligen 
Koordinaten, so läßt sich bekanntlich der Wert /"(^u & » *i) die Koordinaten 
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eines Punktes I), der nicht auf der Fläche liegt, folgendermaßen deuten. 
Eine durch D gehende Gerade schneide die Fläche in A und B\ es sei 
DA = r iy DB — r t \ p die Länge des der Geraden parallelen Halbmessers 
der Fläche, x 0 ,»/ 0 , z 0 die Koordinaten des Mittelpunktes 0 der Fläche, so ist 



Dies ergibt sich wohl am einfachsten, wenn man mit o, ß, y die Winkel 
der Geraden mit den Koordinatenachsen, mit r die Entfernung des Punktes 
(x, y, z) von (x,, y 1? z t ) bezeichnet, also die Gleichung der Geraden in die Form 

x = x, -f r . cos «, y = y, -f r • cos ß, e — *, + r • cos y 



a n cos'« -f 2 a 12 cos er cosp* -f a s , cos'0 + 2 <i is cos « cos y + 2 a,, cos ß cos y + cos'y 
ist, und daraus folgt die erwähnte Beziehung. 

Im folgenden soll nun gezeigt werden, daß für eine durch D gehende, 
die Flüche nicht schneUlende Gerade L 



ist, teenn p die Entfernung des Punktes D von einem der „Gatt fischen Bild- 
punkte"*) der beiden konjugiert -imaginären Schnittpunkte von L mit F 9 in 
der durch L und 0 gehenden Ebene bezeichnet. Diese Bildpunkte erhält 
man, wenn man in der genannten Ebene auf L im Zentrum C der durch 
F s auf L erzeugten Involution konjugierter Punkte die Senkrechte errichtet 
und nach beiden Seiten von C aus eine Strecke gleich der Potenz der 
Involution abträgt (d. h. gleich der Wurzel aus dem konstanten Produkt 
der Abstände, die zwei involutorisch gepaarte Punkte vom Punkte C be- 
sitzen). Die Endpunkte der Senkrechten sind dann die Gaußschen Bild- 
punkte. Sie lassen sich auch definieren als das dritte Paar Gegenecken 
eines vollständigen Vierseits, für das das gegebene Paar imaginärer Punkte 
und die beiden unendlich fernen imaginären Kreispunkte die anderen Gegen- 
eckenpaare sind. 

Die Gerade L sei durch zwei ihrer Punkte Z>(x,, y,, und JB(x,, »/ 2 , z s ) 



1) Vgl. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte. 5. Aufl. § 161. 

8,. Vgl. F. Klein, Vorlesungen über nicht-euklidische Geometrie. I. S. 73 

14* 



f(*i> nt^i) = r fi f(*o» yo» *o)» 




setzt und f[x, y, z) nach Potenzen von r entwickelt. Man erhält dann: 



(2) r, r t - und ebenso 

(3) ^^l''« 1 , wo N = 
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einsetzt und die Gleichung nach k auflöst. Aus (l) wird, wenn man die 
Nenner fortbringt: 

S, + 2k • P + k*S* - 0, worin 

P = (»„/.A + a^Oifi + Wt) + + • • • + °u Ol + »4) + • ' ' + a ir 

Daraus folgt: 



- P + VP'-S, 5, 



und man erhält demnach die Koordinaten von F bezw. 6, wenn man in 

s t -p±yp*-s l s~ t ' s.-Piyp'-s/s, ' 

die oberen, bezw. die unteren Zeichen nimmt. 

Daraus folgen mittels einer leichten Rechnung die Koordinaten des 
reellen Mittelpunktes C von FG: 

x L (S 1 -J r )±x^S l - P), y^S.- f) + y,(S t -.P). * t (S, - P) + r , (S, - P) 
S.-2P+S, ' 6;_2p-f5 t ' 5 1 _2P + S 1 

<j j> 

C teilt also DE im Verhältnis J- 

Ferner ergibt sich mit Hilfe der Koordinaten von F und G, wenn 
DI? = (x, — xj* + (y, — yj) 8 + (* 8 — Zj)* = d % gesetzt wird, 

FG* ( P'-g.a,) «*» 

4 " <s,-2P+,s;y ; 

denn der Ausdruck auf der rechten Seite hat, da F und G konjugiert- 
imaginär sein sollen, einen reellen negativen Wert. Ebenso erhält man: 

CF? = ( St _ 2p \^ S y , und folglich, wenn Q der Gauflsche Bildpunkt 
von F und G ist: 

- «C + C£« - ?f ' + CA- - ^ J^. 

Nun ist aber: 

5, + S, - 2P - a u (x, - x 2 )> + 2<i ll (x 1 - x s ) (y, - y,) + a w ( yi - y 8 )' + 

+ 2 «i 3 0i - **) Oi ~ *>) + «j 3 0i ~ = N <1\ 

wenn or, /3, y die Neigungswinkel von L gegen die Koordinatenachsen sind, 
also nach (3): 

S l + S i -2P= d, f i \ Mithin ist = § V oder y„ *,) = 

Charlottenburg, Dezember 1903. E. Metes. 
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Über den *ogenaanten irreduxlbelen Fall der kabischen Gleichung. 

Wenn man den irreduzibelen Fall der kubischen Gleichung ohne Herein- 
ziehung des Imaginären und zugleich ohne unsymmetrische Bevorzugung 
einer Wurzel zu behandeln wünscht, kann man folgenden Weg 1 ) einschlagen. 

Die Gleichung mit reellen Koeffizienten laute 

(1) x l + 3ajr 8 -f 36x -f c=- 0. 
Wir setzen 

(2) x = uy -f v 
und erhalten: 

(3) t<V + 3 (v + a) u*y* + 3 (r* -f 2 a i -f b) uy -f {v* -f 3 a v* + 3 b v + c) = 0. 
Wir suchen u und v so zu bestimmen, daß den drei Gleichungen genügt wird: 

(4) v + a = — qu, t>* -f 2at> -f & = — w f , 

t a -f Zav* -f 36ü + c = gu s . 

Multiplizieren wir die beiden ersten Gleichungen und subtrahieren dann von 
der dritten, so kommt 2(6 — a*)v + c — ab = 0, also: 

,_ ,«16 — c 

Wird nach Einsetzung dieses Wertes für v die linke Seite der mittleren 
Gleichung (4) negativ, so wird u reell: 

und ^ reell 

Wir können also die Gleichung (3) nun schreiben: y 3 — 3gy' — 3 y -f = 0 oder 

Wird hierin q — tg er gesetzt, so ist # = tg ^- . Nehmen wir der Ein- 
fachheit wegen, wie üblich a = 0, so haben wir folgende auf rein reellem 
Wege abgeleitete Lösung des irreduzibelen Falles der kubischen Gleichung 

x s + 36a: + c = 0. 

t / t c* c 
Setze u^y — \ b t — 6 und o^^ — ^8 a > 

1) Die Methode der Lösung stimmt der Sache nach mit der von F. H. Stoll 
nberein („Mathematisch-physikalische Miscellen". II. Progr. Bensheiui 1876). Herr 
Matthiessen hat im Archiv (3) 2, 109—110, 1902, diese Lösung ebenfalls ohne 
Heranziehung des Imaginären abgeleitet. Obgleich also der Weg des Herrn Godt 
von dem des Herrn Matthiessen nicht jferade abweicht, haben wir die vor- 
auf den Zusammenhang mit 
Red. 



von aem aes Herrn JHattmessen nicni pera<i« 
liegende Notiz wegen des interessanten Hinwei 
anderen geometrischen Fragen aufgenommen. 
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so sind die gesuchten Wurzeln : 

c « -f- it 

X * = ~ Ö6 + M t g" 8~ 

C . a + 2* 

Wer sich zu vergewissern wünscht, auf welchem natürlichen Wege diese 
Lösung zu finden, und wie einfach sie geometrisch zu deuten ist, der ver- 
gleiche: Godt, Über einige sog. merkwürdige Punkte des Dreiecks. Lübeck, 
Progr. des Katharineums. 1904. Nr. 63 und bemerke dabei nur, daß im 
vorliegenden Falle die Wurzeln der Gleichung von den Punkten J und J' aus 
durch Strahlen ausgeschnitten werden, die paarweise Winkel von 60° bilden. 

Lübeck, 5. Dezember 1904. W Godt. 



4. Sprechsaal für die Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften. 

[Einsendungen für den Sprech saal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 61.] 

Zu Band I,, Seite 577. 

In Fußnote 58 lies: Seelhof f, Zeitschr. Math. Phys. 31, 1886, 

p. 166—173. — Im Texte, Zeile 5/4 von unten füge hinzu: 2' + 1 ist 
durch 319 489 x 974 489 teilbar, nach Cunningham, Brit. Assoc. Rep. 
1S99, p. 653 — 654. Vielleicht hätte hinzugefügt werden können, daß nach 

Eisenstein 2 + 1, 2 8 -f 1, 2^-fl, 2* + 1 lauter Primzahlen sind, sowie 
daß nach Catalan (Mel. math. I, p. 376, 1885) 2' — 1 Primzahl ist, 
falls p = 2« — 1. (Beide Behauptungen sind noch unbewiesen.) 

Über die Zerlegung der Zahlen in Faktoren ist in England in neuerer 
Zeit (Educ. Times, Mess. of Math, usw.) sehr viel geschrieben; die wichtigsten 
Abhandlungen sind: 

C. E. Bickmore, On the numerical factors of a* — 1. Mess. (2) 25, 
1—44; 26, 1—38. (1895/6). 

W. D. Christic, Note on the factorization etc. Ed. T. 60, 99—104. (1898). 
H. I. Woodall, Method on factorization. Ed. T. 70, 68—71; 71, 
124-125. (1899). 

D. Biddle, A furtber method etc. Mess. (2) 30, 66—70. (1900). 
D. Biddle, Note on the reduetion of formulae etc. Ed. T. 74, 147—152. 

(1901). 

J. Tennan, On the factorization of high numbers. Mess. (2) 30, 
190—199. (1901). 

A. Cunningham and Cullen, On idoneal numbers. Brit. Ass. Rep. 
(1901) 552. 

Cunningham gibt in seinen zahlreichen Arbeiten auch mehrere nützliche 
Tabellen, so dreiziffrige Endungen von Quadratzahlen. 

Potsdam, am 25. März 1905. Otto Meissner. 
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Zu Bd. IV, Abschn. 39, S. 412. 

Die Kennzeichen der Beweglichkeit ebener einfacher Fachwerke. 
(Auszug aus einem Briefe von M. Grübler an L. Henneberg. ')) 

Im Bd. IV 1 der „Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften" 
schließen Sie den Abschnitt 31) (S. 4 1 2) Dires Artikels über die graphische 
Statik mit dem folgenden Satz: „Auch die angeführten Untersuchungen von 
M. Grübler, in denen die Drehungszentren der einzelnen Stäbe bestimmt 
werden, haben zu einer Methode zur Untersuchung des Grenzfalles geführt. 
Dieselbe läuft jedoch im wesentlichen auf die Methode von H. Müller-Breslau 
hinaus, insofern die Endpunkte der 
normalen Geschwindigkeiten auch als ^ 
Drehungszentren angesehen werden / \ A C 

können". Diese Behauptung trifft je- ? 
doch nicht zu. Das von mir in der 
Rig. Ind. Zeit. 1887 S. 51 und 1888 
S. 278 mitgeteilte Kennzeichen der Be- 
weglichkeit eines ebenen einfachen Fach- 
werkes beruht darauf, daß das Fach- 
werk in den fraglichen Fällen als über- 
geschlossene kinematische Kette ange- 
sehen werden kann. Liegen dann die 
Pole (Drehungszentren) der Relativbe- 
wegungen irgend dreier nicht in einem 
Knotenpunkte zusammenstoßender Glieder auf einer Geraden, so ist das 
Fachwerk beweglich, im anderen Falle nicht. So ist z. B. das beistehende 
Fachwerk (s. die Figur) beweglich oder nicht, wenn die drei Pole A } Ii, C 
der Relativbewegungen der beiden Dreiecke / und II und des Viereckes 77/ 
in einer Geraden liegen oder nicht. Die Methode von Müller-Breslau 
dagegen beruht darauf, daß die Endpunkte der senkrechten Geschwindigkeiten 
eines ebenen starren Systems (bei dessen komplaner Bewegung) ein ähnliches 
und ähnlichliegendes System bilden. Läßt sich also zu einem ebenen 
einfachen Fachwerke ein ähnliches und ähnlichliegendcs Fach werk zeichnen, 
so ist ersteres starr, im anderen Falle nicht. Die beiden Methoden haben 
wegen der Verschiedenheit ihres Ausgangspunktes keinen inneren Zusammen- 
hang und sind folglich nicht auf einander zurück führ bar. 

Zu demselben Artikel, p. 351, Note 9 teilt mir Herr C. F. Geiser mit, 
daß Culmann nicht der erste Direktor des Züricher Polytechnikums war 
(er war Direktor von 1872 — 1875). L. Henneberg. 

1) Mit Genehmigung von Herrn M. Grübler von Herrn L. Henneberg übersandt. 




5. Bei der Redaktion eingegangene Bücher. 

0. vox uhd zv Aufsess, Die physikalischen Eigenschaften der Seen. Aus der 
Sammlung „Die Wissenschaft" Heft 4. Braunschwejg 1905, Vieweg u. Sohn 120 S. 

P. Baciimann, Zahlentheorie. V. Allgemeine Arithmetik der Zahlenkörper. Leipzig 
1905, B. G. Teubner. 648 S. 17 JC 
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A. Borsch, Beriebt über Lotabweichungen (1903). Abdr. a. d. Abband, d. 14. 
allgem. Konf. d. internat. Erdm. Leiden 1905. 

A. Cabkeira. Quelques mots sur lee mathematiques en Portugal. Notice et defense 
des travaux. Avec biograpbie de l'auteur par A. S. Lucas. Lissabon 1905, 
I. d'Andrade. 64 S. 

Die Neubauten der königlichen Sächsischen Technischen Hochschule zu Dresden. 

1905. 66 S. 

0. Frölich, Die Entwicklung der elektrischen Messungen. Sammlung aus „Die 

Wissenschaft". Braunschweig 1905, Vieweg & Sohn. 192 S. 6,80 JL 

E. Grimsehl, Angewandte Potentialtheorie I. Leipzig 1906, Göschen. (Sammlung 

Schubert 88) 219 S. 6 JL 

O. Gitschk, Mathematische Übungsaufgaben. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 82 S. 
K. Jahxke, Vorlesungen Ober die Vektorenrechnung. Mit 82 Figuren im Text. 

Leipzig 1905, B. G. Teubner. 235 S. 5,60 JL 

G. 0. Javk«, Elements of the kinematics of a point and the rational mechanics 

of a particle. New York 1905, John Wiley and Sons. 176 S. 2 $. 

M. Krause, Über die Reformbestrebungen auf dem Gebiete des mathematischen 

Unterrichts auf höhern Schulen seit 1890, insbesondere über die Einführung der 

Differential- und Integralrechnung in dieselben. Abh. der naturw. Ges. Isis 

in Dresden, 1904, Heft II. 
L. Krüger, Über die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen in zwei Gruppen. 

Veröffentlichung des Kgl. preuß. geodät. Inst. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 24 S. 
Laouerbe, Oeuvres publikes sous les auspices de l'acade'mie des sciencea par 

MM. Ch. Hennite, H. Poincare et E. Rouche". Tome II. Geometrie. Paris 1906, 

Gauthier-Villars. 716 S. 
W. Lokey, über die "Wohltat und das Werden der Zahl. Progr. Gymnaa. 

Görlitz 1905. 10 S. 

G. Mahlbr, Physikalische Aufgabensammlung. Leipzig 1905, Göschen, Sammlung 
Göschen Nr. 243. 117 S. 0,80 JL 

E. Maillet, Les reves et l'inspiration matbe'matiques (Enquete et resultate). 
Extrait du Bull, de la Soc. Philomat. 1905. 44 S. 

R. Marcolokuo, Meccanica razionale. I. Cinematica — Statica 271 S. L. 3. — 
D. Dinamica. Principi di idromeccanica. 324 S. Milano 1006, U. Hoepli. L. 3. 

H. Poincare. Lecons de me'camque Celeste. Tome I. Theorie generale des pertur- 
bations plan&aires. Paris 1906, Gauthier- Villars. 3C5 S. 

K. Smyder. Das Weltbild der modernen Naturwissenschaft nach den Ergebnissen 
der neuesten Forschungen. Übers, von H. Kleinpeter. Leipzig 1906, A. Barth. 
306 S. 6,60 JL 

J. Thomak, Sammlung von Formeln und Sätzen aus dem Gebiete der elliptischen 
Funktionen nebst Anwendungen. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 44 8. 

J. J. Thomson, ElettricitA e matoria. Traduzione con aggiunte del G. Fae. Milano 

1906, U. Hoepli 199 S. L. 2. 

Verhandlungen des HI. internationalen Mathematiker Kongresses in Heidelberg 
1904. Herausgegeben von dem Schriftführer des Kongresses A Krazer. 
Leipzig 1006, B. G. Teubner. 766 S. 

W. Walther und M. Röttisqer. Technische Wärmelehre (Thermodynamik). 
Leipzig 1906, Göschen. Sammlung Göschen Nr. 242. 144 S. 0,80 JC. 

B. Wkixsteix. Thermodynamik und Kinetik der Körper. Dritter Band. Erster 
Halbband: Die verdünnten Lösungen. Die Dissoziation. — Thermodynamik 
der Elektrizität und des Magnetismus (Erster Teil). Braunschweig 1906, Vieweg 
und Sohn. 461 S. 

F. WisucKxts. Der Kalender in gemeinverständlicher Darstellung. Aus Natur 
und Geisteswelt Nr. 69. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 118 S. 
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Von lu Shaea. S. 206. — Sin« Eigentum] iebkeit dar Hnhorungiwerte von 

Von J. SekrMer. S.206. — Oleiehbrocartllacho Breiecke. Von J.I«k«g. S. 207. 

- Die Bestimmung einer beliebigon Hypvibel am zwei gleichseitigen Hyperbeln. 
' Toa Vleter Rather. Mit 2 Figuren im Text. 8. 809. - Um Eigonachaft der 

. sogenannten auflachen Bildpunkte der imaginären Schnittpunkte einer Graden mit 

einer Fliehe 2. 0. Von B. Beyer. 8. 210. — Ober des sogenannten Irreduiibolen 
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$%tz\i ti^st^cr tcfifa cl€V $&fl$ftty ^fdifuHKittscfifH Cr^scUschcifi * Seils'* 

84. SiUnng am 26. April 1905 43 

Über die gUnatigatn Form dea Oittertragers, ein Beitraf nur Theorie de* Fachwerk« 

Von B» Bandec Mit 4 Figuren im Text 43 

Anwendungen der Maaaenreduktiunen nach Reye nnd nach Poinaot. Von K. Sk stach 64 
Bemerkung xu dem Vortrage ,.0ber eine quadratische Kongruent". Von F. Zühlke . 69 



Eingelaufen sind und zum Abdruck in den nächtten Heften gelangen Beiträge der Herren 

B. Eckhardt, J. BdalJI, I*- Satteln, A. Fleck, A, Uletehea, W. Oedt, H. Graf, B. Qtattche, 
u. BolamSller, 4. Bor», Kd. Jan lach, B. P. Joerdal», F. Jaaf, W. Kepteya, A. Kiefer, 
6. Kober, P. Knkoit. JJ. Emu»«, M. Lereh, W. Ludwig. E. Kalo, L. Battkleasen, 0. Meissner, 
W. F. Heyer, J. Kenberg, Ta. Bejre, J. Baiach, L. Saalschüu, V. Sawayaaut, P. Bchafheltlla, 

C. Schalt«, R. 8chi««ler, C. Segre, 0. Bplefi, B. Stahl , B. Btara. tt.Tel*eira, H. Tkleate, 

W.Velten, A.Yleaya, /.de Vrie«, U. Wellenberg, A. Wendler, K. Zoran. kl. 
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Lehrbuch der praktischen Physik. 

Von Fm Kohlrausch. 

Zugleich als zehnte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. 

Mit sahlr. Figuren im Text [£XVtlT u. 666 S.] gr. 8. 1906. Bieg*, in Lnwd. geb. 9.— 

Infolge der doppelten Aufgabe, welche »ich nbiges Werk stellt, wurde in der iioucd , erheblich 
TorgrOSerten Auflage der Therraometrie. der Strahlung und vor allem dar Elekrrialtflt «In breiterer 
Spielraum eingeräumt , und darf der Leitfaden unserem KnnMion nach dae Verdienst fflr «leb benn- 
sprachen, aaertt had allein eine handliche Zusammenstellung kritisch ausgewählter physikalischer 
Zalüea gebracht su haben. (Der prakt. Maschinenkonstr. 1801. Nr. Sh.) 

Dieses eigenartige Werk gewinnt mit jeder neuen Auflage an Vertiefung und damit an Wert für 
all» diejenigen, welch" der praktischen Physik aia Lehrer oder .Lernende näher etehen. Aach al« Nech- 
schlageWu ist es von liedeutuag; denn in knapper, aber ausreichend verständlicher Form umfaBt e« 
einen »oEorordenUich reichen Inhalt und Urlngt^ikht weniges, "»^"j*» ,n ^^umfangreichen Lehr- 

Juf*dem ^^nVvTMty^^^xlu*^*^^* gegebenen JJ^J«^ mn^sSutSS^ 



Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 

Von F. Kohl rausche 

Mit in den Text gedrückten Figuren. [XXu.960S.J gr.8. 1899 Biegi.inLnwd.geb.w*:4.— 

Man mufl dem Verfasser aufrichtigen Dank für dieee Arbeit wissen, um 10 mehr, alt dae Buch, 
wie ee Ja hier ohnediee selbstverständlich war, durch »eine Beschränkung auf den engeren Zweck um < 
nichti weniger wbuencchftftlich geworden tat. In der Vorrede ändert «ich der Verfasser in so beherzigens- 
werter Weite über dieson Gegenstand, da* Ich die fraglichen Stellen hersetse. . . . 

. . . Dadurch, daß diese beherzigenswerten Worte einem Buche voran »gesc Ii Ickt sind, welche« In 
die Hand dos Anfangt-rs gelangt, werden sie ihren Hegen in besonder* wcit.-m Umfango üben. 

(Zeltachr. t phyalkaL Ohemie. XXXU. Bd-, Heft t.) 

Ks kann nor mit freodiger OenngtuoDg begrüflt werden, wenn ein Forscher vom Bnfe Kobl- 
raneehe die Mühe nicht scheut«, dem Anfänger die Weg« ebnen an helfen und aelbtt mitzuarbeiten an 
der Hebung de« physikalischen Unterrichte», auf detaen hohe knlrurolle Bedeutung das Vorwort mit 
Kachdruck hlnweltt. Möge da. Work in seiner nenen Form recht viele neue Freunde finden, 

(fiealschuiweaan. *V Jahrg., Heft 6.) 
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über Tetraeder, deren Kanten eine Fläche zweiter Ordnung 

berühren. 

Von Th. Rkye in Straßburg i. E. 

Ein Tetraeder und eine Fläche zweiter Ordnung nenne ich „ein 
ander anbeschrieben", wenn die sechs Kanten des Tetraeders die Fläche 
berühren. Von ihnen gelten folgende Sätze, die mir bis auf einzelne 
neu zu sein scheinen. 

1. Einer Flache zweiter Ordnung lassen sich <x> 6 Tetraeder an- 
beschreiben; doch sind diese nur dann reell, wenn die Räche keine 
reelle Gerade enthält 

2. Jede Tangente t einer nicht geradlinigen Fläche F* zweiter Ord- 
nung, z. B. einer Kugel Hiiche, ist Kante von cv s der Fläche anbeschriebenen 
Tetraedern. Zwei beliebige Punkte von t sind Eckpunkte von oo l 
dieser Tetraeder; der Ort ihrer übrigen Eckpunkte ist ein Kegelschnitt, 
der die zu t polare Tangente in ihrem Schnittpunkt mit t berührt. 
Jedes Tangentendreieck der Fläche F* ist in zwei ihr anbeschriebenen 
Tetraedern enthalten. 

3. Zwei Ebenen a, ß, die sich in einer Tangente / der Fläche F* 
schneiden, Bind in oc 1 der Fläche anbeschriebenen Tetraedern enthalten. 
Die übrigen Ebenen dieser Tetraeder umhüllen einen Kegel zweiter 
Ordnung, der die zu t polare Tangente und die Schnittkurven von F* 
mit a und ß enthält. Jedes Tangentendreikant der Fläche ist in zwei 
ihr anbeschriebenen Tetraedern enthalten. 

4. Von einem der Fläche F 2 zweiter Ordnung anbeschriebenen 
Tetraeder sind allemal die Gegenkanten konjugiert in bezug auf F*, 
d. h. jede seiner Kanten schneidet die Polare der gegenüberliegenden 
Kante (2., 8.). Die Kanten und Eckpunkte der anbeschriebenen reellen 
Tetraeder liegen alle auf einer (der äußeren) Seite der Fläche. 

5. Die Polarebenen der Eckpunkte eines der Fläche F* anbe- 
schriebenen Tetraeders bilden ein zweites ihr anbeschriebenes Tetraeder. 
Die zwölf Kanten dieser beiden Tetraeder sind paarweise reziprok polar 
und berühren die Fläche in den nämlichen sechs Punkten. Jede Kante 
des einen Tetraeders schneidet zwei Gegenkanteu des andern (4.); die 

Arehhr 4er MxtlirmiitMc und Physik. III. Reihe. IX. 15 
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Tetraeder sind demnach „desmisch" und liegen auf vier Arten per- 
spektiv. *) 

6. Die sechs Ebenen, die je eine Kante eines der F s anbeschriebenen 
Tetraeders mit dem Berührungspunkte und der Polare der gegenüber- 
liegenden Kante verbinden, schneiden sich in einem Punkte S und zu 
dreien in den vier Geraden, die S mit den vier Eckpunkten verbinden: 
in demselben Punkte S schneiden sich folglich die drei Geraden g, die 
die Berührungspunkte von je zwei Gegenkanten verbinden (Steiner 1 )). 
Der Punkt S möge der „Berührungspol" der Fläche und des ihr an- 
beschriebenen Tetraeders heißen; er liegt innerhalb der Fläche. 

7. Die sechs Schnittpunkte der Tetraederkanten mit den Polaren 
ihrer Gegenkanten liegen in einer Ebene 6 und zu dreien in den vier 
Schnittgeraden von 6 mit den Ebenen des Tetraeders. Bezüglich der 
Flache F* ist <f die Polarebene des Berührungspoles S. Die drei Paar 
Berührungsebenen von jF*, in denen die drei Paar Gegenkanten des 
Tetraeders liegen, schneiden sich in drei Geraden g x der Ebene ff, näm- 
lich in den Polaren der drei Geraden g t die die Berührungspunkte von 
je zwei Gegenkanten verbinden. 

8. Diese drei Geraden g sind konjugiert und bilden mit ihren 
Polaren g x die drei Paar Gegenkanten eines Polartetraeders von F*. 
Das anbeschriebene Tetraeder und das zu ihm polare bilden mit diesem 
Polartetraeder ein „desmisches Tripel". Nämlich jede Kante eines 
beliebigen der drei Tetraeder schneidet zwei Paar Gegenkanten der 
beiden übrigen in zwei Punkten und liegt mit ihnen in zwei Ebenen; 
diese Ebenen sind durch zwei Ebenen des Tetraeders harmonisch ge- 
trennt, die beiden Schnittpunkte aber durch zwei seiner Eckpunkte. 
Jede Ebene des Tetraeders ist die Involutionsebene, und der gegenüber- 
liegende Eckpunkt ist das Involutionszentrum einer Perspektiven In- 
volution, die die übrigen beiden Tetraeder ineinander transformiert. 3 ) 

9. Einem gegebenen Tetraeder lassen sich oo 3 Flächen F* zweiter 
Ordnung an beschreiben. Wird sein Berührungspol S beliebig ange- 
nommen, so sind die Berührungspunkte der sechs Kanten bestimmt (6.) 
und mit ihnen eine der anbeschriebenen Flächen F* (Steiner a. a. 0.). 

10. Zwei Räume lassen sich kollinear so aufeinander beziehen, 
daß in ihnen zwei Tetraeder, die je einer Fläche zweiter Ordnung an- 

1) Vgl. Hermes in Crellea Journal 66 S. 213 (1869); Stephanos in Bulletin 
dos sciences math. et astron., 2". St : rie, t. 8 (1879); Veronesc im Memorie della 
R. Accad. dei Lincei (1880 — 81); Reye in Acta math. I S. 99 (1882). 

2) Steiner, Gesammelte Werke I S. 187 und in Gergonue, Annalea de 
Math, t 19 p. 1—8. 

8) Reye in Acta math. I S. 100. 
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beschrieben sind, und zugleich deren Berührungspole einander ent- 
sprechen. Die beiden Flächen aber entsprechen dann einander in den 
kollinearen Räumen (9.), sind also kollinear aufeinander bezogen. 

11. Eine Fläche zweiter Ordnung geht bekanntlich durch oo 6 
Eollineationen in sich selbst über. Die ihr anbeschriebenen oo* Tetra- 
eder werden durch diese Kollineationen ineinander transformiert, und 
zwar ein beliebiges von ihnen in jedes der übrigen Tetraeder durch 24 
der Kollineationen (vgl. 10.). 

12. Einer Kugel x lassen sich oo 8 reguläre Tetraeder anbeschreiben. 
Sie gehen durch Drehungen um die Durchmesser von x ineinander 
über und haben das Kugelzentrum zum gemeinsamen Berührungspol. 
Sie alle sind einer mit x konzentrischen Kugel x t einbeschrieben und 
einer anderen konzentrischen x, umbeschrieben; die Radien von x, x, 
und x, verhalten sich wie 1 : }/3 : Y\. Jede Tangente t der Kugel x 
ist Kante von einem der anbeschriebenen regulären Tetraeder; seine 
drei Paar Gegenkanten kreuzen sich rechtwinklig, und ihre Berührungs- 
punkte liegen auf drei konjugierten Durchmessern der Kugel. Je zwei 
dieser Durchmesser bilden mit den Richtungen der beiden Gegenkanten, 
die den dritten Durchmesser schneiden, zwei halbe rechte Winkel; sie 
trennen also die unendlich fernen Punkte dieser zwei Gegenkanten 
harmonisch. 

13. Jeder nicht geradlinigen Fläche F* zweiter Ordnung lassen sich 
oo s Tetraeder so anbeschreiben, daß sie einen behebigen von F i ein- 
geschlossenen Punkt S zum gemeinsamen Berührungspol haben (12., 10.). 
Sie alle sind einer zweiten Fläche Ff zweiter Ordnung ein- und einer 
dritten F\ umbeschrieben. Die Flächen F*, F\, F\ berühren sich 
längs des imaginären Kegelschnittes, den die Polarebene von S mit F* 
gemein hat. Jede Tangente t von F* ist Kante von einem der oo s Tetra- 
eder; die ihr gegenüberliegende Kante t t schneidet die zu t polare 
Tangente (4.) und berührt F* in dem Punkte, der mit S und dem 
Berührungspunkte von t in einer Geraden liegt. Die Berührungspunkte 
der übrigen zwei Paar Gegenkanten des Tetraeders liegen mit S in 
zwei konjugierten Geraden </', g" , welche die Polare von g schneiden 
und die Schnittpunkte dieser Polare und der Tangenten t, t l harmonisch 
trennen (12.). Sie sind hiernach konstruierbar, durch sie aber sind 
die übrigen vier mit t und ^ inzidenten Tetraederkanten bestimmt. 

14. Jeder außerhalb der Fläche F* gelegene Punkt A ist Eckpunkt 
von co 3 ihr anbeschriebenen Tetraedern (2.). Diese werden durch die 
so* Kollineationen, für welche F* und A invariant sind, ineinander 
transformiert. In ihnen liegen dem Eckpunkte A die oo* Berührungs- 
ebenen einer Fläche zweiter Ordnung gegenüber, und zwar jede der 

15* 
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Ebenen in oo 1 der Tetraeder; diese oo 1 Tetraeder aber haben alle den- 
selben Berührungspol S. Der Ort der Berührungspole jener oo 3 an- 
beschriebenen Tetraeder, die A zum Eckpunkt haben, ist eine Flache 
zweiter Ordnung; sie berührt die Fläche F i längs ihrer Schnittkurve 
mit der Polarebene von A. 

15. Jede die Fläche F* schneidende Ebene a ist in cc s der Fläche 
anbeschriebenen Tetraedern enthalten (3.). In ihnen liegen der Ebene « 
die Punkte einer Fläche zweiter Ordnung gegenüber, und zwar jeder 
der Punkte in oo 1 der Tetraeder; diese oo 1 Tetraeder haben alle den- 
selben Berührungspol. Der Ort der Berührungspole jener oo 8 anbe- 
schriebenen Tetraeder, die die Ebene a enthalten, ist eine Fläche 
zweiter Ordnung; sie berührt die Fläche F* längs ihrer Schnittkurve 
mit a. 

Straßburg, 27. Juni 1905. 



Zur Lehre von den quadratischen Resten. 

Von L. Saalschütz in Königsberg in Pr. 

1. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf quadratische 
Reste und Nichtreste der Primzahlen von der Form 

p = 4m -f 1. 

Bezeichnen wir mit a einen quadratischen Rest, mit b einen quadra- 
tischen Nichtrest für p, so lautet das Eulersche Kriterium dafür, ob 
eine gegebeno Zahl Rest oder Nichtrest ist, folgendermaßen 1 ): 

.im 



[a**= 1 



(mod. p). 



Damit beweist man leicht folgenden bereits bekannten Satz: 

Satz 1. Ist a quadratischer liest für p, so ist auch p — a 

quadratischer Rest, ist b quadratischer Nichtrest, so p — b cltenfalls*) 
Insbesondere sind 1 und — 1 quadratische Reste. 
2. Satz II. Alle quadratischen Beste zerfallen in zwei Gruppen von je 

n Elementen; die Elemente der ersten Gruppe sind, für den Modul p, 

kongruent den Quadraten von Resten, diejenigen der anderen Gruppe 

kongruent den Quadraten von Xichtrcsten. 

1) .Siehe z. B. Bachmann, „Niedere Zahlentheorie", 1. Teil 1902 in der 
Teubn ersehen Sammlang von mathematischen Lehrbüchern, Seite 188, auf 
welches Werk sich auch die folgenden Zitate bezichen. 

2) Siehe a. a. O. S. 300. 
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Bends. Sei «, ein quadratischer Rest, dann ist a* auch quadra- 
tischer Rest oder kongruent einem solchen, etwa q x (niod. p). Nach 
Satz I ist dann p — a l ebenfalls ein quadratischer Rest, also haben wir 

(2) (p — «,) s --^ a* p, (mod. 7)). 

Ist nun ff 2 ein von und von p — a t verschiedener quadratischer 
Rest und «| _ p 2 , so ist 

Qi - 9i = («I - «■?) (mod. /»), 

aber «, -f «, nicht gleich j> und < 2 p, also inkongruent p f und a^ -- 
ebenfalls, folglich sind p, und p x voneinander verschieden. Aus den 
2m quadratischen Resten erhalten wir also n verschiedene Werte: 

Pi Ps Pa ■ P» 

Die noch übrigen n quadratischen Reste sind nicht kongruent den 
Quadraten von Resten, sie können also nur, da a* inkongruent b* ist, 
den Quadraten von Nichtresten kongruent sein. Wir bezeichnen sie mit 

v x v % v z ... v m . 

Setzen wir in (1) p statt a 3 , v statt &*, wobei wir, wie im folgenden, 
irgend ein (beliebiges) Element aus der Klasse der (p) einfach mit p, 
ein solches aus der Klasse der (v) einfach mit v bezeichnen, so er- 
geben sich die charakteristischen Gleichungen: 

(3) p"= 1, v- = - 1 (mod. p). 

Insbesondere ist für ein ungerades n : 1 ein p, — 1 ein v, für ein 
gerades n sind beide: 1 wie — 1, zu den p gehörig. Daraus folgt: 

Satz III. ht für ein ungerades n der quadratische Rest a ein p, 
so ist p - a (oder — a) ein v, und umgekehrt; für ein gerades n jedoch 
gehören a und p — a gleichzeitig zur Klasse der p oder zur Klasse der v. 

Sind ferner p A , p t , v t , v tJ Miebige Elemente aus der Klasse dir p, 
bezüglich der v, so sind p A • Q k . f, • v v , Q h • v ( als Produkte quadratischer 
Beste wieder quadratische Beste; welcher Klasse sie aber angehören, sagt 
der folgende Satz. 

Satz IV. Das Produkt zweier Elemente aus der Klasse der (p) 
oder zweier Elemente aus der Klasse der (v) gehört zur Klasse der (p), 
das Produkt eines Elementes aus der Klasse der (p) und eines Elententes 
aus der Klasse der (p) gehört zur Klasse der (v), oder in verkürztem 
Ausdruck: 

(4) p x p = p, v x v =» p, p x v = v. 

Denn in der Tat ist nach (3): 

(P* • = 1 , (V = 1, (P* * - 1 < m0(L P)> 

womit der Beweis geführt ist. 
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Multipliziert man xwei Nichtreste miteinauder, so kann ein p oder 
ein v entstehen; man kann aber die Nichtreate so in zwei Gruppen 
verteilen, daß man sofort ersehen kann, welche Art von quadratischem 
Rost durch das Produkt hervorgebracht wird. 

Ein einfaches Verfahren zu diesem Zwecke ist folgendes. Man 
greifo irgend einen Nichtrest, er sei b Q , heraus, multipliziere ihn mit 
allen Nichtresten: diejenigen, die dabei ein v ergeben, setze man mit 6 0 
in eine Gruppe, die anderen in eine andere Gruppe, dann ist das Pro- 
dukt zweier Zahlen derselben Gruppe ein v, zweier Zahlen aus ver- 
schiedenen Gruppen ein p. Der Beweis beruht auf folgendem Satze. 

Gibt das Produkt zweier Nichtreste b h und b k ein v, so verhalten 
sie sich einem dritten Nichtrest b ( gegenüber gleichartig, ergibt das 
Produkt ein p, so verhalten sie sich einem dritten Nichtrest gegenüber 
ungleichartig. Denn 

(Wv) s - M* • K h i ■ Vv 

3. Wir haben nunmehr zu unterscheiden, ob n ungerade oder 
gerade ist. 

Quadrieren wir im ersten Falle, also wenn /) von der Form 
p =. 82 -f 5, die Größen p,, p„ . . . p„ weiter, so können nur wieder p 
entstehen, (auch die Quadrate der v liefern dieselben p); da aber weder 
ein q h kongruent einem p 4 , noch (siehe Satz III) ein pf kongruent 
einem pf ist, so kann sich die Anzahl der p dabei nicht weiter ver- 
ringern, hingegen können sie in einzelne Gruppen oder Perioden, wie 
wir es nennen wollen, zerfallen, wovon wir später ausführlicher reden 
werden. Vgl. die angefügten Beispiele. 

Ist jedoch n gerade, also /> = 82 -f 1, so setzen wir 2/jj statt n 
und ordnen die beiden Gruppen der quadratischen Reste der Größe nach 

(0) Cl = h Q*> • Qn t , P„, + l, • • • Qn-lf P», 

( v ) v lf v if ... v n , v„ +1 , ... r„_,, v„ 

dann ist (nach Satz III) 

, Pa + P„ + i v h + v n + i _ h -p 

und daher 

C 8 n+1 _ A = Q\, == v] (mod. p). 

Erheben wir also die (p) zum Quadrat, so erscheinen wieder Ele- 
mente der Reihe p, aber jedes zweimal, wir erhalten also nur «, von- 
einander verschiedene Elemente, die wir als p' bezeichnen wollen. 
Quadrieren wir die (i>), so erscheinen auch Elemente aus der Reihe 
der (p); da aber weder ein v gleich einem p A , noch gleich p — p A ist, 
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so sind diese p 4 verschieden von den (p'), wir nennen sie v und er 
halten somit die beiden voneinander verschiedenen Gruppen: 

(p) p',ei •(>-.> 

(»') v x v t ...v mo 

welche zusammen die (p) bilden. 

Die Kongruenzen (3) schreiben wir jetzt in der Form 

(5) (<*)"■ ^ p;-- = i , w- = = - 1 (mo<i. />) 

und schließen daraus wie früher 

(6) QXQ-Q, vxv = p'xvW. 

Das Produkt zweier v ist nach (4) ein p, ob aber ein p' oder v' f 
läßt Bich mit Hilfe eines bestimmten v und eines bestimmten v, oder 
auch nur eines bestimmten v in ähnlicher Art feststellen, wie es am 
Ende von 2. bezüglich der Nichtreste geschah. Wir gehen aber 
darauf nicht näher ein. 

Ist n l ungerade, so ist, (5) zufolge, 1 ein p', — 1 ein v', also ist 
wegen der 3ten (6) — p' ein v oder es ist, bei beliebiger Annahme 
des Index h und richtig dazu gewähltem Index t: 

(7) pi + v] - p. 

Bei weiterer Quadrierung reproduzieren sich die pi, und die v* 
ergeben ebenfalls die pi, da beide Sorten quadratischer Reste Teile 
von p A bilden, durch deren Quadrierung keine anderen Zahlen als die pi 
entstehen. Weitere Quadrierung veranlaßt also keine neuen Spaltungen, 
sondern die Gruppe (p') bleibt allein und unverändert bestehen. 

Ist «j gerade = 2w,, und denken wir uns die pi, wie die v' i} der 
Größe nach geordnet, so ist 

p* + pl. + i-A =P, v'i + v« t + \-i — P t 

durch die Quadrierung der p' entsteht ein zweimal erscheinendes, 
System der p', das wir als (p") bezeichnen, durch Quadrierung der v 
ergibt sich, ebenfalls zweimal, das System der anderen Elemente der pi, 
wir bezeichnen dasselbe als (v"), also 

(p ) QiQ* • • (>-,; 

(v ) V, V, . . . v^. 

Die (p") und die (v") bilden zusammen die (p'). In dieser Art kann 
man nun weiter fortfahren, bis man zu zwei Systemen mit ungerader 
Anzahl n t der Elemente p (,) und gelangt, bei welchen die Operation 
ihr Ende erreicht. 
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Für alle diese Systeme gelten, wie leicht zu sehen, folgende mit 
(3) und (5), sowie mit (4) und (6) analoge Gleichungen: 

(8) pW"' ~ 1, - - 1 (mod. p), .?< 

(9) pC)x p W=pW, ^xvt'U^, fWx^-^. 

Dagegen ist für s < / 

(10) P<- + < + »f* + < + ,_,-*, 
aber für s — /: 

(11) *p + »*;+,_,-* 

4. Bevor wir diese allgemeinen Betrachtungen zum Abschluß 
bringen, schalten wir einige speziellere Sätze ein, ohne jedoch deren 
Beweis hinzuzufügen. 1 ) 

Satz V. Folgende Summen: die Summe der (p), wie die der (v), die 
Summe der (p'), wie die der (v) usw., endlich die Summe der (p (,) ), wie 
die der (v<°), sind sämtlich durch p teilbar. (Nur wenn n, — 1, p<'> = 1, 
ttf) = p — 1 , fritt eine Ausnahme ein, indem die letzten Summen nicht 
durch p teilbar sind.) 

Satz VI. Ergänzung des sogenannten Gau fischen Lemmas. 9 ) Man 
multipliziere einen zur Prüfung vorgelegten quadratischen Best a mit den 
n Sichtresten unterhalb \p und suche die positiven oder negativen, absolut 
kleinsten Beste nach p auf; ist die AnzaJd der negativen Beste un- 
gerade, so geliört a zur Klasse der v, ist sie gerade, so gehört a zur 
Klasse der p. 

Satz VII. Die Zald 2n = \ (p — 1) = r ist quadratisclier SicJitrest 
oder Best, je nachdem n ungerade oder gerade ist, dagegen ist n immer 
quadratischer Best und zwar immer ein p. 

Ist n gerade, so gehört r zur Klasse der p oder zur Klasse der v, 
je nachdem die Zahl 2 (die für eiu gerades n immer quadratischer 
Rest ist) zur Klasse der p oder zur Klasse der v gehört. 

Satz VIII. Bezeichnen wir das Intervall 1 . . . w als das lte, 
m -f- 1 ... 2m als das Ute, so gelten folgende Ergänzungen bekannter Sätze 9 ) 
über die Verteilung der quadratischen Beste und Nichtrcste. 

Für ungerades n ist die Anzahl der v im lten Intervall gleich der 
Anzahl der ungeraden v in den lten beiden, und die Anzahl der v 
im 2ten Intervall gleich derjenigen der geraden v in den lten beiden. 
Genau ebenso für die p. 

1) Die Beweise befinden sich in den Händen der geehrten Redaktion. 

2) Siehe a. a. 0. S. 100. 

3) Siehe a. a. 0. S. 300 ff. 
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Für gerades n, falls 2 zur Klasse der q gehört, ist die Anzahl 
der v im lten Intervall gleich derjenigen der geraden v in den lten 
beiden und die Anzahl der v im 2ten Intervall gleich derjenigen der 
ungeraden v in den lten beiden; falls aber die Zahl 2 zur Klasse der 
v gehört, ist die Anzahl der v im lten Intervall gleich derjenigen der 
geraden q in den lten beiden, und die Anzahl der v im 2ten Intervall 
gleich derjenigen der ungeraden q in den lten beiden. Hier darf 
nicht v mit o vertauscht werden. 

Satz IX. Für ein gerades n ist die Anzahl der quadratischen Beste, 
wie die der Nichtreste in jedem der beiden Intervalle 1 . . . n und n -f 1 . . . 2n 
gerade oder ungerade, je nachdem X der Klasse der q oder der Klasse 
der v angehört. 

Satz X. Bedeutet b einen beliebigen Nicldrcst, und ist wieder 
r = P ~ 1 = 2n, so ist 

1-2-3. ..*■ = «•&■ (mod. p), , = + 1 

worin der Wert von € unter anderem auch von dem geteiüdten b ab- 
hängig ist. 

Ist n ungerade, so ist 

N~ 1 • 2 - 3 . . . n x l - 3 • 5 . . . (r - 1) = s (mod. p), 

und c bestimmt sich nach folgender Regel: 

Man zähle die quadratischen Nichtreste unter den Zahlen 1, 2, 3, . . . n, 
ihre Anzahl sei t, dann sammle man die Nichtreste unter den Zahlen 2, 
4, f», ... « — 1 und n -f 2, n -j- 4, ... r — 1 und entscheide 1 ), ob ihr 
Produkt q zu den v oder zu den q gehört, setze endlich 

(1, wenn q ein v. 
0 

dann ist 

f = (- 1)«. 

Ist n eine gerade Zahl =2«,, so läßt sich der Satz auch auf die 
Form bringen: 

1 • 2 • 3 . . . r = ± v"> (mod. p), 

worin v ein beliebiges aus der Klasse der v bedeutet, oder auch, wenn 
2 zur Klasse der v gehört, auf die Form: 

r ~ = ± 1 (mod. p). 



1) Wenn man will, mittel* der am Ende von 2. mitgeteilten Methode. 
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Auch hier ist die Bestimmung des Zeichens möglich, jedoch so weit- 
läufig, daß wir von der Durchführung absehen. 

5. Wir haben die quadratischen Reste für eine Primzahl der 
Form p — 4n -f 1 für ungerades und für gerades n durch fortgesetztes 
Quadrieren bis auf ein System einer ungeraden Anzahl von Elementen 
gebracht. Wir wollen nun zeigen, wie man dies System mittels anderer 
Hilfsmittel erhalten und daraus nach und nach auf die quadratischen 
Reste zurückschließen kann. 

Die Elemente dieses Systems sind: 

oder wenn wir der Kürze wegen t statt n, und ff statt q {,) sehreiben: 

(12) *, -1, *„ ...* r 

Die ff können sich durch nochmaliges Quadrieren in ihrer Ge- 
samtheit nicht mehr verändern, da nach (9) ff • ff = ff, also auch fff = ff* 
ist, und da ferner die Summe irgend welcher zweier ff nicht »= p (siehe 11)) 
und also auch kein Element p — l (oder — 1) unter ihnen vorhanden 
ist; wir können sie daher so geordnet denken, daß folgendes System 
von Gleichungen besteht 

(13) ff* = ff s , ff* - ff 4 , ff* _== ff 5 , ... ö?„ = ff, (mod. p), 
daraus folgt 

(14) <Jl m ~ l - ff, oder ff|"'~ , - , = 1 (mod. p). 

Hierbei kann m gleich oder kleiner als t sein; da nun auch 

(15) fff-* = l (mod./)), 

so muß 2 m ~ 1 — 1 mit p — 1 oder, da ersteres ungerade ist, mit t einen 
Faktor gemeinsam haben. Ist r eine Primzahl, so muß es ein Teiler 
von 2 m ~ l — 1 sein, und ist noch 2 primitive Wurzel für r, so muß 
m — t sein. In diesem Falle, und nur in diesem Falle, besteht also 
das System der ff, abgesehen von der 1, aus einer Periode. Ist r eine 
Primzahl, für welche 2 nicht primitive Wurzel ist, so gehört 2 zu 
einem Exponenten d, der ein Teiler von t — 1 ist, und zwar sei 
t — 1 = Ar**; dann erhalten wir k Perioden zu je d Gliedern. 

Allgemein ist aber in folgender Art zu verfahren. Sei | eine primi- 
tive Wurzel der Kongruenz 

(16) x T == 1 (mod. p), 

d. h. der ersten Kongruenz (8) für s = t f der jedes ff genügen muß. 
Dann lassen sich die quadratischen Reste ff der Zeile (12) so ordnen: 

1 > £i Vi Vi • • • i 
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und es kommt die Aufgabe darauf hinaus, die Exponenten 1, 2, 3, . . ., 
x — 1 , x zweckmäßig zu gruppieren. Sei nun d h irgend ein Teiler 
von t mit Einschluß von 1 und von x selbst, und bedeute tp die be- 
kannte zahlentheoretische Funktion, so ist bekanntlich 

£<p(d k ) = r, 

und man erhalt die gewünschte Anordnung, indem man sich einer 
gebräuchlichen Beweismethode dieses Satzes erinnert. Versteht man 
nämlich allgemein unter 4>(n) den Inbegriff aller Zahlen, die kleiner 
als n und zu n teilerfremd sind, so bilde man die Zahlen &{dh), 

h = 1, 2, 3, . . ., wobei 4(1) — 1 ist. Wie man leicht übersieht, wird 
dabei die ganze Reihe der Zahlen 1, 2, 3, . . . r genau reproduziert. 1 ) 
Sei nun d irgend einer der Teiler d lf d if rf s , . . ., so gilt, da alle 
Teiler ungerade und somit 2 prim gegen alle ist, die Kongruenz 

(17) 2* (d) = 1 (mod.rf). 

Gehöre nun 2 zum Exponenten = d (nur wenn d eine Primzahl- 
potenz ist, kann 2 eine primitive Wurzel der Kongruenz (17) sein), so 
lassen sich d der Zahlen 0(<f) 1, 2 etc. durch Potenzen von 2 dar- 
stellen, an deren Stelle für Zahlen > d selbstverständlich die Reste 
nach d zu substituieren sind. Ist dies geschehen, so nehme man irgend 
eine andere der Zahlen 0 (rf), etwa z\ auch diese genügt der Kongruenz 

ri8) «fW- 1 (mod. rfj; 

da nun auch 

2" J 1 (mod. d) 



I i Beispiel x — 46 = 3* • 5. 

^ = 46, <M,) = 1,2, 4, 7, 8, 11, 13, 14, 

16,17,19,22,23,26,28, 
29,31, 32,34,37,38,41, 

43, 44; 

rf,= 15,*(rf t )=l, 2, 4, 7, 8,11,13, 14; 
d, = 6, *(</,) = 1,2, 8,4; 
d 4 =.J,*(rf 4 )~l,2, 4, 6, 7,8; 
'', = 3, 1,2; 



= 1,2, 4, 7 et«. <*>(</,) = 24; 

J- *((/,)= 3, 6, 12, 2 1 , 24, 33, 89, 42 <j> («/,) = 8 ; 

j>(</ 9 ) = 9, 18,27,36 9 (rf,)- 4; 

J *(rf 4 ) = 6, 10, 20, 25, 35, 40 9 {</ 4 ) = 6 ; 

* =1% 30 T 2; 

"4 

I*, / / tt ) = 45 y (d 6 ) = 1. 
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ist, wo s irgend eine der Zahlen 1, 2, ... 6 bedeutet, so ist auch 2* • z 
eine Wurzel der Kongruenz (18), d. h. die Zahlen z, 2z, 2 s z, . . . 2 4 ~*z 
gehören ebenfalls der Reihe <P(d) an. Ist die Zahlenreihe damit 
noch nicht erschöpft, so kann man eine der noch übrigen Zahlen, 
etwa z v herausgreifen und die Gruppe z l} 2z lf 2 i z l , . . . 2 ,) ~ 1 z x bilden, 
und wenn man in dieser Art weiter fortfährt, so zerteilt man da- 
durch die Zahlen <&(d) in /* Gruppen zu je 8 Zahlen. Nimmt man 

die Zahlen einer solchen Gruppe nach Multiplikation mit -* als Ex- 
ponenten von 2; an, wie z. B. 

t_ r 93 t d -1 

(19) f d \ i- v", • ••$•< " \ 

so hat man dadurch eine Periode der quadratischen Reste 6 gewonnen, 
d. h. eine Reihe von Zahlen, deren jede das Quadrat der vorangehenden 
und deren erste das Quadrat der letzten ist. Vollführt man diese Ope- 
ration für alle Teiler von x, so hat man dadurch alle quadratischen 
Reste <f in Perioden der geschilderten Art geteilt. — 

Eine primitive Wurzel i; der Kongruenz (16) kann leicht mit Hilfe 
der primitiven Wurzeln für Primzahlen, für welche Tabellen vorhanden 
sind, ermittelt werden. Ist nämlich l eine primitive Wurzel für p, und ist 

(20) p^4n + l, n = qr, 
so ist 

(21) | = - 

Denn | r ^ — A-"' -= — da nun X primitive Wurzel für p ist, so 
kann nur X in — — 1 (mod. p) sein, also ist £ r ^ 1 (mod. />). Wäre 
aber schon £" = 1 (mod. p), wo a ein Teiler von r, also auch ungerade 
sein müßte, so wäre wegen (21) X'"' .= — 1 (mod.;>), also X 4a ' ~ 1 (mod. p\ 
wo aq <n, also X gegen die Voraussetzung keine primitive Wurzel 
für p wäre. 

6. Sind nunmehr die <y oder p" 1 in der beschriebenen Art ermittelt, 
so können wir umgekehrt sämtliche quadratischen Heste und Nicht- 
reste für p finden. Zuerst folgen sehr leicht die v ( " mittels (11) aus 
den g {t \ Die p ( " und die r*" bilden zusammen die n {t ~ l) . Um die 
v^-V zu finden, suche man unter den t»<'> ein Quadrat oder eine Zahl, 
die, um ein Vielfaches von p vermehrt, ein Quadrat ist. Eine solche 
Zahl zu finden, ist immer möglieh. Die nach Belieben positiv oder 
negativ genommene Quadratwurzel aus dieser Zahl ist ein t^~ l \ wir 
nennen es v$~ l >; multipliziert man dieses mit allen Q [t ~ l) , so erhält 
man sämtliche t' ( '~". Die q u ~ 1] und die bilden zusammen die 

p ( '~ s) , und die i/' *> findet man aus den r*'"' 1 und den p<'- s > in gleicher 
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Art wie die i/'-" aus den und den p ( ' _,) , und so kann man bis 
zu den g und v, und schließlich bis zu den n und b gelangen, wobei 
man die letzteren mittels der v und der a oder einfacher, indem man 
die von a nicht okkupierten Plätze der Zahlenreihe 1, 2, . . . 4« für 
die b in Anspruch nimmt, finden kann. 

Beispiel p = 73, n — 18, n t = x =- 9, q = 2. 

Für r/ x = 9, r/, = 3, <7, = 1 sind die Zahlengruppen jO(d k )(k = 1,2, 3) 

folgende: 1, 2, 4, 8, 7, 5; 3, 6; 9. Die kleinste primitive Wurzel für 
73 ist 5, also nach (21) 

£ =s - 5« - 32 (mod. 73) 

oder auch 

l - 32* - 2 (mod. 73), 

da der Exponent 2 prim gegen t = 9 ist. Mit £ = 2 erhalten wir die 
Perioden für 6 oder p': 

p' = 2, 4, 16, 37, 55, 32; 8, 64; 1, also der Größe nach: 

p' = 1, 2, 4, 8, IG, 32, 37, 55, 57, 64; daraus v =-- p - p: 
v' - 9, 18, 36, 41, 57, 65, 69, 71, 72. 
2q - 219 - 0, - 438 - • 0 (mod. 73). 

Quadrate unter den v sind 9 und 36, also können wir für v 0 eine der 
Zahlen ± 3 oder ^ 6 nehmen. Z. B. wird für v 0 — 3: v = 3, 6, 12 etc. 
27, 54, 108 = 35 etc., also der Größe nach geordnet: 

p = 1, 2, 4, 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 55, 64, 65, 69, 71, 72; 

v = 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70. 

Die p und die v bilden zusammen die quadratischen Reste, die zwischen 
1 und 72 fehlenden Zahlen sind die quadratischen Nichtreste. 

7. Weitere Beispiele. — 1) Für p von der Form 8* -j- 5 : />= 29, 37, 
53, 61; 2) für p von der Form Hz -f- 1 : p = 17, 41. 

; , = 29. a = 1, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28. 

p = 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25; v = 4, 5, 6, 9, 13, 22, 28. 
Perioden der p = 1; 7, 20, 23; 16, 24, 25. 

t > = 37. a = 1, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 36. 
q = 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34; v = 3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36. 

Perioden der p = 1; 7, 12, 33, 16, 34, 9; 10, 26. 

;> = 53. « - 1, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 24, 25, 28, 29, 36, 

37, 38, 40, 42, 43, 44, 46, 47, 49, 52. 
q - 1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49; 
v = 4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52. 
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Perioden der p = 1; 10, 47, 36, 24, 46, 7, 49, 16, 44, 28, 42, 15, 13. 

p - 61. a - 1, 3, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 22, 25, 27, 34, 

36, 39, 41, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58, 60. 
q = 1, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58; 
v - 3, 4, 5, 14, 19, 27, 36, 39, 41, 45, 46, 4M, 49, 52, 60; 

Perioden der 9 =* 1; 13, 47; 9, 20, 34, 58; 12, 22, 57, 16; 15, 42, 56, 25. 
p =17. a = 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16; 

q = 1, 4, 13, 16; v = 2, 8, 9, 15; p' = 1, 16; v = 4, 13; o" = 1 ; 

i/" = 16. 

p = 41. « = 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 

36, 37, 39, 40. 
o = 1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40. 
v = 2, 5, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 36, 39. 
o' = 1, 10, 16, 18, 37; v = 4, 23, 25, 31, 40. 
Perioden der q = 1; 10, 18, 37, 16. 
Königsberg, d. 9. Januar 1904. 



Über die Erzeugenden der Fläche 2. Ordnung. 

Von Otto Staude in Rostock. 

Die analytische Bestimmung der Erzeugenden einer durch ihre 
Gleichung gegebenen Fläche 2. Ordnung wird gewöhnlich an eine 
Normalform dieser Gleichung angeknüpft. 1 ) Dabei erledigt sich das 
Problem zwar einfacher, aber sein Charakter tritt weniger deutlich her- 
vor, als bei Zugrundelegung der allgemeinen Gleichung der Fläche 
2. Ordnung. 

Der Kernpunkt des Problems ist nämlich die Bestimmung der 
Wurzeln und Elementarteiler einer Determinante 6. Grades. Die De- 
terminanten dieser Art sind ganz allgemein von Voss 8 ) untersucht 
worden. Aber seine Bezeiehnungsweise paßt sich nicht unmittelbar 
an die übliche Benennung der Plückerschen Linienkoordinaten au. 
Bei der Wichtigkeit des Problems dürfte es daher angemessen sein, 
demselben eine unabhängige Darstellung zu widmen, welche, ohne all- 
gemeine Sätze vorauszusetzen, doch die analytischen Grundlagen des 

1) Wie bei Lindemann, Vorlesungen über Geometrie (Raum) S. 144. 

2) Vos8, Math. Ann. 10 (1876) B. 148; 18 (187») S. 320. 
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Problems in allgemeiner Fassung hervortreten läßt. Dies ist in No. 1 — 10 
der vorliegenden Abhandlung geschehen, indem die Gleichungen von 
zweimal (> linearen Komplexen (Formeln (24) und (25)) hergeleitet 
sind, von denen je drei eine Schar von Erzeugenden der allgemein ge- 
gebenen Fläche (1) und (2) bestimmen. 

Im Anschluß hieran ist in No. 11 — 18 die bisher noch nicht be- 
handelte Frage nach den analytischen Kriterien für die Unabhängig- 
keit irgend dreier von den genannten Komplexen erledigt. Den Mittel- 
punkt dieser Betrachtung bilden gewisse Identitäten (No. 17), welche 
die Erzeugung der Fläche 2. Ordnung und 2. Klasse durch drei lineare 
Komplexe unmittelbar zum Ausdruck bringen. 

1. Bezeichnungen. — Die Gleichungen einer Fläche 2. Ordnung und 
2. Klasse in Punkt- und Ebenenkoordinaten seien: 

■4 4 

(1) /"-^ = 0 («*i = «i*) 

1 1 

und 

(2) F-J} 2 °> 

1 1 

wo die Koeffizienten A kl die Unterdeterminanten der nicht verschwinden- 
den Determinante; 

(3) A-\a kl \ 
bedeuten. 

Die Unterdeterminanten 2. Grades von A: 

( 4 ) «*m «kn 

sind durch eine Zeilenkoni bination kl und eine Kolonnenkombination 
mn bestimmt. Wir bezeichnen 1 ) die Kombinationen: 

(5) kl - 23, 31, 12, 14, 24, 34 

bei fester Reihenfolge der beiden Elemente k und l bezüglich mit: 

(6) Ä-l, 2, 3, 4, 5, 6 
und setzen demzufolge: 

( 7 ) «*!,«. -«*|, 

wenn kl die Äte und mn die tte Kombination der Reihe (5) ist, z. B. 



tt si 



«II «13 



1) Nach Baltzer, Determinanten. 4. Aufl. S. 9. 
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Wegen a kl — a n ist auch 

(8) «AI = «I*- 

Mit k bezeichnen wir die zu k ^^komplementäre*' Kombination der 
Reihe (5), die mit Je zusammen alle 4 Zahlen 1 2 3 4 enthält, z. B. 
k — 24 zu k = 31. 

Zwischen den Unterdeterminanten a kl bestehen die Beziehungen 1 ): 

ß 

(9) ^Vi^^ fto" -OfÜrw + r 

i 

Die 6 Strahlenkoordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte 4° 
und a<*> bezeichnen wir mit Benutzung der Nummern ((>) für die Kom- 
binationen (5) mit: 

(10) ft-P«~4 ,) *, t) -4 l, 4 f) , 
z. B. ;) a = 4 1 >4»-4 1 >4' f ). 

Diese Koordinaten erfüllen die Bedingung: 

ß 

(11) P = p lPi + ^p 5 + p sJ > 6 = i^p k p„ - 0. 

i 

2. Bedingungen der Erzeugenden der Fläche. — Zwischen zwei 
reziproken Polarm p und;)' der Fläche (1) bestehen die 6 Gleichungen 2 ): 

(12) 9Pi~^J»kiPn »-1.1,3.4.*.«, 

i 

wo () einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. 

Eine Erzeugende p der Flache ist durch die Eigenschaft gekenn- 
zeichnet, daß sie mit ihrer reziproken Polaren p zusammenfällt. Ihre 
Koordinaten müssen also die 6 Gleichungen erfüllen: 

i 

zu denen noch die Forderung (11) tritt. 

3. DiV? Determinante des Problems. — Damit die 6 linearen homo- 
genen Gleichungen (13) zwischen den 6 Größen p, bestehen können, 
muß zuerst der Faktor q eine Wurzel der Gleichung 6. Grades sein: 



1) Ebenda, S. 30. 

2) Lindcmunn, Vöries, über Geometrie (Raum), S. 142. 
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(14) ©(<>) = 



«11 


«18 


«13 


«u~P 


«15 


«16 


«II 


«SS 


«93 


«84 


«»5 — 9 


«se 


«81 


«3» 


«53 


«34 


«35 


«36 — *? 


«41 -9 


«48 


«43 


«14 


«45 


«46 


«51 


«58 ~? 


«5» 


«54 


«56 


«56 


«61 


«6» 


«63- P 


«64 


«65 


«66 



o, 



deren Eigenschafken wir zuerst ermitteln. 
4. Die Reziprozität der Gleichung ®(q) 



0. — Die Determinante 



ö(0)-A-|«*,l 
Man erbalt nun, indem man A in der Form: 



(15) 

hat 1 ) den Wert: 
(IG) 



(17) 



A =■ 



«44 


«45 


«46 


«41 


«43 


«4» 


«54 


«55 


«56 


«51 


«51 


«53 


«64 


«65 


«66 


«61 


«68 


«63 


«14 


«15 


«16 


«11 


«18 


«13 


«84 


«85 


«86 


«81 


«88 


«83 


>«S4 


«35 


«36 

* 


«31 


«38 


«33 



anwendet, nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten und unter 
Benutzung der Gleichungen (9): 



A • 6>(?) = 



«41 9 "«51? ~«61? 



«11 9 



-«81? 
-«88? 
-«83? 



-«31? 
— «38 9 
-«33? 



— a a Q A~a M Q -«es? "«ls? 

-«43? -«53? ^ ~«63? "«IS? 

— «44? —«54? —«64? ^1 — «14? 
-«46? -«55? ~«65? ~«15? ^~«85? "«35? 

— «46? —«56? —«66? —«16? ~ «86?^ — «36? 



-«84? -«34? 



oder wenn man rechts den Faktor (— p) c heraushebt, die drei letzten 
Kolonnen mit den drei ersten und a kt mit a lk vertauscht: 



(18) 



.4». 



1) Nach Baltzer, Determinanten, S. 68. 

2) Vgl. Voss, Math. Ann. 13 (1878) S. 322; vgl. auch Baltzer, Det. S. 184; 
Enzyklopädie I B 2, S. 332. 

Archir der Matliaraktik und Phygik. m. Reihe. IX. 16 
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Setzt man in diese Gleichung für Ö(p) eine ganze Funktion 
G. Grades mit unbestimmten Koeffizienten ein und vergleicht beiderseits 
die Koeffizienten gleicher Potenzen von p, so ergibt sich, daß der 
Koeffizient von p s verschwinden muß, im übrigen aber ®(p) die 
Form hat: 

(19) &(q) = A* - A*bp - Acq* + cq* + V - p«, 

wo für 0(0) der Wert (15), (16) gesetzt ist, b und c aber noch zu 
bestimmen bleiben. 

5. Bestimmung des Koeffizienten b. — Den Koeffizienten: — A*b 
von p erhält man nach (14) auch in der Form: 

- A ' b - *»'(«; - - + /*, + &) - - *a' («,. + «» + <"»)■') 

Der Faktor von — 2 ^4 2 aber, die Summe der drei Unterdeterminanten 
*u> «26» «86 i8t Null 8 ), so daß: b = 0, und damit nach (19): 

(20) &( 9 ) = A* - Ac 9 > + cq*-q«. 

6. 7)os Produkt 0(p) • 0(— p). — Multipliziert man die Determinante 
ö(p) aus ^14) mit der Determinante ö(— p), für die man aber die 
in (17) für A getroffene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt, 
so folgt nach (9): 



oder 8 ) 
(21) ' 





A - 


- p 2 0 0 


0 


0 


0 




0 


A p« 0 


0 


0 


0 




0 


0 A - 


p 2 0 


0 


0 


: 


• &(- p) - M - 


pT. 







7. ®(p) ofe vollständiger Kubus. — Nach (20) ist nun ®(— p) 
= Ö(p) und daher nach (21): 

6>*(p) - - p 2 )«, 

und, da nach (20) p 6 den Koeffizienten — 1 hat 4 ): 
(22) 6>(p) = (4 - p 2 ) 3 . 

1) Nach den Frankeschen Sätzen, nach denen allgemein - — ^A 9 -«.,, 

ca tl 

vgl. Franke, J. f. Math. 61 (1863) S. 366; Baltzer, Det. S. 63. 

2) Wie direkt aus der DeBnition (4) folgt. 

3) Vgl. Voss, Math. Ann. 18 S. 826. 

4) Zum Vergleich »ei bemerkt, daß die Determinante G\'q) schon in dem 
allgemeinen Falle, wo dio Elemente der a kl (vgl. (4)) nicht der Bedingung 
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Die Gleichung (>. Grades (14) hat also zwei dreifache Wurzeln: 

( 23) p = + \A und p «= - YÄ. 

8. D»> Elementarlei Ur von ö(p). — Nach dem Multiplikations- 
verfahren von No. 6 ist, wenn wir für die Bildung der Ableitungen 
von 6>(p) vorübergehend u kl und u lk als verschieden behandeln: 

0 1 0 0 0 0 u u « 4: , « 46 a 41 + p « 4S k 43 
««i «ss «13 «« «*r,— Q u k "äi «56 «r,i «r, 9 + 0 a f.s 

«31 «SS «83 «34 «ST» «36 ~ 0 «64 ««.'. «66 «61 «6J «63 + P 

<! 

«*v «ss «*s «i:. + 0 «y, - «4:, - 0*) Ä 
0 ^-p s 0 0 0 0 

0 0 .t-p* 0 0 0 



oder da nach (22): 

p) - fcp(p) = U - p s ) 3 

ist: 

^ - - p>)» • ebenso: - (A - p')> • (« 41 + p), usw. 

Auf entsprechende Weise erhält man: 



«41 «64 



' T*~ d - M - * Ä ) ; «4i + 0 «« t» w. 



«31 «3J 



</o/c rtVr beiden dreifachen Wurzeln (2.1) der Determinante Ö(p) ist 
also ztcei fache Wurzel aller IJnterdetenninanUn !>. Grades und einfache 
Wurzel aller Unterdeterminanten i. Grades. 1 ) 

9. Folgerungen für die GleicJiungen (J-'O- — IKe Gleichungen (13) 
können nach Nr. 3 und Nr. 7 nur bestehen, wenn «1er Faktor p einen 



« i( a=a <4 genügen, einmal den Faktor A - q* hat. In dem Spezialfall a ilt — 0, 
a l{ = — a lt ist A = (o ls o u -|- « S i <*,« u \ t"**)* uu & wird: 

(22 0«) = (.4 - O (y/^ + t?) 4 - ( V'Ä - 9 ) (Y'Ä + «)', 

falls =-= + fl„ <*,, -(- ",,«,4 genommen ist. 

1) Vgl. Vobs, Math. Ann. 10, S. 147. — Für die Determinante (22') in Nr. 7, 
Anmerkung, ist die fünffache Wurzel von Q(p) vierfache Wurzel aller Unter- 
detenuinauten 5. Grades u*w. bis zuletzt einfache Wurzel aller Unterdetenniiiunten 
2 Grades. 

16* 
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der Werte (23) hat. Nach Nr. 2 sind also die Erzeugenden der Flache 
durch das eine oder andere der beiden Gleichungensysteuae: 

r, r, 

(24) Y~Ä'Pi-2!""P*' ( 25 ) -YÄ p t ^^a klPl 

i i 

dargestellt, zu denen noch die Bedingung (11) tritt. 

Nach Nr. 8 sind aber in jedem solchen System drei Gleichungen 
eine Folge der drei andern, so daß jedes die Gleichungen von drei 
linearen Komplexen vertritt Die gemeinsamen Geraden von drei linearen 
Komplexen bilden aber eine Regelschar. In diesem Sinne stellen also 
die Gleichtingensysteme (24) und (2, r >) die beiden Regehcluxren von Er- 
zeugenden der FläcJie (i) dar. 

10. Beziehung der beiden Begelscharen untereinander. — Ist p 
irgend eine Gerade der einen und p' irgend eine der anderen Schar, 
so ist nach (24) und der mit einer nur formellen Änderung geschriebe- 
nen Formel (25): 

6 6 

VA • Pi ^^ja klPl} - Yä • p' k = J>m m p' m . 
i i 

Durch Multiplikation beider Gleichungen und Summation über k 
folgt: 

0 «6/6 \ 

oder nach (9): 

fi 6 

i i 

oder da beide Summen dieselben sind: 

6 



2A.^>lpipl = 0. 



Dies bedeutet aber, da A + 0, den Satz: 

Jede Gerade der einen Schar (24) oder (25) schneidet jede Gerade 
der andern. 

11. Bemerkung über die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt 
und Geraden. — Die Bedingungen für die vereinigte Lage eines 
Punktes x und einer Geraden p lauten: 

P 3 = p^ -p^+pix^i) 
P 4 --p t x t - p t x s - Pi x, = 0 , 



(26) 
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wo JPj , P,, P a , P K nur als Abkürzungen für die linken Seiten der 
Gleichungen gebraucht weiden. 

Betrachtet man hier die p als gegebene, der Bedingung (11) ge- 
nügende Größen, so ist 1 ) die Determinante der in den x linearen 

A !--2»-0, 

A 
A 

0 I 

und verschwinden auch alle Unterdeterminanten 3. Grades als Unter- 
determinanteu 3. Grades einer verschwindenden schiefen Determinante 
4. Grades.') Den Gleichungen (26) genügen daher oo 1 Punkte x, die 
schon durch zwei Gleichungen bestimmt sind. Z. B. geben für p 6 4= 0 
die beiden ersten Gleichungen x l und z, linear und homogen durch x 3 
und x A dargestellt. 

Betrachtet man dagegen die x als gegeben, so genügen den 
Gleichungen (26) oo 2 Gerade, die schon durch drei Gleichungen be- 
stimmt sind. Z. B. geben für £ 4 + 0 die drei ersten Gleichungen p lt p if p t 
linear und homogen durch p if p u , p t dargestellt. Diese Werte p lf p t , p t 
genügen aber von selbst für alle Werte von p A , /> 5 , p 6 nicht nur der 
4. Gleichung (26), da identisch: 

P,x, + P,*, + P t x 3 + P^ - 0, 

sondern auch der Gleichung (11), da identisch: 

PiPi + P*V% + P»P» = x A P. 

Als lineare Gleidingen in den 6 Größen p zählen also die 4 
Gleichungen (20) für 3 unabhängige und ziehen als solclie die Gleichung 
(11) nach sich. 

12. Gerade und Punkte der Regel fläche dreier linearen Komplexe. — 
Die Gleichungen dreier linearen Komplexe seien: 

6 

(27) 3. 

i 

Die gemeinsamen Geraden der drei Komplexe bilden eine Regel- 
schar. Ein Punkt x, der mit einer Geraden der Regclschar vereinigt 
liegt, genügt den Gleichungen (26), während gleichzeitig zwischen den 
6 Größen p die Gleichungen (27) und (11) bestehen. Nach Nr. 11 ist 

1) Lindemann, a a. 0. S. 101. 2) Baltzer, üetennin. S. 17. 



0 


A 


-A 


- A 


0 


A 


A 


- A 


0 


~Pi 


-A 


-A 
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aber, wenn es sich um Berechnung, bezüglich Elimination der p handelt, 
eine der Gleichungen (26) — für x A 4= 0 die letzte — und die Gleichung 
(11) überflüssig. Es bleiben also nur 6 in den p lineare Gleichungen: 

c uPi + c nP* + CiaPs + c lA p t + r 15 /) 5 + c 16 /) s = 0 
CnPi + c„p s + c„p s + c, 4 /), + c, 6 /> 5 + c, 6 /) ß = 0 
%iPi + c*tP* + «fcÄ + c, 4 p 4 4- c ib p & + c, 6 /) 6 = 0 
x iPl - x iPb + .r ä /> 6 = 0 



(28) 



^3 - **1>4 + *l/>5 

Die Elimination der aus diesen gibt in: 

(29) 



0. 





c xi 




<*14 


r i5 


^16 




c» 




<*4 




«je 


«■i 






<*4 


<35 




* 4 


0 


0 


0 






0 


x A 


0 


*3 


0 




0 


0 






x x 


0 



= 0 



die Bedingung für den Punkt Es ist die Gleichung der Regel 'fläche 
der 3 Komplexe (27) in Punktkoordinaten. Die Gleichungen (28) selbst 
bestimmen die Koordinaten p derjenigen Geraden der Begelschar (27), 
die durch einen gegebenen Punkt x der Fläche (29) geht. 

13. Die Gleichung der Pegelfläche der 3 Komplexe in Punkt- 
koordinaten. — Entwickelt man die Determinante (29) nach den Unter- 
determinanten der 3 ersten und 3 letzten Zeilen und setzt zur Ab- 
kürzung: 

(30) 







<i w . = (A/w) = - (Mm), 










C 3, 


<h>J 



so lautet die Gleichung (29): 

(31) 

wo 

(32) = (234)^ + (315)*} + (126)^ + (456)** 

+ [(125) + (316)]:r f a? a + [(Mb) - (364)]^*« 
+ [(236) + (124)]^*, + [(356) - (145)]z t x 4 
+ [(314) + (235)]^ x, + [(164) - (256)]*,*,. 
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Hatten wir bei vorstehendem Verfahren, statt die 4. Gleichung (26) 
wegzulassen (Nr. 12), die 1., 2. oder 3. weggelassen, so hätten wir 
statt (31) erhalten: 

(33) x t g = 0 x s g = 0. 

Da aber a\, x, f x 3 , x l nicht alle 0 sind, folgt aus (31) und (33): 

(34) o - 0. 

Dies ist also die Gleichung der llegelfläche X. Ordnung der 3 Kom- 
plexe (U7) in Punktkoordinaten; vgl (82). 1 ) 

14. Die Gleichung der llegelfläche. der .¥ Komplexe in Ebenen- 
koordinaten. — Die zu Nr. 11 — 13 duale Betrachtung ergibt als Be- 
dingung dafür, daß eine Ebene u mit einer gemeinsamen Geraden der 
3 Komplexe (27) vereinigt liegt: 



hl 


e„ 


C 13 


'Vi 


*>5 


C 16 


c sl 


<« 


«13 


'« 


C K 






«■ 


<*33 




«* 


C 3C> 


0 


-«3 


u s 


«4 


0 


0 




0 




0 


«4 


0 


~H t 


»1 


0 


0 


<> 


«4 



oder nach den Unterdeterminanten 3. Grades der 3 ersten Zeilen ent- 
wickelt: 

(3G) « 4 G = 0 

und ohne den Faktor m 4 : 

(37) G = (561)«* + ((342) m| -f (453 ja* + (123)«; 

+ [(452) + (043)] Mj u 5 + |.(512) - (631)]«^ 
+ [(563) + (451)]«3 Wl + [(623) - (412)]«,«, 
+ [(641) + (562)] V i s + L(431) - (523)]u s »/ 4 = 0. 



1) Die Ableitung der Gleichung (34), (32) aus (27) ist zuerst von Plücker, 
Werke 1, S. 460; 505 (1866) und Neue Geometrie (18ß8) S. 112ff. gegeben, ferner 
auf verschiedenen Wegen von Gordan, Zeitschr. f. Math. 18 (1868) 8. 59; 
Cayley, Math. Ann. 4 (1871) S. 568; Pasch, J. f. Math. 75 (1878) 8. 181 fF.; vgl. 
Salmon- Fiedler, Kaum 1, 4. Aufl., 8. 142. Doehlemann, Arch. Math, l'hys. 
(2) 17 (1899; S. 166. Das Auftreten der überflüssigen Faktoren x, , x,, x,, x« in 
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Die Koeffizienten in (32) und (37) unterscheiden sich nur durch 
Vertauschung der Indices 1, 2, 3 bezüglich mit 4, 5, 6. 

15. Die Frage der Auswahl dreier unabhängiger unter den Glei- 
chungen (24) und (25). — Aus 3 von den 6 linearen Komplexen (24) 
oder (25) müssen sich nach dem Verfahren von Nr. 12 — 14 wieder 
rückwärts die Gleichungen (1) und (2) ergehen, wie aus (27) die 
Gleichungen (34), (32) und (37). Wären nun die Koeffizienten dieser 
letztgenannten, falls wir für die 3 Komplexe (27) irgend 3 aus (24) 
oder (25) ausgewählte Komplexe annehmen, direkt wieder die Koeffi- 
zienten a kt und A it von (1) und (2), so würden irgend drei Komplexe 
aus (24) oder (25) eine Regelschar der Fläche (1), (2) bestimmen. Das 
ist aber nicht der Fall. 

Die Auswahl von dreien unter den 6 Komplexen (24) oder (25) 
kann nämlich auf 20 Weisen geschehen. Dabei wird sich zeigen, 
daß jede dieser 20 Austvalücn durch einen gemeinsamen Faktor der 10 
Koeffizienten der Gleichung (34), (32) oder (37) charakterisiert ist, dessen 
Verschwinden im einzelnen Falle gerade die betreffende Auswahl als 
unbrauchbar kennzeichnet. Um daher die Frage nach der Auswahl 
dreier unabhängiger unter den 6 Gleichungen (24) oder (25) zu ent- 
scheiden, müssen diese 20 Faktoren ermittelt werden. 

16. Die Unterdeterminanten 3. Grades der Determinante A. — Die 
in (32) und (37) mit (kirn) bezeichneten Koeffizienten sind im vor- 
liegenden Falle Unterdeterminanten der Determinante ®(o) in (14), ge- 
bildet mit dem Werte p — ± YÄ. Diese kommen aber im wesent- 
lichen auf^die Unterdeterminanten 3. Grades der Determinante A in (15) 
zurück. Diese sind durch eine Zeilen- und eine Kolonnenkombination 
3. Grades der 6 Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 individualisiert. Beide Kom- 
binationen sind vertauachbar. Wir geben, ohne auf die einfache Ab- 
leitung 1 ) einzugehen, die Werte eines Teiles dieser Unterdeterminanten 
3. Grades, soweit er hier in Frage kommt, in den folgenden drei 
Tabellen an: 



(31) und (33) liegt insofern in der Natur der Sache, als schon die Bedingungen 
(26) für die vereinigte Lage von Punkt und Geraden „überzählig' 4 Bind, und sich 
ohne eine solche Voraussetzung, wie x 4 =4=0, nicht entscheiden laßt, welche von 
den 4 Gleichungen wegfallen darf. 

1) Sie beruht im wesentlichen darauf, daß jede der Determinanten 3. Grades 
A kt gewisse a kl als ihre Unterdeterminanten 2. Grades hat, und daß daher rück- 
wärts die Determinanten der a kl Bich durch A kl und seine Elemente « kl ausdrücken, 
vergl. Baltzer, Dct. S. 68, sowie die Dissertation von F. Brockmann, Rostock 
1904. Einige der Formeln (38) gibt PlÜcker, System (1846), S. 68, Villa. 
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(38) 





561 


642 
vi?» 

12 


t 

453 j 123 


234 


i 

315 ; 126 


456 

■ 


561 


A u 

1 1 




A i 

14 


0 


o 


0 


0 


(>42 




A U 


A°- 




0 


0 


o 


0 


453 


i 






A i* 


0 


_° 


0 


0 


123 
234 


1 






A- 

^44 


0 


o 


0 


0 


! 

r 









A «f , 

1 1 


4« 2 






315 
126 












Aal, 


.4«| 3 .4a| 4 


456 












^< 



Dies bedeutet also z. B. dem 2. und 20. ausgefüllten Felde der 
Tabelle entsprechend: 



«65 «6« «fij 
«45 «4« «41 



ff«, I = A,t 



18» 



«J5 



a 



«11 



«14 «15 «13 ' ™ °- 
«84 «85 «23 



«64 «65 «63 



(39) 



(40) 





245,364 356, 145 


164, 256 


512,613 


623,421 ; 431, 532 


561 


^i A %\ 


4»1^11 


^it ^ii 


A U A H 


A n A *\ 


A n A u 


642 


A 2S A 3i 


A A 

^32 J, 12 


A xi A u 


-4 1S .4 4S 


A a A M 


A 3i A 43 


453 


A tZ A M 


^33^13 


-4 13 Ali 


A 13 A VS 


A n A a 


A M A iS 


123 


"^21^34 


^34^14 


A uAi 


A 14 A U 


-^4^44 


A M A U 




512, 631 


623, 412 


431,523 


245, 346 


356, 154 


164, 265 


234 


Aa n a ai 


^«31 «11 


Aa n a n 


Aa n a n 


- — ■ -. 
Aa^a^ 


.1« 31 a 41 


315 


Aa^a n 


Aa M a l3 


An l2 a 3i 


Aa it a A1 


Aa ss a i2 


Aa si a 4S 


126 


A <h*<h* 


Aa 3S a i> 


Ms «23 


Aa n a i3 




A »33«43 


456 


Aa iA a u 


Aa u a u 


Aa u a u 


An lt a u 


Aa u a u 


A(J 3i «44 
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Hier kann von den 2 über jeder Kolonne stehenden Kombinationen so- 
wohl die eine, wie die andere genommen werden, also z. B. dem ersten 
Felde der Tabelle (39) entnommen: 



«85 «8« 



or 2 , I 



«46 «41 



«55 «56 



r 51 . 



«35 



a 



= A \ 



4.. 



ii 



17. Rückkehr von den Gleichungen (24) und (2~>) zu (1) und (2). — 
Unter Benutzung der Tabelle in Nr. 16 ergibt sich nun, wenn wir von 
den 6 linearen Komplexen (24) etwa die der Zeilenkombinatiou (123) 
entsprechenden herausgreifen und nach (35) und (29) zu der von ihnen 
erzeugten Regelflächc übergehen: 



,42) 



«11 


«12 


«13 


«14 


- VA 
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mit beliebigem, aber beiderseits gloichem Vorzeichen von VA. Die 
linke wie die rechte Seite beider Gleichungen sind in den Koeffizienten 
a kl von /' vom 6. Grade. 

Die Identitäten (41) und (42) sind für A u =^ 0 der unmittelbare 
Ausdruck- dafür, daß jede Tangentialebene u und jeder Punkt x der 
Fläche F 0 oder f = 0 mit einer gemeinsamen Geraden der 3 ersten 
Komplexe (24) vereinigt liegt. 

Wie nun der Zeilenkombination H23) beim Übergang von (24) 
zu F der Faktor A u in (41) und beim Übergang zu / der Faktor 
YA ■ A u in (42) entspricht, so ergeben sich für die 20 Zeilenkombi- 
nationen (kirn) der Gleichungen (24) beim Übergang zu F folgende 
Faktoren 3. Grades in den a tl : 
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(561) :A n (642):^, (453) : ^ 35 (123):,4 44 

(234):o„ YÄ. (Slb):a„yÄ (V26):a i3 Yl (456) : a w }/.4 

(512) : A H - a iS ]/I (623) : A^ - « 3l Vä ( 431) - A 3i - a lt VÄ 
(631) : A n + a n VA (412) : .4 24 + n 3I yj (523) - Au + n, ^ 
(245):yl M -a u ^ (356):^-^) ^ (164)-^ 11 -« M ^4 
(364) : ^ + a 14 >a (145) : + « 24 > A (256) - + ^YA 

und beim Übergang zu f die nur uin j/ü von diesen verschiedenen 
Faktoren: 

(44) (561) : A n Y~A (234) : Aa u (512) : ,4a 23 - A U Y Ä (245) : yla 14 - A^ Y~Ä usw. 

Die Formeln (41) bis (44) beziehen sich auf die 6 Gleichungen (24). 
Um sie auf die 6 Gleichungen (25) anzuwenden, hat man überall das 

Vorzeichen von Y A umzukehren, sodaß z. B. gegenüber (43) zu den 
Kombinationen (512), (631), (245), (364) die Faktoren gehören: 



(45) 



j (51 2) : A u + ^ \Ci (245) : A„ + a l4 YÄ 
1(631) : ;l l4 «„ Y2 (364) : A, s - a u YÄ usw. 



Die 20 Faktoren (4'.l) können nun für A^=0 niemals alle ver- 
scliwindcn. Denn aus: 

A u -a iz Y~Ä = 0 + 

würde folgen: 

Mit den 20 Faktoren (43) würden daher alle 20 Koeffizienten a kl 
und A kl in (1) und (2) verschwinden, was ausgeschlossen ist. 

Daher kann man aus (43) stets einen nicht verschwindenden Faktor 
und entsprechend eine Kombination von dreien der 6 Komplexe (24) oder 
(25) auswählen, welcfie wirklieh die Fläche (1), (2) erzeugen, indem ihnen 
eine Identität von der Form (41) oder (42) entspricht. 

18. Abhängigkeit der Auswahl vom Vorzeichen von YÄ. — Die 
Abhängigkeit eines Teils der Faktoren (43) von dem Vorzeichen von 

YA (vgl. (43) mit (45)) bedingt, daß unter Umständen eine Zeilen- 
kombination, die für eine der beiden Regelscharen (24) und (25) zulässig 
ist, es für die andere nicht ist. 

Wir erläutern dies an dein Beispiel der Flüche 2. 0. und 2. Kl.: 

f = 2a ta x t x s + 2a u x 1 x i = 0, F =■ 2A n it t u 9 + 2A u u l u l =- 0. 
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244 Otto Staudk: Über die Erzeugenden der Flfichc 2. Ordnung. 
Hier ist: 



A u~ a U a u 



<( 



11 



0 o,, = 0 a ss = 0 a 44 = 0 <*„ = 0 a,, = 0 a u ■= 0 a 34 = 0 
= 0 ^„ = 0 A„ - 0 ^ = 0 J 31 = 0 vl ls = 0 J, 4 - 0 - 0. 

Wir verfügen über das Vorzeichen von YÄ , indem wir setzen: 

Dann sind von den 20 Faktoren (43) nur zwei von 0 verschieden, 
nämlich: 



2 



(631) : ^4 U + a M V X = 2a| 3 fl u , (364) : A n -f « u K-4 — -» S3 "i4 

und von den 20 Faktoren (45) ebenso: 

(512) : yi M + a ss Y2 - 2o] 3 « 14 , (245) : vi„ + « u = 2« 23 «J 4 . 

Daher sind von (24) nur die Zeilenkombinationen (136) und (346), 
von (25) nur (125) und (245) zulässig. 

In der Tat verschwinden alle a kt bis auf die vier: 

«II °li > »44 = «14 t »26 = «28 «14 t «86 = ~ «28 «14" 

Die Gleichungen (24) und (25) lauten daher mit Substitution des Wertes 
von Yä und gekürzt: 



(24') 



Ks2>, + «14/>4 = 0 
«23*>1 + «14*>4 = 0 

;>, = o 



(25') 



«2sft - «14 Va - 0 
«23 ~ «14 A - 0 



wo die Striche die Gleichungen andeuten, deren sämtliche Koeffizienten 
verschwinden Hier ist nun evident, daß bei (24') nur die Zeilen (L'W) 
und (H4G), bei (25') nur die Zeilen (125) und (245) je 3 unabhängige 
Gleichungen bilden, wie es unsere allgemeine Theorie erfordert 

Rostock, den 31. Oktober 1903. 



Digitized by Google 



Eni'ARn Rikckk: Neuere Anschauungen der Elektrizitiitalehre usw. 245 



Neuere Anschauungen der Elektrizitätslehre mit besonderer 
Beziehung auf Probleme der Luftelektrizitat. 

Von Eduard Riecke in Göttingen. 
(Schluß.) 

9. 1 ) Ionisierung durch KathodenstraJden. — Wir wenden uns nun 
zu Untersuchungen, durch welche die Ergebnisse der bisherigen Be- 
trachtung nach einer ganz anderen Seite hin ergänzt werden. Als 
Quellen der Ionisierung haben wir bisher nur die Flammen und die 
Röntgenstrahlen kennen gelernt. Es gibt aber noch eine Reihe 
anderer Vorgänge, durch welche in einem neutralen Gase Ionen erzeugt 
werden. 

Bei der Ionenbildung in Flammen kann die Ursache der Er- 
scheinung in den chemischen Prozessen liegen, die sich in der Flamme 
abspielen; die Ionisierung kann auch eine einfache Folge der erhöhten 
Temperatur sein. Für die letztere Auffassung spricht der Umstand, 
daß die Luft auch durch erhitzte Metalle ionisiert werden kann. 

Eine sehr wichtige Beobachtung, welche nach verschiedenen Seiten 
hin aufklärend gewirkt und eine neue Quelle der Ionisierung aufgedeckt 
hat, verdanken wir Lenard. Es gelang ihm zunächst die Kathoden- 
strahlen, die in hochevakuierten Geißlerschen Röhren von der nega- 
tiven Elektrode ausgesandt werden, in die freie Luft austreten zu 
lassen. Es beruht dies auf der Fähigkeit jener Strahlen, dünne Metall- 
schichten z. B. Aluminiumblatt zu durchdringen. Man verschließt die 
Geißl ersehe Röhre auf der der Kathode gegenüberliegenden Seite mit 
einer Metallplatte, die in der Mitte eine kleine Öffnung hat; diese 
wird mit einem Aluminiumblatt überdeckt. Man läßt nun aus diesem 
Aluminiumfenster Kathodenstrahlen in die Luft austreten. Stellt man 
vor das Fenster ein geladenes Elektroskop, so wird dieses entladen 
gleichgültig, welches das Zeichen der ihm mitgeteilten Elektrizität ist. 
Die Wirkung beruht darauf, daß die Kathodenstrahlen in der Luft 
Ionen erzeugen. Die Kathodenstrahlen selber bestehen aus negativ 
elektrischen Teilchen, Elektronen, deren Masse überaus klein, etwa 
2000 Mal kleiner als die eines Wasserstoffatomes ist Durch die ab- 
stoßenden Kräfte, die von der negativen Ladung der Kathode ausgehen, 
werden sie von der letzteren gelöst und erlangen in dem vor der 
Kathode sich ausbreitenden Felde eine sehr große der Lichtgeschwin- 

1) Riecke, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen, 
math. phys. El. 1908. Heft II. 
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digkeit sich nähernde Geschwindigkeit. Durch ihren Stoß zerlegen sie 
die Moleküle der Luft in positiv und negativ elektrische Bestandteile; 
diese müssen sich dann wieder mit neutralen Molekülen der Luft ver- 
binden, um die Ionen zu bilden, welche, wie wir gesehen haben, ein 
größeres Gewicht als die Moleküle der Luft besitzen. 

10. Ionisierung durch ultraviolette StraJden. — Die ionisierende 
Wirkung der Kathodenstrahlen erklärt in überraschender Weise eine 
andere von Hall wachs entdeckte Tatsache. Wenn man eine negativ 
geladene Metallplatte mit ultraviolettem Lichte bestrahlt, so verliert 
sie ihre Ladung sehr schnell. Bei positiver Ladung tritt keine Änderung 
in den Verhältnissen der Zerstreuung ein. Lenard hat gezeigt, daß 
die Erscheinung nicht durch eine unmittelbare Wirkung des ultra- 
violetten Lichtes erzeugt wird. Die primäre Wirkung besteht darin, 
daß die in der Platte absorbierten Lichtstrahlen Kathodenstrahlen aus 
dem Metalle entwickeln. Diese führen negative Elektrizität mit sich 
fort und bedingen dadurch die rasche Zerstreuung der Ladung. Dazu 
trägt aber noch ein zweiter Umstand bei; die Elektronen, die sich von 
dem Metalle lösen, stoßen auf die Moleküle der Luft und erzeugen 
positive und negative Ionen. Die positiven werden von der negativ 
elektrischen Metallplatte angezogen und neutralisieren einen Teil ihrer 
Ladung. Die negativen Ionen werden abgestoßen und entfernen sich 
von der Platte, bis sie ihre Ladung an irgend welche in der Umgebung 
befindliche Konduktoren abgeben. 

Aus den Beobachtungen von Lenard folgt noch eine andere 
wichtige Tatsache. Die ionisierende Wirkung von Kathoden strahlen, 
die aus einer negativ geladenen Metallplatte durch Belichtung in einem 
lnftverdünnten Kaum entwickelt werden, hört auf, wenn die Spannung 
der Platte weniger als 11 Volt beträgt. Die Geschwindigkeit, welche 
die Elektronen unter diesen Umständen erreichen, ist etwa 2<K) Mal 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit Bei noch kleineren Geschwindig- 
keiten sind also die Elektronen nicht mehr imstande die neutralen 
Moleküle der Luft in Ionen zu zerlegen. 

11. Ionisierung durch BecquereUtrahlen; lkcqucrehtrahlm und Ka- 
thodenstrahlen. — Auf die im vorhergehenden betrachtete Eigenschaft 
der Kathodenstrahlen reduziert sich noch eine Erzeugungsart der Ionen, 
die für uns von hervorragendem Interesse ist, die Erzeugung der Ionen 
durch Becquereistrahlen. Die Entdeckung dieser Strahlen knüpft sich 
zuerst an eine von Bccquerel beobachtete Tatsache: das metallische 
Uran besitzt die Fähigkeit geladene Konduktoren, die in seine Nähe 
gebracht werden, ihrer Elektrizität zu berauben. Es zeigte sich, daß 
diese Eigenschaft nicht dem Uran selber zukommt, sondern gewissen 



Digitized by Google 



Neuere Anschauungen der Kiek tri zität«lebre u*w. 



247 



Metallen, die allerdings in verschwindender Menge in den Uranerzen 
sich finden. Man hat insbesondere von zwei solchen Metallen Ver- 
bindungen in annähernder Reinheit dargestellt, von dem Radium und 
dem Polonium. Das erste ist in seinen chemischen Reaktionen nahezu 
identisch mit dem Baryum, der zweite mit dem Wismuth. Außer in 
den Erzen des Urans finden sich diese Metalle auch in thorhaltigen 
Mineralien. Körper, welche wie das Radium und das Polonium die 
Eigenschaft haben geladene Konduktoren zu entladen, nennen wir 
radioaktiv. Die weitere Untersuchung hat gezeigt, daß die radioaktiven 
Substanzen Strahlen aussenden, die im wesentlichen identisch sind mit 
den Kathodenstrahlen. Wie diese erregen sie Fluoreszenz und besitzen 
photographische Wirkungen; wie diese erzeugen sie Ionen und darauf 
beruht ihre entladende Wirkung; sie unterscheiden sich aber von den 
Kathodenstrahlen durch die sehr viel größere Geschwindigkeit, mit der 
sich die Elektronen in ihnen bewegen. Nach den Messungen von 
Kaufmann steigt diese von 80 bis auf 95 Prozent der Lichtgeschwin- 
digkeit Zugleich hat sich aber noch ein anderes höchst überraschendes 
Resultat ergeben. Bei den Kathodenstrahlen ist die Masse der sie 
bildenden Elektronen konstant d. h. unabhängig von ihrer Geschwindig- 
keit; bei den Becquerelstrahlen dagegen wird diese Masse umso größer, 
je größer ihre Geschwindigkeit ist. Diese Veränderlichkeit der Masse 
widerspricht einem fundamentalen Prinzipe der Physik. Abraham hat 
den Widerspruch durch eine mit den Beobachtungen gut überein- 
stimmende Theorie in folgender Weise gehoben. Die Elektronen be- 
sitzen nach ihm überhaupt keine Masse in dem gewöhnlichen mecha- 
nischen Sinne. Sie erzeugen aber durch ihre Bewegung elektrische 
und magnetische Veränderungen in dem sie umgebenden Felde; diese 
wirken auf die bewegten Elektronen zurück mit einer Kraft, die der 
Beschleunigung proportional und der Bewegungsrichtung entgegen- 
gesetzt ist. So kommt es, daß die Elektronen sich bewegen, als ob 
sie mechanische Masse besäßen; aber diese Masse ist abhängig von der 
Geschwindigkeit und von den elektromagnetischen Eigenschaften des 
die Elektronen umgebenden Raumes, sie ist nicht mechanischer 
sondern elektromagnetischer Natur. Körper, welche Becquerelstrahlen 
aussenden, verlieren hiernach nichts von ihrer ponderabeln Masse. 
Betrachten wir die negative Elektrizität als einen Bestandteil des Äthers, 
so stellen sich Kathodenstrahlen und Becquerelstrahlen als reine Vor- 
gänge in diesem dar, als Vorgänge die man dem Fortschreiten eines 
Wirbels in einer Flüssigkeit vergleichen kann. Es unterliegt keinem 
Zweifel, daß man damit der Wellentheorie der Kathodenstrahlen, wie 
sie von Hertz bevorzugt worden war, wieder näher gerückt ist. 
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12. Induzierte Radioaktivität. — Wir sind durch die letzten Be- 
trachtungen über das gesteckte Ziel hinausgeführt worden, kehren aber 
nun zu der Untersuchung der Becquerelstrahlen zurück, um den früheren 
Bericht in einigen Punkten zu ergänzen. Zunächst ist zu bemerken, 
daß die Eigenschaft Becquerelstrahlen auszusenden nicht an einen 
bestimmten Aggregatzustand gebunden ist. Herr und Frau Curie, 
denen zuerst die Darstellung von Kadiumsalzen in annähernder Reinheit 
gelungen ist, haben aus Radiumpräparaten aktive Gase entwickelt. Als 
ein weiteres bemerkenswertes Ergebnis fuhren wir an, daß Körper, die 
sich in der Nähe von Radiumpraparateu befinden, selber vorübergehend 
radioaktiv werden. Man bezeichnet die so erzeugte Aktivität als eine 
induzierte. Es handelt sich dabei nicht um eine unmittelbare Wirkung 
der Strahlen; denn der Erfolg tritt auch ein, wenn die zu aktivierenden 
Körper gegen direkte Strahlung geschützt sind. Man kann daran 
denken, daß zunächst in der Luft ein radioaktives Gas entstehe und 
daß dieses die damit zur Berührung gelangenden Körper aktiv mache. 

Eine wichtige auf diese Verhältnisse bezügliche Beobachtung wurde 
von Rutherford gemacht. Er lud einen in der Nähe eines Thorium- 
präparates befindlichen Draht mit negativer Elektrizität. Der Draht 
wurde dann radioaktiv. Rutherford löste die Oberflächenschicht des 
Drahtes in Salzsäure; wurde die Lösung eingedampft, so war der trockene 
Rückstand viel stärker radioaktiv als die Thorerde selber. 

Elster und Geitel fanden, daß der Rutherfordsche Versuch auch 
in Luft gelingt. Wenn man einen Draht in Luft ausspannt, ihn 
negativ lädt und ein paar Stunden exponiert, so wird er radioaktiv. 
Man kann die aktive Oberflächenschicht mit einem Lederlappeu ab- 
wischen; sie wird dann auf eine verhältnismäßig kleine Fläche kon- 
zentriert und kann nun auch durch die photographische Wirksamkeit 
der von ihr ausgesandten Strahlen nachgewiesen werden. Aus dem 
Versuche folgt, daß die radioaktiven Bestandteile der Luft, welche 
auf dem negativ elektrischen Drahte sich sammeln, selber positiv 
elektrisch sind. 

Positive Ladung des ausgespannten Drahtes erzeugt nach den Ver- 
suchen von Elster und Geitel nur eine sehr schwache Aktivität. 

1 3. 1 ) Ionen in der freien Atmosphäre. — Die bekannte Erscheinung 
der Elektrizitätszerstreuung, des allmähligen Verschwindens der einem 
Konduktor erteilten Ladung, pflegte man früher als eine Wirkung der 
in der Luft suspendierten Staubteilchen und Nebeltröpfchen zu er- 

1) In den Sitzungsberichten der Münchner Akademie geht dieser Nummer 
ein Kapitel voran, das die Überschrift trägt: Die Wiedervereinigung der Ionen 
und ihre maximale Dichte. Red. 



Digitized by Google 



Neuere Anschauungen der Elektrizitätslehre uaw. 



249 



klären. Nun fanden aber Elster und Geitel, daß die Zerstreuung 
im Widerspruche zu dieser Vorstellung im allgemeinen um so kleiner 
ist, je mehr die Luft von Nebel und Staub erfüllt ist. Sie schlössen 
daraus, daß die Zerstreuung durch Ionen verursacht wird, die in der 
freien atmosphärischen Luft vorhanden sind. Von einem elektrischen 
Körper werden die mit ihm ungleichnamigen Ionen angezogen; sie 
geben ihre Ladung an den Körper ab und neutralisieren mit der Zeit 
seine Elektrizität. Diese Vorstellung gibt nun Veranlassung zu zwei 
verschiedenen Reihen von Untersuchungen. Man wird einmal zeigen 
müssen, wie die Erscheinungen der atmosphärischen Elektrizität aus 
den Eigenschaften der Ionen sich erklären, wie diese Eigenschaften 
durch Beobachtungen Ober atmosphärische Elektrizität bestimmt werden 
können. Auf der anderen Seite wird man nach den Quellen der 
Ionisierung zu suchen haben. Denn wenn die Ionen einen beständigen 
Teil der atmosphärischen Luft bilden, so muß auch eine ununterbrochen 
wirkende Ursache der Ionisierung vorhanden sein. 

Was die erste Aufgabe, die Bestimmung der Eigenschaften der 
atmosphärischen Ionen, anbelangt, so erscheint als die wichtigste die Er- 
mittelung ihrer Dichte, die Ermittelung der Zahl von positiven und 
negativen Ionen, die sich in einein cem Luft befinden. Diese Aufgabe 
wird gelöst durch den von Ebert konstruierten Aspirationsapparat. 
Man könnte annehmen, daß damit die ganze Frage erledigt sei, da ja 
die übrigen Eigenschaften der Ionen: Beweglichkeit, Diffusionskoeffizient, 
molekulare Geschwindigkeit und Masse ganz unabhängig von luftelckt- 
trischen Beobachtungen bestimmt werden können. Allein man darf die 
Ergebnisse, welche im Laboratorium mit trockener staubfreier Luft er- 
halten werden, nicht ohne weiteres auf die freie atmosphärische Luft 
Obertragen. Vielmehr scheint es wünschenswert, die Eigenschaften der 
atmosphärischen Ionen für sich zu untersuchen. Von den Beobachtungen, 
die man zu diesem Zwecke benützen kann, wird in den folgenden Ab 
schnitten die Rede sein. 

In der Frage nach der Ursache der Ionisierung der atmosphärischen 
Luft bieten sich zwei verschiedene Möglichkeiten dar. Es kann sich 
um eine spontane Dissoziation neutraler Moleküle in positive und 
negative Ionen handeln ähnlich wie bei der Dissoziation der Elektrolyte. 
Die Ionisierung kann aber auch durch äußere Ursachen bedingt sein. 
Man wird dabei in erster Linie an radioaktive Substanzen denken. Die 
letztere Annahme wird insbesondere durch die Untersuchungen von 
Elster und Geitel sowie von Ebert Ober die radioaktiven Eigen- 
schaften der im Boden enthaltenen Luft gestfitzt. Möglich ist natürlich 
auch, daß beide Ursachen zusammenwirken. Die spontane Ionisierung 

ArobiT der Mathematik und Phv.lk. III Roiho. IX. 17 
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würde sich dann auf alle Teile der Atmosphäre erstrecken, eine ver- 
stärkte Ionisierung überall da auftreten, wo radioaktive Substanzen auf 
die atmosphärische Luft wirken. 

U. Elektrizitätszerstreuung in der Atmosphäre. — Die Methode, 
nach der wir die Elektrizitätszerstreuung in der atmosphärischen Luft 
messen, ist von Elster und G eitel ausgearbeitet worden. Man benützt 
dabei ein Aluminiumblattelektroskop, in dessen Innerem nur ein äußerst 
kleiner Elektrizitätßverlust stattfindet. Auf die metallene Säule, die zu 
ihren beiden Seiten die Aluminiumblätter trägt, setzt man mit Hilfe 
eines dünnen Stiftes einen Metallzylinder, den Zerstreuungskörper. Man 
lädt Körper und Elektroskop mit dem positiven oder dem negativen 
Pole einer Zam bonischen Säule und beobachtet dann die zeitliche Ab- 
nahme der Ladung. Dabei läßt man den Zerstreuungskörper entweder 
frei in der Luft, oder man umgibt ihn mit einem zur Erde abgeleiteten 
Schutzzylinder, dessen obere Öffnung durch einen Deckel geschlossen 
wird. Im ersten Falle ist der Zerstreuungskörper elektrischen Störungen 
in der Umgebung oder in der Atmosphäre ausgesetzt, im zweiten Falle 
ist er davon frei. 

Hat der Zerstreuungskörper zu irgend einer Zeit eine Ladung c, 
und nimmt die Ladung in der Minute um einen Betrag £e ab, so nennt 
man das prozentisch berechnete Verhältnis: 

100 ^ e 

den Zerstreuungskoeffizienten. Als ein wichtiges Resultat der Be- 
obachtungen möge angeführt werden, daß an der Oberfläche der Erde 
die Zerstreuung negativer Ladungen im ganzen stärker ist als die 
positiver. 

15. Über die Theorie der Elektrizitätszerstreuung. — I. Die Theorie 
der Zerstreuung kann nur in sehr wenigen Fällen in einfacher Weise 
entwickelt werden. Findet die Zerstreuung in freier, ruhend gedachter 
Atmosphäre statt, so tritt kein stationärer Zustand ein. Zwar kann 
man die Geschwindigkeiten, welche den Ionen durch eine bestimmte 
Ladung des Zerstreuungskörpers erteilt werden, für jede Stelle des 
umgebenden Raumes berechnen; aber zu der durch elektrische Kräfte 
erzeugten Verschiebung kommt noch die Diffusionsbewegung hinzu; 
die Ionendichte hängt außer von diesen Vorgängen noch von Neubildung 
und Wiedervereinigung ab. Sie verändert sich nicht nur von Ort zu Ort, 
sondern auch von Zeit zu Zeit. 

II. Einfacher gestalten sich die Verhältnisse, wenn sich der Zer- 
streuungskörper im Inneren eines vollkommen geschlossenen Raumes 
befindet. Bei der Entwicklung der Theorie wird man sich auf die 
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Betrachtung eines Zeitraumes beschränken, innerhalb dessen die Laduug 
des Zerstreuungskörpers als unverändert betrachtet werden kann. Besitzt 
die Ladung eine hinreichende Größe, so erhält man eine stationäre 
Strömung, im einfachsten Falle einen Sättigungsstrom. In diesem 
Falle ist die Abnahme, welche die Ladung des Zerstreuungskörpers in 
einer Minute erleidet, gleich der gesamten Ladung der positiven oder 
der negativen Ionen, welche in jener Zeit in dem Zerstreuungsraum 
entstehen. 

III. Ein zweiter Fall, in dem das Problem der Zerstreuung eine 
einfache Lösung zuläßt, ist gegeben durch einen Zerstreuungskörper, 
der sich in einer gleichförmig strömenden, unbegrenzten Luftmasse be- 
findet. Hier lassen sich die Verhältnisse schon bei mäßigen Wind- 
geschwindigkeiten so einrichten, daß der Einfluß von Neubildung und 
Wiedervereinigung der Ionen vernachlässigt werden kann. Die Zer- 
streuung ist dann unabhängig von der Windgeschwindigkeit, aber 
verschieden je nachdem der Zerstreuungskörper positiv oder negativ 
geladen ist. 

IV. Wenn man, wie üblich, die Zerstreuungskoeffizienten bestimmt, 
während der Zerstreuungskörper von dem Schutzzylinder umgeben ist, 
so hat man mit komplizierten Verhältnissen zu tun, die eine strenge 
Theorie des Versuches unmöglich machen. 

Man könnte zunächst die Vermutung hegen, daß der Schutzzylinder 
annähernd wie ein geschlossenes Gefäß wirke, daß man also mit Be- 
wegungen der Ionen zu rechnen habe, die sich dem Zustande des 
Sättigungsstromes nähern. Die Vermutung wird widerlegt durch die 
Tatsache, daß die Beobachtungen im allgemeinen eine wesentliche Ver- 
schiedenheit der Zerstreuung bei positiver und bei negativer Ladung 
ergeben, während bei dem gewöhnlichen Sättigungsstrom die Zerstreuung 
von dem Vorzeichen der Ladung unabhängig ist. 

Man kann weiter fragen, ob nicht die Formeln des vorhergehenden 
Abschnittes mit einigem Rechte auf die mit dem Zerstreuungsapparat 
von Elster und Geitel erhaltenen Werte angewandt werden dürfen. 
In der Tat kann man wohl annehmen, daß jene Formeln auch bei 
unregelmäßiger Bewegung der Luft gültig bleiben, sofern dabei nur 
immer neue Luftmengen an den Zerstreuungskörper heran geführt 
werden. Inwieweit aber diese Bedingung bei den einzelnen Beobach- 
tungen mit dem Zerstreuungsapparat erfüllt wird, inwieweit außerdem 
die Diffusion eine wesentliche Rolle spielt, entzieht sich der Beurteilung. 
Die Anwendung der angeführten Formeln auf diese Beobachtungen ist 
daher von etwas zweideutiger Natur. 

16. Das elektrische Feld der Erde. — Aus den elektrischen Wir- 

17* 
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kungen, die wir an der Oberfläche der Erde beobachten, folgt, daß die 
Oberfläche der Erde der Regel nach eine negative Ladung besitzt. 
Die Dichte d dieser Oberflächenladung ist mit der gegen die Erdober- 
fläche gerichteten elektrischen Kraft (5 durch die Beziehung ® = 4ar<J 
verbunden. Um die Kraft 6 zu erhalten, wird man die Potential- 
differenz zwischen einem in der Höhe von e cm über dem Erdboden 
liegenden Punkte und zwischen dem Erdboden selbst mit Hilfe eines 
Elektrometers bestimmen. Die Differenz sei gleich V Volt. Für die 

Höhendifferenz von 1 cm beträgt dann die Zunahme des Potentiales, 

y 

der Potentialgradient Volt. Die elektrostatische Kraft S berechnet 
sich daraus nach der Formel: 

Für Wolfonbüttel ergibt sich aus den Beobachtungen von Elster 
und Geitel im Mittel: 

^ = 2,21 Volt, 

somit (S =» 0,0074 und d — — 0,00059 elektrostatische Einheiten pro qcm. 

In der Atmosphäre selbst kommt außer der Wirkung der Ober- 
flächenladung der Erde noch die der atmosphärischen Ionen hinzu. 
Nun ist die Dichte der positiven Ionen in den der Erdoberfläche 
benachbarten Schichten der Atmosphäre im allgemeinen größer als die 
der negativen. Die Kraft G, mit der die Einheit der positiven Elek- 
trizität nach der Oberfläche der Erde getrieben wird, nimmt also mit 
der Erhebung über den Erdboden ab. Die Abnahme der Kraft auf 
der Längeneinheit, ihr Gradient, hängt nach einem bekannten Satze 
mit der Dichte der räumlichen Ladung der Atmosphäre zusammen. 
DieBe aber ist gleich dem elektrischen Elementarquantum e, multipli- 
ziert mit dem Überschuß der Dichte der positiven Ionen über die 
der negativen. 



Eine Abhandlung von Gauß über Erdmagnetismus und Magnetometer 
beginnt mit den Worten: „Zwei große Naturkräfte sind auf der Erde 
allerorten und in jedem Augenhlicke gegenwärtig: die Schwere und die 
erd magnetische Kraft. Die Wirkungen der Schwerkraft sehen wir auf 
jedem unserer Schritte uns begegnen. Die Wirkungen der erdmagne- 
tischen Kraft fallen nicht von selbst in die Augen, sondern wollen 
gesucht sein: Jahrtausende vergingen, ohne daß man nur von der 
Existenz dieser Kraft wußte. Von der ersten Kraft werden alle Ver- 
hältnisse des physischen Lebens durchdrungen, von der andern wenig 
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oder gar nicht berührt." Wir können den von Gauß genannten 
Kräften eine dritte hinzufügen, die elektrische Kraft der Erde. Auch 
sie entzieht sich im gewöhnlichen Laufe der Dinge einer oberfläch- 
lichen Beobachtung; aber von Zeit zu Zeit sammelt sie sich zu den 
Entladungen des Gewitters, und sie breitet über weite Kreise der Erde 
die Strahlen des Nordlichte. Sie hat nicht die Stetigkeit der erd- 
magnetischen Kraft; vielmehr verschwindet der bleibende Grund der 
Erscheinungen hinter den unregelmäßigen Schwankungen. Damit hängt 
es zusammen, daß eine allgemeine Theorie der Luftelektrizität, ein 
Seitenstüek zu Gauß' Theorie des Erdmagnetismus, fehlt. Zudem be- 
ziehen sich unsere Beobachtungen vorzugsweise nur auf die Oberfläche 
der Erde; der Zusammenhang der Erscheinungen kann aber nur dann 
deutlich werden, wenn wir das Verhalten der Luftelektrizität in dem 
ganzen die Erde umhüllenden Luftmeere kennen und die hierauf ge- 
richteten Forschungen sind erst in den Anfangen begriffen. Noch eine 
große Arbeit wird notwendig sein, ehe wir imstande sind die vielen an 
die Erscheinungen der Luftelektrizität sich knüpfenden Fragen zu beant- 
worten. Diese Arbeit kann aber nicht von einzelnen geleistet werden, 
sondern nur von einer die Erde umschauenden Organisation, deren 
Begründung als eine würdige Aufgabe für die internationale Assoziation 
der Akademien erscheint. 



Beiträge zur Geometrographie III. 1 ) 

Von R. GÜNT8CUE in Berlin. 

Im vorliegenden Teil der „Beiträge" soll gezeigt werden, wie sich 
ein einfaches Lösungsprinzip, das sich auf ganz elementare Potenz- 
eigenschaften des Kreises stützt und aus der Theorie des Kugel- 
gebüsches 8 ) ohne weiteres entnommen werden kann, zur geometro- 
graphischen Behandlung einer Reihe von Aufgaben verwerten läßt. 
Zugrunde liegt der Betrachtung die konstruktive Losung der quadrati- 
schen Gleichung, welche in der folgenden Aufgabe gefordert wird. 

1. Die quadratische Gleichung. 

Zu XLI und XLIP). Eine Strecke BC (innen oder außen) so zu 
teilm, daß das Produkt der Abseimitte dem Produkte zweier gegcltcnen 
Strecken a und b gleich ist. PQ = a, HS = b. 

1) Beitr. 1 b ds Zeitochr. (3) 8, 191 — 194, 1902; Beitr. II 8. (3) «, 
133—146, 1908. 

2) Th. Reye: Synthetische Geometrie der Kugeln usw. Leipzig, 1879. 

3) Dieae Kümmern beziehen eich auf „Scieutia". 



Digitized by Google 



254 



R. Gi'rxTHrnB: 



Die in „Scientia" mitgeteilten Konstruktionen erfordern 28 bezw. 
29 Elementaroperationen. In einem später erschienenen Artikel 1 ) ist 
die weitere Entwicklung dieser Aufgabe dargelegt; die dort mitgeteilte 
Konstruktion soll zunächst wiederholt werden. 

Geometrographische Konstruktion (Fig. IG). Man verlängere PQ 
um QT = b -f C 3 ) und beschreibe mit einem beliebigen, hinreichend 

großen Radius q die 
Kreiee P( f ), T(„), 

X v die sich in K t sowie 

' * . , , A ( . B( 9 ) und C{ 9 ), die 

' < > • ' » (4C, + 4 0 s ); hier- 

Ki g i 6 auf beschreibe man 

L(KQ)(3C X + C s ), 

der HC in den gesuchten Punkten I x und i, schneidet; Op.: (IOC, + 6C S ); 
S.: 16; E.: 10; 6 Kreise. 

Da 1 X L = QK ist, so ist die Potenz von I x in bezug auf L(q) 
gleich der von Q in bezug auf K(q), mithin BI X • 1 X G — PQ • QT, 
also in der Tat BI l I l C=ab. 

Die beschriebene Konstruktion bezieht sich auf die innere Teilung; 
will man die äußere Teilung ausführen, so hat man PQ um b nicht 
zu verlängern, sondern zu verkürzen; die betreffenden Buchstaben der 
Figur T, K, I x , I s sind mit einem Akzent versehen, das Symbol 
bleibt dasselbe. 

Für den besonderen Fall a => b gelangt man zu folgender Losung, 
auf welche mich Herr C. Moreau April 1902 hinwies. 

Au/tere) TeÜlin9 im F(Ülc a ~ h - Ma ° errichte auf P $ m \ p) 
eine Senkrechte jpj^J von beliebiger, aber hinreichender Länge und be- 
schreibe mit der J Kathe^" 86 } PK des rechtwinkligen Dreiecks P QK 
um B und C Kreisbogen, die sich in L schneiden, und um L mit 
der J H**^^ 1U8e } QK einen Kreisbogen, der BC in den gesuchten 

Punkten J x und 7, trifft. 

Diese für den besonderen Fall a = b geltenden Konstruktionen 



1) K. Gflntsche: Die quadratische Gleichung in geometrographischer Be- 
handlung. ZeitHchr. f. math. a. nut. Unt. 84, 20 — 23, 1903. Daselbst ist auch 
eine zweite nicht geometrographische, aber der obigen analoge Konstruktion be- 
schrieben. 
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führen für die äußere Teilung zu einer zweiten geometrographischen 
Konstruktion mit dem Einfachheitskoeffizienten 15, welche der in 
Scientia (S. 50) mitgeteilten an die Seite zu stellen ist. 

Die Übertragung der behandelten allgemeinen und besonderen 
Aufgabo auf das Mascheronische Verfahren ist ohne weiteres aus- 
führbar. 

Es soll nun im folgenden dargetan werden, wie die soeben be- 
schriebenen Konstruktionen auf die Kreisteilung angewandt werden 
können, sodann, wie das in ihnen enthaltene Lösungsprinzip mit ge- 
ringer Modifikation zu Konstruktionen der vierten Proportionale, der 
inversen Punkte und der harmonischen Teilung führt und mit der 
Theorie eines bekannten Inversionsinstrumentes zusammenhängt; hieran 
knüpft sich die Anwendung auf Aufgaben aus der projektivischen l ) 
und analytischen Geometrie. In ähnlicher Weise soll schließlich eine 
Konstruktion der Potenzlinie zweier Kreise, deren Lösungsprinzip dem 
erwähnten verwandt ist, auf andere Aufgaben übertragen werden. 

2. Zur Kreisteilung. 

Die obige konstruktive Lösung der quadratischen Gleichung für 
den speziellen Fall o = b kann zur stetigen Teilung einer gegebenen 
Strecke a benutzt werden. Ist x der größere Abschnitt, so ist der 
Gleichung a(a — x) = x* oder x % -f- ax — a s = 0 zu genügen; es ist 
also die Strecke a außen') so zu teilen, daß das Produkt der Abschnitte 
dem Quadrat von a gleich ist, oder es sind folgende Gleichungen, in 
denen a = 1 gesetzt ist, konstruktiv zu lösen: 

«Tj ^= 1 , ä j X^ == 1 

Die Konstruktion, zu welcher die ökonomische Behandlung (unter 
Benutzung der Tarry-Bernosschen Tangentenkonstruktion 3 )) führt, hat 
den Einfachheitskoeffizienten 14, erfordert also eine Operation mehr als 
die geometrographische Konstruktion 4 ). Auf die Kreisteilung angewandt, 
führt sie jedoch zu geometrographischen Konstruktionen: 

1) Weitere Beispiele dieser Art folgen im nächsten Teil der „Beiträge". 

2) Das Gegenstück dazu, den goldenen Schnitt durch innere Teilung, hat 
Herr H. Bodenstedt in der Versammlung deutscher Philologen und Schulmänner 
zu Halle (Sept. 1908) vorgetragen (Bodenstedt, Ein Vortrag über Geometro- 
graphie. Zeitschr. f. math. u. natw. Unt. 35, 303, 1904). 

8) „Scientia", S. 32, XXXIV, premier cas. 

4) Dafür hat sie aber (neben jener von Herrn Bodenstedt a. a. O. mit- 
getoüten) vor den vier geometrographischen wie vor der klassischen den Vorzug, 
daß sie eine größere Bewegungsfreiheit gewährt (vgl. R. Güntsche: Zu Herrn 
R. Mehmkes Bemerkungen usw., Jahresber. d. D. Math.-Ver. 12, 294, 1903). 
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Fünf- und Zehnteilung der Periplwrk eines gegebenen Kreises. 

Sevhstr gcometrograpl tische Konstruktion 1 ) (Fig. 17). Um einen be- 
liebigen Punkt Ii der Peripherie des gegebenen Kreises 0(r) beschreibe 

man mit einem innerhalb gewisser Grenzen 3 ) 
beliebigen Radius o den Kreis B(q), welcher 
den gegebenen Kreis in A und C schneidet 
<A + Q)j z >e ne den Durchmesser AOA 0 
+ /?,), beschreibe den Kreis A (AC) 
(2(\ + t' 3 ), welcher B(g) in /> trifft, sowie 
0(AC) + der^(v4C) in ^ schneidet, 
und beschreibe (*) J(OZ)) + 6',), der die 
Verlängerung von OA in X und X' trifft; 
A(AX) liefert auf der Peripherie Ton 0(r) 
A> und J H , X') .i 4 und A fi (3 (7, + 2 O,); durch die Punkte 
vl 0 , ^4 4 , vl 6 , vl„ ist die Fünfteilung ausgeführt; die Kreise 

A S (AX') und J a (.-lX') (2C t + 2t\) liefern die außer A, (d. i. .4) zur 
Zehnteilung noch fehlenden Punkte A lt A 3) A 7 , A 9 . Die Symbole sind: 
Fünfteilung: Op.: (2R l + + 8G\ -f C s + l'»C T ,); S.: 18; E.: 11; 
1 Gerade, 6 Kreise. 

Zehnteilung: Op.: (2 7?, + 7? 2 + 10C\ + C, + *C 3 ) S.: 22; E.: 13; 
1 Gerade, 8 Kreise. 

Die im Teil II der „Beitrage" mitgeteilte vierte geometrographische 
Konstruktion 8 ) läßt sich aus dieser Konstruktion leicht durch Speziali- 
sierung von p ableiten. 

Die Mascheronische Konstruktion, welche man aus dieser sechsten 
geometrographischen Konstruktion ohne weiteres entnehmen kann, in- 
dem man den Durchmesser wegläßt und dafür das Spiegelbild J' von J 
in be/.ug auf diesen Durchmesser einführt, hat für die Fünfteilung (bei 
welcher man zum Schluß A n durch A i {A i A^) findet) den Einfachheits- 
koeffizienten 20, für die Zehnteilung (bei welcher A Q durch A^AX') 
erhalten wird) den Einfachheitsgrad 23. Diese Zirkelkonstruktion hatte 
ich früher 4 ) als die im geometrographischen Sinne einfachste bezeichnet: 
inzwischen hat sich jedoch herausgestellt, daß die Mascheronische 
Fünf und Zehnteilung 5 ), welche aus der vierten geometrographischen 

1) Über die erste bis fünfte 8. den vor. Teil der „Beiträge", über die siebente 
II. Bodens teilt: (ieonietrographische Fünf- und Zehneckx- Konstruktionen, Unt.-Bl. 
für Math. u. Naturw. 10. l'.»04. 

2) nämlich \ AyZ ± ys). 

3) Beitr. II,*S. 145. 

4) Die quadratische Gleichung usw. a. a. 0. S. 22, 23; Beitr. II, S. 144, Fußnote. 
6) Beitr. II, S. 14t), Fig. 16. 
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Konstruktion abgeleitet und somit als Spezialisierung der sechsten an 
zusehen ist, sich einfacher gestaltet, wenn man nicht den Radius, son- 
dern eine dem Radius gleiche Sehne nach dem goldenen Schnitte teilt, 
ja daß sie eine weitere geometrographische Konstruktion darstellt: 

Aclite geometroyraphische Konstruktion (Konstruktion mit dem Zirkel 
allein, Fig. 18). Man beschreibe um irgend einen Puukt A auf der 
Peripherie des gegebenen Kreises O(r) den 
Kreis .4 (.4 0) (C x + C s + C\\ der 0(r) in 
F und F' trifft, beschreibe F(FF') 
(2 C\ + 6' 3 ), der 0(r) in A n schneidet, und 
A(FF')(t\ + r 3 ), der F(FF') in J und 
eT trifft, sowie J(AAq) und J'(AA 0 ) 
(3Cj -f- 2t' 3 ), die sich in X und X' schnei- 
den; A(AX) und yl(.4X')(36', + 2C 5 ) 
geben durch die Punkte A S) A if A^, A H 
nebst A 0 die Fünfteilung; Op.: (10(7, -f C, 
+ 7C 3 ); S.: 18; E.: 11; 7 Kreise; J,(4X') 

und A^AX') (2C\ -f- 2C' a ) und A, 0 (d. i. .1) vollenden die Zehnteilung; 
Op.: (12 (?! + C, + 9Q); S.: 22; E.: 13; 9 Kreise. 

Die soeben beschriebene sechste und achte geometrographische 
Fünf- und Zehnteilung erscheint deshalb von Wichtigkeit, weil das in 
ihnen enthaltene Prinzip ohne weiteres auf die Kreisteilung nach den 
übrigen Gau Bischen Primzahlen übertragen werden kann. 1 ) In der 
Tat, der Vergleich lehrt, daß die sechste geometrographische Fttnf- 
und Zehnteilung bis zum Zeichen (*), d. h. bis zur Auffindung des 
Punktes */, buchstäblich mit der zweiten kanonischen geometrographi- 
schen Siebzehnteilung*) übereinstimmt. Entsprechendes gilt von der 
aus dieser abgeleiteten Mascheronischen Siebzehnteilung 2 ), wenn man 
sie mit der achten geometrographischen Fünfteilung vergleicht; nur 
muß man bei ihr dasselbe vercinfuchende Verfahren anwenden wie bei 
dieser; sie möge deshalb hier kurz mit dieser Modifikation beschrieben 
werden. 




Siehzehnteilung des Kreises (Konstruktion mit dem Zirkel allein). 

I. Man beschreibe um irgend einen Punkt A der Peripherie des 
gegebenen Kreises 0(r) den Kreis A (-4 0), welcher 0(r) in Fund F' 
sclineidet, hierauf zeichne man F(FF'), welcher 0(r) in A 0 und ^4(^40) 

1) Eino Übertragung auf die 257 -Teilung behalte ich mir vor. 

2) R. Güntsche: Geometrographische Siebzehnteilung des Kreises. Sitzungs- 
berichte der Berl. math. Ges. 2, 10—16, l'JOS. Die erst« kanonische geometro- 
graphische Siebzehnteilung rührt von Herrn C. Moreau her. 
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in A' trifft, A(FF') t der F(FF') in J und J', sowie O(r) in # 
schneidet, und J(A'H) sowie *r{A'H), die sich in schneiden (/T/7 

stellt rV7 dar) (SC, + C % -f 5C,). 

II und UI. Man beschreibe J X {J' A), der F(FF') in # und Ä" 
sowie ^(W) in L und J7 trifft, ferner K(AA e ) sowie X'(.-l^), 
welche sich in K t schneiden, uud L(AA i) ) sowie L\AA^ } welche sich 
in L t treffen (86\ + bC t ). 

IV. Man beschreibe K t (I/A), welcher ^(W) in itf* trifft, 
L^X'^), der ^(W) in Jf und Jtf schneidet, sowie J1/(FJ/*) und 
M'(FM*), welche sich in M x und 3/, treffen (7C, + 4C 3 ). 

Bei dieser Konstruktion ist folgende Reihenfolge der Buchstaben 
auf einer gedachten Geraden inne zu halten: L lf M lt J xt M t , A, F, K r 

Bis zur Bestimmung der Seite AM t des einbeschriebenen regel- 
mäßigen Vierunddreißigecks ergibt sich dann folgendes Symbol: 

Op.: (23C, + C t + 14C,); S.: 38; E.: 24; 14 Kreise. 

Die Festlegung der Teilpunkte erfordert 11(7, +96',, so daß man 
als Symbol für die gesamte Mascheronische Siebzehnteilung bis zur 
Festlegung sämtlicher Teilpunkte erhält: 

Op.: (34 C, + C, -f 23C S ); S.: 58; E.: 35; 23 Kreise. 

3. Die vierte Proportionale. 

Für die Konstruktion der vierten Proportionale zu drei Strecken 
hat Herr C. Moreau unter Verwendung seines schon früher erwähnten 
Verfahrens für die Schlußzeichnung (,,epure definitive") 1 ) den Einfach- 
heitsgrad 19 aufgestellt, wodurch die bisherigen sieben geometro- 
graphischen Konstruktionen („Scientia" und Beitr. II, 139 — 142), deren 
Einfachheitsgrad 21 ist, aufhören, geometrographisch zu sein. Auf 
Grund der obigen konstruktiven Lösung der quadratischen Gleichung 
erhalten wir nun eine zweite geoinetrographische Konstruktion: 

XXX VIII. Zu drei gegebenen Strecken M, N und P die vierte Pro- 
portionale zu konstruieren; X = ~ 3/ - • AB =31, CD = .V, FF = P. 

Zweite gcotnetrograp/tiscJic Konstruktion (Fig. 19). Man verlängere 
CD um DG = FF(SC\ + C 3 ) und beschreibe mit dem beliebigen, hin- 
reichend großen Radius q die Kreise C(q) und G(q), die sich in K 
schneiden, sowie A(o) ("36', -f 3C 3 ), darauf B(J)K), der A(q) in L 
trifft, und L(I)K) (40, + 2(7 3 ), der AB (außer in B) in J trifft. Um 
irgend einen Punkt S der Zeichenebene beschreibe man schließlich 

1) Beitr. II, S. 143, Fußnote. 



Digitized by Google 



Beiträge tur Geometrographie III. 



259 



S(A*T) (2C t + C s ); der Radius dieses Kreises ist, unabhängig von der 
Lage der gegebenen Stücke, die verlangte vierte Proportionale zu M, 
N und P; Op.: (12 C, + 7(7,); S.: 19; E.: 12; 7 Kreise. 

Das Verfahren ist dasselbe, wenn man CD um EF nicht ver- 
längert, sondern verkürzt; die entsprechenden Buchstaben sind in der 
Figur durch einen Akzent bezeichnet. 

Will man das hier auf die Schlußzeichnung angewandte Moreau- 
sche Verfahren vermeiden, so kann man — nachdem man ± EF auf 




Fig. 19. 

DC abgetragen hat — AB an eine beliebige Stelle der Ebene ver- 
legen und mit der Zeichnung von A(q) usw. fortfahren; man kommt 
dann auf den Einfachheitsgrad 20. 

Diese Konstruktion ergibt sich unmittelbar unter Anwendung des 
Sehnensatzes aus der Figur eines Kreises A'(p), zusammenfallend mit 
L(q), in welchem zwei Sehnen CG und AH sich in einem Punkte D 
(d. i. J) der Peripherie eines konzentrischen Kreises schneiden, der AH 
zum zweiten Male in B trifft; die Potenzgleichung lautet CD DG 
= AJJH, also =AJ AB. 

XXXV 3) und 4). Eine Strecke AB und zwei Strecken p und q 
sind gegeben; es soll AB in C derart geteilt werden, daß 

3) AC:AB = p:q; 4) AC.BA^p.q. 

a) Entiveder 3) oder 4). Zweite geomet/rographische Konstruktion. 1 ) 
Man beschreibe B(p) (3(7, -f 6,), der AB in der Richtung AB in G, 
in der Richtung BA in G' schneidet, und A(q) (3(7, -+- C s ) y der AB in 
der Richtung AB in H, in der Richtung BA in H' trifft, sowie mit 
einem beliebigen, hinreichend großen Radius q A(q) und G(q) ((7, + 2(7 3 ), 
die sich in K treffen; hierauf beschreibe man H{BK) (3(7, -j- ( 3 ), der 
j4(p ) in L trifft, und L(BK) ((7, + (7 3 ), der .42? in dem gesuchten 
Punkte C schneidet. Statt G und H hätte mau auch gleichzeitig G' 

1) Die erste 8. Beitr. U, S. 185. 
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und H' wählen können. Um C , der die Aufgabe 4) löst, statt C zu 
finden, hat man G durch G' oder H durch H' zu ersetzen. Jede 
dieser beiden Konstruktionen hat hiernach das Symbol Op.: (1 1 C\ + 6C' 3 ); 
S.: 17; E.: 11; 6 Kreise. 

b) 3) und 4) zugleich. Dritte gcometrographiscJic Konstruktion. 1 ) 
Hat man C gefunden, so erhalt man C durch A(A C) (20, + 0 3 ); 
Op.: (13C7 1 4- 7 6' 3 ); S.: 20; E.: 13; 7 Kreise. 

4. Iriverse Punkte, Polaren, harmonische Punkte. 

Zu XLIV. Hin Kreis um den Punkt 0 mit dem Radius R und 
die Punkte A x , A 9 , . . . A n seien gegeben; es sollen zu diesen Punkten 
die inversen Punkte A\, A' t , . . . A' H in bezug auf den Kreis gefunden 
werden. 

Geometrographischc Konstruktion für m> 1. Man zeichne den durch 
vi, gehenden Durchmesser BOC(2R^ + 7^) und beschreibe mit dem 
beliebigen, hinreichend großen Radius q B(q) und O(p), die sich in K 
schneiden, sowie Ö(p) (30, + 3 <7 3 ) ; ferner nehme man OK auf (O,) 
und beschreibe für A = l, 2, die Kreise A k {OK) (mO, + m0 3 ), 

welche O(p) in L k und L' k treffen, zeichne L x (OK) t der OA x in A[ 
trifft, und beschreibe für /.• = 2, 3, . . . n die Kreise L k (OK) und 
Li (OK), die sich in AI schneiden [(2m - 1)0, + (2« - l)O s ]; 
Op.: [2B l + 1*, + (3m + 3)0, + (3m + 2)6',]; S.: 6m + 8; E.: 3m + 5; 
1 Gerade, (3» + 2) Kreise. Da (für k - 1, 2, . . . n) OL k - Z?Ä ist, 
so ist die Potenz von 0 in bezug auf L k (OK) gleich der von B in 
bezug auf K(OK\ also in der Tat 0A k • O.i; = HO*, d. h. = R t . 

In „Sciuntia" ist nicht diese allgemeine Aufgabe, sondern nur der 
besondere Fall behandelt, daß die Punkte A XJ A s , . . . A n auf einem 
Durchmesser liegen; in diesem Fülle kommt man mit der obigen 
Konstruktion auf S.: 4>i -}- 10. Diese ist also der in „Scientia" an- 
gegebenen, welche den Einfachheitsgrad 6m + 5 besitzt, für m>2 
überlegen. 

Die für die allgemeine Aufgabe beschriebene Konstruktion bedarf 
nur einer geringen Abänderung, um eine Konstruktion inverser Punkte 
mit dem Zirkel allein darzustellen: Man beschreibe um den auf der 
Peripherie des Kreises O(R) beliebig angenommenen Punkt D D(DO) 
(0, -f O s -f- O s ), der 0(ß) in B und E trifft, femer mit einem be- 
liebigen Radius q D(q) und E(q) (0, -f 20,), die sich in K treffen, 
und OiBK) (30, + 0 3 ); dann nehme man OK auf (0,) und beschreibe 
für fc=l,2,...M die Kreise AJOK) («0, + m0 3 ), wodurch auf 0{BK) 

1) Die ernte ». „Scientia", die zweite ßeitr. II, S. 186. 
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die Schnittpunkte L k und L k entstehen, und schließlich L k (OK) und 
L' k (OK) (2nC t + 2«C 3 ), die sich in A' k schneiden; Op.: [(3m + 6) C x 
+ C s + (3m + 4)6*,!; S.: 6m + 11; E.: 3m + 7; (3n + 4) Kreise. Diese 
Konstruktion ist zwar nicht so einfach wie die von Herrn A. Adler 1 ) 
beschriebene, aber sie ist stets in unveränderter Fassung anwendbar*) 3 ). 
Man überzeugt sich leicht, daß sie auch aus der Theorie des In- 
versionsinstruments von Peaucellier 4 ) abgeleitet werden kann, mit 
der sie im Prinzip übereinstimmt. 

Zu XL VI. Die Polaren von n Punkten Ä lt A t , A 3 , . . . A^ in be- 
zug auf einen Kreis vom Radius Ii und Mittelpunkt O zu zciclinen. 

Man konnte hierzu die oben beschriebene Konstruktion der rezipro- 
ken Punkte fortsetzen, indem man noch 2m Gerade zieht. Diese Kon- 
struktion wäre aber nicht geometrographisch; für m>1 ist ihr die 
folgende Konstruktion überlegen, welche sich auf die Erwägung stützt, 
daß eiu Punkt G der Polare, der von 0 um p entfernt ist, vom Pol A 

(wobei OA = a sein soll) die Entfernung y V — 2.K 2 -j- a' hat. 

Geometrographische Konstruktion für n > 1. Man zeichne durch 
A { den Durchmesser BOC(2R 1 + R s ) und beschreibe mit einem be- 
liebigen, hinreichend großen Radius p B(p) und C((f) f die sich in D 
schneiden, sowie ö(p) (3C, -f 3C 3 ), lege durch A 37 A 3 > ... die Kreise 
0(0 Aj, 0(0 A 3 ), . . . [(n - \)C\ + (m - 1)0,], die HC in E t , E äf . . . 
treffen, nehme OD auf (C x \ beschreibe B(0D) und C(0D)(2C l + 26',), 
die sich in F schneiden, und zeichne A i (A l F) f A^J^F), A^E^F), . . . 
[(3m- 1) C\ + nCyj, welche 0(p) in G, und G' t , G s und G' s , G s 
und G' s , . . . schneiden; GjG,', G t G' t , . . . (2nB l nR % ) sind die ver- 
langten Polaren ; Op. : [(2 m + 2) Ii t + (m -f 1 ) Ii, + (4 n + 4) C t + (2 n + 4) C 3 \ • 
S.: 9m -f 11; E.: 6m -f 6; (n + 1) Gerade, (2m + 4) Kreise. 

Zu LIX. Es seien auf einer Geraden zwei Punkte B und C, sotvic 
n Punkte A it A 3) A tf . . . A n gegeben; zu A lf A if . . . A H die konjugier- 
ten harmonischen Punkte A' x1 A' 9 , . . . A' n in Iwzug auf B und C zu 
finden. 

Geometrographische Konstruktion für n > 1 (Fig. 20). Mau beschreibe 



1) A. Adler: Zur Theorie der Mascheronischen Konstruktionen. Wien. 
B*r. 9», ülOff., 1891. 

A. Adler: Zur Theorie der Zeicheninstrurneute. Herl. math. Ges. 1, 26, 1902. 

2) Vergl. A. Adler, Wien. ßer. a a. 0. Seite 911 u. 914, ferner „Scientia", 
S. 64, XLIV, letzte Konstruktion. 

3) Kine ähnliche Bemerkung gilt für die Zirkelkonstruktion der vierten Pro- 
portionale, Beitr. II, S. 141, Fig. 9, im Vergleich mit der von Masch eroni. 

4) Vergl. Rouche' et de Comberousse, Traite de Geom. Paria 1900, I, 
No. 406, S. 309. 
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mit dem beliebigen, hinreichend großen Radius q B(q) und C(q) (2^ + 2(7 3 ), 
die sieh in K und K' schneiden, ziehe KK' (2B X + BJ, die BC in M 

m ^ trifft, beschreibe (C\ + C,), 

""v nehme MK auf (C\), beschreibe 

/*f \- für k =• 1, 2, . . . n die Kreise 

t ' ! ^ A k {MK) (« C\ + « <7 3 ), die M(g) in 

4,\ £ i B \, . c \ L » treffen ' und L*(MK)(nC l + 

* ' — 2i; — \m — ^~ nC % ), welche 2>C in den gesuchten 

Punkten A' k schneiden; Op.: [2 B 1 -f 



! 



I 

■ 

Fig. SO. 



J<, + (2n + 4)C' + (2»,-f 3)0,1; 
.'^S S.: 4« + 10; E.: 2« -f 6; 1 Ge- 

rade, (2n -f 3) Kreise. 

Da J/X 4 = so ist die 

Potenz von M in bezug auf den Kreis L k {MK) gleich der von B in 
bezug auf K(MK), also MA k • MA' k = MB*, mithin in der Tat A[ 
zu A k konjugiert. 



s 

V 



5. Aus der projektivischen Geometrie. 

Die Doppelpunkte E und F zweier aufeinanderliegender projektivi- 
scher PunktreiJien zu finden, von denen außer dem Träger die Flucht- 
punkte J, I' und ein Paar liomologer Punkte A, A' gegeben sind. 1 ) 

Man hat bekannt- 
lich E (und F) so zu 
suchen, daß die Glei- 
JL\ \ chung besteht: 

, , V, L—J — JE EI' = JA AT, 

yig S1 die eingangs beschrie- 

bene konstruktive Lö- 
sung der quadratischen Gleichung findet also hier unmittelbar An- 
wendung: 

Gcometrographischc Konstruktion (Fig. 21). Man trage auf JI' 
TP = A'A ab (3Cj + C t ), beschreibe mit einem beliebigen, hinreichend 
großen Radius p I'(q) und P(p), sowie J(p) {2C\ + 30,), der P(p) in 
K und /'((>) in L schneidet, und beschreibe L(AK) (3(7, + C s ), der 



1) Vergl. z. B. H. Hankel: Die Elemente der projektivischen Geometrie, 
Leipzig 1875, S. 104, 105. Die daselbst mitgeteilte Konstruktion eineB unbekann- 
ten Auto», welche Hankel als schöu und elegant bezeichnet, erfordert 55, bei 
ökonomischer Behandlung 44 Klemeutaroperationen, also drei- bis viermal so viel 
aln die obige, deren Deduktion überdies bei weitem einfacher ist. 
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JV in den gesuchten Doppelpunkten E und F trifft; Op. : (8^ -f 5C 3 ); 
S.: 13; E.: 8; 5 Kreise. 

Die Diskussion der Fälle, die sich aus der verschiedenen Lage der 
gegebenen Punkte zueinander ergeben, möge hier abergangen werden. 

6. Aus der analytischen Geometrie. 

Es sott das Paar der durch die Gleichung ax* + bxy + cy* = 0 
in bezug auf die beiden Koordinatenachsen 0 X und O ¥ dargestellten 
Geraden gezeichnet werden; AA' = a, BB' = b, CC' = c sind nach 
Größe und Vorzeichen gegebene Strecken, a wird positiv angenommen. 

Für diese Aufgabe (welche auch von Herrn Lemoine 1 ), aber ohne 
Angabe des Einfachheitsgrades, erwähnt wird) stellte Herr Moreau 
als Einfachheitsgrad zunächst die Zahl 38, später, unter Anwendung 
der oben mitgeteilten konstruktiven Lösung der quadratischen Gleichung, 
die Zahl 34 auf; die beiden Konstruktionen, welche diesen Einfachheits- 
grad bieten, beruhen darauf, daß man das Paar von Punkten kon- 
struiert, för welche y — a und x* + bx + ac = 0 ist; durch diese und 
den Koordinatenanfangspunkt sind die beiden Geraden bestimmt. 

Erste und zweite geometrographisclte Konstruktion. Man trage auf 
CC C'D-a ab, beschreibe O(a), der E auf OX und F auf OY 
festlegt, sowie E(a) und F(a), die sich in G schneiden, und ziehe 
FG (27?, + jR, + 66\ + 4C S ); dann trage man auf FG FH = b ab 
(3C l -f- C s ) und beschreibe mit dem beliebigen, hinreichend großen 
Radius p F(q) und 77(p), die sich in L treffen, sowie C(p) und D(q), 
die sich in K schneiden (3C, 4C,), hierauf beschreibe man L(C'K) 
(36', + C Ä ), der M und M' auf FG bestimmt; OM und OM ' (47?, + 27?,) 
sind die verlangten beiden Geraden; Op.: (67?, -f 37?^ + 156', -f- lOCg)» 
S.: 34; E.: 21; 3 Gerade, 10 Kreise. Auch die zweite geo metrographische 
Konstruktion der Parallelen hätte man zur Auffindung von FG ver- 
wenden können. 

Das Symbol ändert sich nur wenig, wenn man, statt CC um a 
zu verlängern, nach der Herstellung von FG entweder OS = c auf der 
F- Achse, oder GS' = c auf FG abträgt und nun Punkt K so auf 
S, 0, F oder S' t G, F bezieht, wie in der vorigen Konstruktion auf 
V, C, 7); man erhält Op.: (67?, + 37*, + 166, + 96 s ); S.: 34; E.: 22; 
3 Gerade, 9 Kreise. 

Dies die beiden Konstruktionen von Herrn Moreau. Man könnte 
auch, sein Verfahren modifizierend, folgendermaßen vorgehen: 

Dritte geometrographische Konstruktion. Man beschreibe 0{b), der 

1) E. Lemoine: Principes etc. Arch. (3) 1, 834, 1901, Aufgabe 12. 
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P auf OX festlegt (3^, + C s ), und zeichne C'(a), der I) auf CC be- 
stimmt, sowie 0(a), der OY in F schneidet, und P(a) (5C, + 3<7 S ); 
man ziehe sodann F(PO) (2C t + C s ), der P(a) in # trifft, ferner Fl» 
und H(q), die sich in L und // schneiden, sowie C(g) und Z>(p), die 
sich in K treffen (3C, + 4C 3 ); hierauf beschreibe man L(KC) und 
L'(A'C') (40, + 2Q), die sich in 3/ und W schneiden; OM und OM' 
(4Pj + 2Ä,) sind die gesuchten Geraden; Op.: (47^ + 2P, + 17 C x + 1 1 <? 3 ); 
S : 34; E.: 21; 2 Gerade, 11 Kreise. 

7. Die Potenzlinie und Verwandtes. 

XLV1I. Die Potenzlinie zweier Kreise 0 und 0' von den Radien 
R und R' zu konstruieren. 

Für jeden Punkt dieser Potenzlinie ist die Differenz der Quadrate 
der Entfernungen von ö und 0' gleich R* — R'* f also unabhängig 
von der Lage der Kreise zueinander; man bringe also die Kreise in 
eine zum Zeichnen der Potenzlinie bequemere Lage, nämlich in eine 
solche, bei der sie sich schneiden; ein Punkt dieser neuen Potenzlinie 
hat von den Mittelpunkten der beiden zugehörigen Kreise dieselben 
Entfernungen wie ein entsprechender Punkt der gesuchten Potenzlinie 
von 0 und 0\ 

GeometroaraphiscJie Konstruktion 1 ) (Fig. 22). Man beschreibe um 
den beliebigen Puukt P den Kreis P(R'), der 0(R) in N und N' 

trifft (t\ + C s + C s ), ziehe NN' (211, 
+ P,), beschreibe mit dem beliebigen, 
hinreichend großen Radius p den Kreis 
0(q) (Cj + C s ), der NN' in Q schneidet, 
beschreibe 0\PQ) (3C\ + t\), der 0(q) 
in M und M' trifft, und ziehe MM' 
(2Pj + dies ist die gesuchte Potenz- 
linie; Op.: (4P, + 2P, -f bC x + C t -f 3 C 3 ); 
S.: 15; R: 10; 2 Gerade, 3 Kreise. Man 
Fig. as kann auch, nachdem P(P') beschrieben 

ist, mit einem beliebigen Radius q' den 
Kreis P(p') zeichnen und dann NN'] der Einfachheitsgrad wird der- 
selbe. Die in „Scientia" mitgeteilte Konstruktion, die den Einfach- 
heitsgrad 16 besitzt, hört somit auf, geometrographisch zu sein. 

1) Auf diese Konstruktion nebst ihrem Spezialfall habe ich vor längerer Zeit 
hingewiesen (Die quadratische Uleichung usw. a. a. O. p. 23, die Rezension über 
„Scientia" Areh. (3) 4. 341, 1908); inzwischen ist sie auch, zugleich mit der des 
Spezialfalls und der folgenden Aufgabe, von Herrn J. Keusch veröffentlicht 
worden (J. Keusch: Planimetrische Konstruktionen in geometrographischer Aus- 
führung, Leipzig 1904, B. G. Teubner, S. 56—57). (Zusatz wahrend der Korrektur.) 
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Für das Potenzzentrum dreier Kreise hat Bich aus der soeben be- 
schriebenen Konstruktion keine geometrographische Konstruktion ergeben. 

Falls O'(H') zu einem Punkte zusammenschrumpft, ist der Kreis 
P(R') ebenfalls unendlich klein, NN' wird also zu einer Tangente an 
0(72); denkt man sich diese Senkrechte auf dem Radius nicht in einem 
Punkte der Peripherie, sondern im Kreismittelpunkt 0 errichtet, so ge- 
langt man zu folgender Konstruktion: 

Geometrographische Konstruktion für den Fall, daß 0\H') unend- 
licJt klein ist. Man ziehe einen beliebigen Durchmesser UO V (7^ + 7£j), 
beschreibe mit dem beliebigen, hinreichend großen Radius q U{q) 
und U'(q), welche sich in Q schneiden, sowie 0(g) (SC i -f 3C 3 ), und 
zeichne O'(OQ) (2C, + C',), welcher 0(g) in M und M' trifft 1 ); 
M M ' (2 R t -f- 7?,) ist die gesuchte Potenzlinie ; Op. : (37^ +27^ + 5 (\ -f 4 6' 3 ) ; 
S.: 14; E.: 8; 2 Gerade, 4 Kreise. Für diesen besonderen Fall wird 
also der bisherige Einfachheitsgrad durch die vorliegende Konstruktion 
um zwei Einheiten verringert. Die Tarry-Bernessche Tangenten- 
konstruktion liefert für diesen Fall noch eine partikuläre Lösung mit 
dem Einfachheitskoeffizienten 13, die anwendbar ist, wenn 00' 

<Ä(2 + v / 5). 

Die soeben beschriebene Konstruktion ermöglicht eine einfache 
Lösung der folgenden Aufgabe: 

Auf einer geyebenen Strecke AB einen Punkt X zu finden, so daß 
XA* — XB* dem Quadrat einer gegebenen Strecke q gleich ist. 

Man hat nur die Poteuzlinie zwischen A(q) und B zu suchen; 
ihr Schnittpunkt mit AB ist der verlangte. 

Geometrographisdte Konstruktion. Man beschreibe A(q) (SC l -j~ C a ), 
der AB in U und U' schneidet, ferner mit einem hinreichend großen 
Radius p die Kreise U(o) und U'(q), die sich in Q treffen, sowie 
Ä (ff) ( 3 <?i + $ C i)> endlich B(AQ) (2C\ + Q), der A(o) in M und M' 
schneidet; MM' (2R t + 7t,) trifft AB in dem gesuchten Punkte X; 
Op.: (2/*! -f 1^ -f 8C, + 56' 3 ); S.: 16; E.: 10; 1 Gerade, 5 Kreise. Die 
gebräuchliche Konstruktion*) würde etwa doppelt so viel Elementar- 
operationen erfordern. — Man könnte auch, ohne den Einfachheits- 
koeffizienten zu ändern, die erforderliche Senkrechte auf der gegebenen 
Strecke q selbst in ihrem Endpunkte georaetrographisch errichten. 

1) Man beachte, daß M{0Q) und M'(0Q) als Schnittpunkt den invereen 
Punkt von ()' in bezug auf 0{R) ergeben würden, daß also diese Konstruktion 
mit den unter 4 mitgeteilten eng verknüpft ist. 

2) Vergl. z. B. Mehler, Hauptsatze der Elementarmath., § 121b, Aufg. 6. 
Herr Lern o ine stellte 1900 für diene Aufgabe den Einfachheitskoeffizienten 18 
auf (Arch. (a) 1, 334, 1901, Aufgabe 8). 

Archiv der Mathematik and Pbyntk. HL Reihe. IX. 18 
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Die obige Figur zweier sich schneidender Kreise mit den Mittel- 
punkten 0 und P, der Potenzlinie (gern einsamen Sehne) NN' und 
einem Punkte Q auf derselben ergibt ferner eine einfache Lösung der 
folgenden Aufjgabe: 

Aus drei gegebenen Strecken a, b und c die Strecke x = Ya- + b* — c' 
zu konstruieren. 

Für diese Figur gilt nämlich PQ* = 0Q~ -j- PN* — OJS^'j der 
Vergleich mit der zu erfüllenden Gleichung führt unmittelbar zu folgen- 
dem Verfahren: 

Geomctrographischc Konstruktion. (Es sei a ^> b.) Man beschreibe 
um zwei beliebige Punkte 0 und P der Ebene die sich schneidenden 
Kreise 0(c) und P(b) (4C l -f- 2C' S ), zeichne ihre gemeinsame Sehne 
NN' (27?, + flj) und beschreibe 0(a) (30, + C s ), der die Sehne in Q 
trifft; P(> ist die gesuchte Strecke x-, Op.: (2E l + J? s + 7(7, + 30,); 
S.: 13; E.: 9; 1 Gerade, 3 Kreise. Es ist leicht zu zeigen, daß diese 
Konstruktion allgemein ist, d. h. daß die Zentrale OP stets so gewählt 
werden kann, daß Ö(o) die Potenzlinie schneidet. Falls eine der 
Strecken b oder c zu Null wird, ist die Konstruktion zu modifizieren. 

Für a = b, also x = y2a s — c*, rindet man mit ihr den Einfachheits- 

koeffizienten 11, also denselben wie für x = Ya* — c*. 

Berlin, 9. Januar 1904. (Schluß folgt.) 

Hyperbolic Functions. 

By J. Edalji of Gujarat College, Ahmedabad. 

The following method of treating the subject of hyperbolic tunetions 
has, 1 think, certain advantages over the method now commonly adopted. 

If the semitransverse axis of a given rectangular hyperbola is k, 
and the semidiameter (whether real or imaginary) parallel to any 
straight line AB is r, the hyperbolic ralue of AB may be defined 

to be A -^k. The hyperbolic ratio of two straight lines AB and Ä PI 

A.H A.' B' 

is the ratio of their hyperbolic values, i. e. the ratio of r to —>--, 
r and r' being the semidiameters of the given rectangular hyperbola 
parallel to AB and A'B'. If A * = A ^- t AB and A ' B' are said to 

be equihyperbolic. 

The hyperbolic measure of a very small angle A ib the ratio of 
the hyperbolic arc subtending it to the semidiameter parallel to the 
small hyperbolic arc, if we draw a rectangular hyperbola similar to the 
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given rectangular hyperbola and having the angular poiut A for its 
center. The hyperbolic measure of any angle is the sum of the hyper- 
bolic measures of the indefinitely small angles into which it niay be 
divided. Hence the hyperbolic measure of an angle whose circular 
measure is a, and which is measured from a straight line parallel to 

a 

the transverse axis of the given rectangular hyperbola, 18 I BGC 

tan « '° 
or log -j ^ • Uence it follows that if 0 is the hyperbolic measure 

of any angle contained within the angle between the straight lines 
drawn to the fixed points at infinity on the given rectangular hyper- 
bola, and tnhö is its hyperbolic tangent which will be defined hereafter, 

ö = llog^^^hihö-itnh»ö-f {tnh^- 

*tnh0 = e --- 

e^' + l 

If OA and AB are conjugate with respect to the given rectan- 
gular hyperbola, snh 0 or the hyperbolic sine of the angle AOIi 
is the hyperbolic ratio of AB to OB, csh 0 or the hyperbolic cosine 
of the angle AOB is the hyperbolic ratio of OA to OB, tnhO or 
the hyperbolic tangent of the angle AOB is the hyperbolic ratio of 
AB to OA, cthO or the hyperbolic cotangent of the angle AOB is 
the hyperbolic ratio of OA to AB, sch 0 or the hyperbolic secant of 
the angle AOB is the hyperbolic ratio of OB to OA, and csehö or 
the hyperbolic cosecant of the angle AOB is the hyperbolic ratio of 
OB to AB. 

If 00 is conjugate to OB and equal to it, and CD is drawn 
parallel to AB, CD and DO are equal to OA and AB respectively. 

Hence snh A OC — ^ ° , — 1 = ° ( . ^ • - n -~ = csh A OB, since OK 

° U o F\— i OB OE ' 

and OF are conjugate and equal. Also csh vi OC = ■ ° C q^ * 

= ~m o^'y- i = ~ 8nh ^ 0R HenC€ if the 11118,68 A 0B and ,WC 
are denoted by 0 and H, snh (#+ 0)=csh 0, and csh (5+ 0) = -snh 0. 
These formulae may be shown to be universally true. 

It may also be easily proved that snh (2 H -f 0) — — snh 0, 
csh ('211 +0) = - csh 0, snh (- 0) = - snh 0, and csh (- 0) - csh 0, 
whatever the magnitude of the angle 0 may be. 

We will now prove the formulae snh (vi + B) = snh vi cshli 
+ csh A snh B, csh (vi + f?) = csh vi csh B + snb vi snh ,0, snh (vi - i?) 

18« 
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= snh A csh Ii - csh A snh 7?, and csh ( A — Ii) <= cslwl csh 7? 
— snh vi snh B. 

Let vi 07? ond 7?0P (Fig. 1) he the given angles A and B. Draw 
PN conjugate to OB, and draw XQ and PJI/ parallel to AB, and 
iVTJ parallel to OA. 




Now 

s»h(,i + oP 0i( y^ 



Fig. 1. 



PP + i?3f 

ÖF 



= PP OC-y-l PA* OPJ/-1 



OP 



OA' OPV— 1 



CBhvi snh 7* -f snh A csh 7?. 



Also 



csn(vi -\- *>) = • ()E - OA' 



SUK'f 



o<^ op oa- o/y'-i A'P. ory- i PA* OPV-1 
o x * o * ö i ; " o p + pa" " o /; ' o i>' () c y ^ , 

= csh .4 csh 7/ + snh A snh 

nh ocy^i NQ 



PA' OÄ OAT OF\'~Y 



' = snh vi. 
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Secondly let EOB and BOP (Fig. 2) be the given angles A and 
B. Draw PM and PN conjugate to OE and OB respectively, and 
draw NQR and OF parallel to PM, and PH and OC parallel to QM 
and P^T respectively. 




Now 

snh( A - B) = 



PM 



OP 



NR — NQ NR 



OC 



PN OP 



OP 0F\/-1 0Fy~\ OFV-1 °P ' oc 

NQ OBV—i ON OP 



smce 



ON OFV-1 OP OBV-l 

NR OC 00 OBV^l = 



and 



PN OFtf^i ON 
ON OP 



= — cshA anhB -f snhvl cshB, 
C8h A , 



OP OBV-l 



= c«hÄ 



Also 



w OM OP QM —QO NR OC PN OP 
ON Oh OP OB^-l 
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J. Eoaiji: 



NR OC QN OBY^l , A 

8ince pn '7FE--ÖN- ^Fy=i ~ " 8nh ^' 

, ON OP , TJ 

and — nii = = cshÄ 

It can be easily proved that these four fonnulae are true for any 
values of A and B. 

Two angles are said to be equihyperbolic if their byperbolic mea- 
sures are equal or if the straight lines containing them have equal an- 
harmonic or cross ratios with the straigbt lines drawn to the fixcd 
points at infinity on the given rectangnlar hyperbola. 

If two angles whose hyperbolic measures arc A and B are equi- 
hyperbolic, the angles whose hyperbolic measures arc A + B and 2A 
are equihyperbolic, and snhyi = snhTf, and cshA = cshB. Hence 
snh2vl — 2 snhA csh^4, aud csh2yl = csh*.4 + snh'yl, and similarly 
other fonnulae can be easily deduced. 

It may be easily shown that if the sides AB and BC of a triangle 
ABC are conjugate, fc 2 = o 3 -f c s , a, b and c being the hyperbolic 
values öf the sides of the triangle. Also if ABC is any triangle, 
b* = tt * + c 1 — 2ac cshB, and therefore 



snh^l/' - rt,( *- c) and csh * - V* ~ ( " "-*> . 

Similarly other fonnulae may be deduced. 

If ABCB is a parallelogram having the sides AB and BC con- 
jugate, and the hyperbolic values of AB and BC are a and />, the 
hyperbolic area of A BCD may be taken to be ab which can be 
proved to be equal to 

the area in circular functions AR B C sin R 

or 



Hence the hyperbolic area of a triangle 

, , 7J the area in circular function» ,/■/— v> n/ - s 

-J ac snhB = — y~j " 5=5 V S K S ~ rt ) (*" — "K s ~ v ) 

fc*anh-4 snhC 
2mhR 

The hyperbolic value of a semidiameter of a rectjuigular hyperbola 
which is similarly situated to the given rectangnlar hyperbola and 
which touches the side BC of a triangle ABC and the other two 

sides AB and AC produced is -—_ f/ _ , and the hyperbolic value of 

a semidiameter of a rectangular hyperbola which is similarly situated 
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to the given rectangular hyperbola and which touches the side BC of 
a triangle ABC and the other two sides AB and CA produced is 

S 

^-q~j— where S is the hyperbolic area of the triangle ABC. The 

hyperbolic value of a semidiameter of a rectangular hyperbola which 
is similarly situated to the given rectangular hyperbola and is described 

about a triangle ABC is 08 " hjl or tt f*- Similarly other trigono- 

nietrical formulae can be easily deduced. 

If the hyperbolic values of the coordinates of any two points P 
and Q are (x lf y x ) and (x if y t ), the hyperbolic value of 



i'Q = Y{*i - x*Y + y s Y + 2fo - - <j,) cshö, 

w being the angle between the axes. 

If the hyperbolic values of the coordinates of any three points 
A, B, C, are (x lf t/,), (x it (x 3 , j/ 3 ), the hyperbolic area of the 
triangle ABC 

the axes being conjugate. Hence the hyperbolic area of the triangle 
*- öe Ärea °f ' ne triangle in circular functione 

Similarly the hyperbolic area of a quadrilateral may be expressed in 
terms of the hyperbolic values of the coordinates of its angular points. 

If the hyperbolic values of the polar coordinates of any two points 
P and Q are (r lt 0 X ), and (r st 0 t ), the hyperbolic value of 

Also the hyperbolic value of the area of a triangle 

- £ { r t r, snh(0, - 0,) + r s r s snh(0 3 - 0,) + r 3 r, snh^ - 0 3 ) } . 

The equation of a straight line in hyperbolic coordinates is 
y = mx -f c, if the hyperbolic taugeut of the angle made by it with 
the axis of x is m, and the hyperbolic value of the interoept on the 
axis of y is c. The equation of a straight line in hyperbolic coordi- 
nates is ^ + J = 1, if a and b are the hyperbolic values of the inU'r- 

cepts on the axes of x and y. Similarly other equations of a straight 
line may be obtained. 

The equation of a circle in hyperbolic coordinates is (x — d)* 
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— (y — c) 3 — a 8 , and e being the hyperbolic values of the coordinates 
of the center of the circle, and a being the hyperbolic value of the 
radius of the circle parallel to the transverse axis of the given rec- 
tangular hyperbola. The equation of the tangent at any point (x' y y') 

of a circle whose equation 
\, ff is x* — yr = «*, is xx' — yy 

=■ a 2 in hyperbolic coordi- 
nates. 

Let CA and C'if be the 
conjugate diaiueters of any 
given ellipse which are also 
conjugate with respect to the 
fixed rectangular hyperbola, 
and let SS t and SS S be 
the tangents to the ellipse 
which pass through the 
points at infmity on the 
fixed rectangular hyperbola. 
Since CA and CB make 
equal angles with the 
asymptotes of the fixed 
rectangular hyperbola, CS 1 
= CS tf and the polar XM of S is parallel to S l S i . From any 
point P on the ellipse draw PM and PN parallel to CA and CB. 

Since 




se- 



ng. 3 



CN* 
CA* 

coordinates 



PN* 



+ ' BC t 3 1» tne equation of the ellipse in hyperbolic 
evidently -j - j-, = 1, 



18 



and b* being positive. 



v 

— b* 

Let the ratio of SA to iX be denoted by e. Then SA = eAX, 
and SA' = e- A' X, therefore CS = e CA, aud CA = <? • C'X. Again 
because ^.S'»*?, is a right angle, CS- =• GM 2 + CT? 3 , and therefore 



«V = + Hence the equation of the ellipse beeomes *tK— 

a « (f" — 1; 

= 1, and therefore (ac — x)* -f t/ s = e*(x — . Hence the hyperbolic 

ratio of SP to P3/ is equal to e which is constant for all positions of P. 

If we call S, S', S tJ and S 2 the hyperbolic foci of the ellipse, it 
can be easily proved that the sum or difference of the hyperbolic 
values of the distances of any point on an ellipse from the opposite 
hyperbolic foci is constant. 

The equation of the tangent at any point (x', y') of an ellipse is 



XX 



yy i 

b* ~~ 
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Similarly it may be shown that the equation of an hyperbola in 
hyperbolic coordinates is ^ + =* 1, « 8 »nd b* being positive, and 

t r 

the equation of the tangent at any point (x\ y') is • a -f ~ = 1. 

Hence it follows that the equation of a rectangular hyperbola is 
x* -\- y* = a*, and the equation of the tangent at any point on it is 
xx' + yy' = a\ Similarly other equation» and properties of conics 
can be deduced. 

Ahmedabad, 27"' February 1903. 
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W. Weiler, Phyaikbuch. Eßlingen und München 1902, J. F. Schreiber. 

Der durch seine elementaren Lehrbücher physikalisch-technischer Rich- 
tung in weiteren Kreisen bekannt gewordene Verfasser bietet in den vor- 
liegenden fünf Bändohen verschiedenen Umfanges von zusammen über 
700 Seiten einen vollständigen elementaren Lehrgang der Physik, ein Lese- 
und Nachschlagebuch, das für den Schulunterricht und zur Selbstbelehrung 
bestimmt ist. 

In der Darstellung und der Einteilung lehnt sich das Werk an die 
für Schulbücher übliche Form an, bringt aber als Neuerung fast durchweg 
farbige Abbildungen, die das Verständnis erleichtern sollen und der Absicht 
auch da entsprechen, wo gewisse Gegensätze in den Erscheinungen und 
Wirkungen anschaulich hervorgehoben werden sollen, verwickeitere elektrische 
Stromwege zu verfolgen sind, die Teile zusammengesetzter Apparate zu 
unterscheiden usw. Bei einfachen Figuren ist der Nutzen der farbigen 
Wiedergabe allerdings nicht erheblich- Die Figuren selbst sind meist 
deutlich, wenn sich auch hier und da weniger gelungene eingeschlichen 
haben. So werden beispielsweise die Figuren 32 und 33 des viertcu 
Bändchens (Wärme) trotz der Farbe kaum verständlich sein. Hierzu mag 
noch die Bemerkung gestattet sein, die sieb auch auf sehr vornehme Lehr- 
bücher der Physik bezieht, daß bei bildlicher Darstellung technischer 
Objekte, die sich nicht auf nur schematische Andeutung beschrankt, doch 
auch moderne Formen gewählt werden möchten und nicht so vorzeitliche, 
in denen beispielsweise, wie auch hier, die Dampfmaschine aufzutreten pflegt. 

Der aus äußeren Gründen zuerst ausgegebene und umfangreichste Teil 
(290 Seiten, 439 Figuren) enthalt die Lehre vom Magnetismus, der Elektro- 
statik und Elektrodynamik, welch letztere wieder den breitesten Raum ein- 
nimmt. Besonderen Wert hat der Verfasser auf die technischen An- 
wendungen der Elektrizität golegt, dem Zwecke des Buches entsprechend. 
Doch werden die Meinungen geteilt sein über die zweckmäßige Menge des 
Mitzuteilenden, die man zugunsten vertiefter Behandlung des Wichtigeren 
wobl beschränkt sehen möchte. Überhaupt wird der Verfasser gut tun, bei 
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späteren Auflagen eine schärfere Sichtung des Aufzunehmenden eintreten zu 
lassen. Einige Stichproben aus dem fast überreichen Inhalte mögen das 
bestätigen. Die alten Formeln für die Tragkraft der Magnete (S. 20) haben 
keinen Wert mehr und wirken auf den Anfänger, der eben in die moderne 
Auffassung des Magnetismus eingeführt werden soll, nur verwirrend. Durch 
Teilung des Eisens wird die Hysteresis nicht vermindert (S. 19). Die 
wichtige Bestimmung der Horizontal komponente (S. 34) müßte anschaulicher 
und eingehender erläutert werden. Die Figur 192 (S. 133) macht den Ein- 
druck, als weun zwischen Magnetpol und Lichtbogen Abstoßungskräfte in 
der Verbindungslinie wirkten, und der Text läßt diese Unsicherheit bestehen" 
Das wichtige Grundgesetz von Biot-Savart (S. 165) müßte in seiner 
einfachsten Erfahrungsform mitgeteilt werden. Die Darstellung der uni- 
polaren, oder ^axialen", oder „Rotationsinduktion" als besondere Erscheinung 
(S. :01) dürfte nicht mehr gerechtfertigt sein. In Figur 388 (S. 24!») hat 
die Spanuungsspule der Differentiallampe auf der einen Seite keinen An- 
schluß. Die im Anhange gegebenen mechanischen Versinnlichungen der 
magnetischen und elektrischen Erscheinungen dürften bei ihrer für den 
vorausgesetzten Leserkreis viel zu kurzen Behandlung ohne rechten Nutzen sein. 

Das zweite Bändchen (Mechanik, 156 Seiten, 244 Figuren) hält sich 
mehr innerhalb der für elementare physikalische Lehrbücher üblichen Grenzen 
und macht einen einheitlicheren Eindruck. Die Grundbegriffe sind sorg- 
fältig erläutert und die Erscheinungen meist recht zweckmäßig veranschau- 
licht. Ein gewisses Zuviel mit teilweise nicht hinreichender Begründung 
ist allerdings auch hier nicht ganz vermieden. Kann das Ausflnßgesetz von 
Torricelli (S. 116) nicht einfach begrifflich abgeleitet werden? Es ist 
nicht zweckmäßig, den Ausfluß der Gase als Folge ihrer eigenen Spannung 
zu betrachten (S. 146), im Gegensätze zu den tropfbaren Flüssigkeiten. 
Man begibt sich damit des Vorteiles, den Torricelli sehen Satz unmittelbar 
und ungezwungen auf Gase anwenden zu können, die Abweichungen dagegen 
als Folge der elastischen Spannung zu erläutern. 

Schwingungen und Wellen, einschließlich Akustik, die den dritten und 
kürzesten Teil bilden (52 Seiten, 80 Figuren), sind ähnlich wie die Mechanik 
unter Hinweis auf nur einfache Apparate und Versuche behandelt Übrigens 
ist das Lissajous-Vibroskop sowohl in der Figur (26) wie im Texte un- 
richtig angegeben. 

Die Wärmelehre (Band 4, 88 Seiten, 95 Figuren) ist ebenfalls nur 
kurz behandelt, da etwa ein Drittel des Raumes der Wetterkunde gewidmet 
ist. Wie meist fehlt auch hier in der Thermometrie der sorgfältige Nach- 
weis der einfachen Proportionalität zwischen Wärmemengen und Gasskala, 
dagegen sind die einfachsten Sätze der physikalischen Chemie mit auf- 
genommen. Auch der Entropie ist gedacht, wenn schon bei dem knappen 
Räume der Bogriff nur gestreift werden kann. 

In der Optik (Band 5, 140 Seiten, 204 Figuren) kommt naturgemäß 
die farbige Darstellung zur besten Geltung, und die Figuren erhalten 
dadurch eine bemerkenswerte Klarheit. Als einzelne Stichprobe mag hier 
erwähnt sein, daß die Umkehrung der Spektrallinien ( S. 96) eine zwar noch 
nicht genügende, aber doch einleuchtendere Erklärung findet, als man sonst 
in elementaren Lehrbüchern antreffen kann. 

Am Schlüsse des letzten Buches gibt der Verfasser außer einer für den 
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Leserkreis wohl dienlichen Fremdwörtererklärung eine geschichtliche Tabelle 
der physikalischen Entdeckungen. Das ist recht dankenswert, nur bliebe zu 
wünschen, daß dem historischen Momente im Texte selbst ein bescheidener 
Raum gewidmet würde. Die Einsicht in den Zusammenhang der Er- 
scheinungen wenigstens durch einige Andeutungen über den Entwicklungs- 
gang zu unterstützen, ist ein erfreuliches Bestreben, das in der neueren 
Literatur sich mehr und mehr bemerklich macht. 

Bei der Schwierigkeit, ein elementares Lehrbuch der Physik zu schaffen, 
das sich gerade durch Reichhaltigkeit des Stoffes auszeichnen soll, werden 
die unvermeidlichen Un Vollkommenheiten der ersten Auflage dem Verfasser 
nicht hoch angerechnet werden, der gewiß gleiche Liebe und Mühe auf die 
spatere Verbesserung seiner fleißigen Arbeit verwenden wird. 

Referent möchte die Gelegenheit noch zu einer allgemeinen Bemerkung 
benutzen. Die Begründungen und Beweise der physikalischen Sätze werden 
vielfach in gar zu bequemer Form gegeben. Es ist immer leicht, ein dem 
Darsteller bekanntes Ergebnis in der Weise scheinbar abzuleiten, oder eine 
ausgesprochene Behauptung dadurch zu begründen, daß mit einer kleinen 
Gleichung einige Umformungen vorgenommen werden, deren Ende dann in 
mathematischer Ausdrucks weise das nicht unbekannte physikalische Ziel 
darstellt. Von solcher Behandlungsweise kann weder der Leser, noch sollte 
der Autor befriedigt sein. 

Es wäre gewiß zu wünschen, daß namentlich in elementaren Dar- 
stellungen die rein begriffliche und auf den Zusammenhang der Erscheinungen 
zielende Behandlung tunlichst bevorzugt würde, die zwar schwerer, aber 
auch im selben Maße nutzbringender ist, da sie unmittelbar die inneren 
Gründe gibt und nicht nur eine oft recht künstlich zurecht gemachte und 
deshalb nur scheinbare Entwicklung in mathematischen Zeichen. 

Berlin. A. Rotth, Oberingenieur. 



W. Weiler, Physikalisches Experimentier- und Lesebuch. Eßlingen 
und München 1902, J. F. Schreiber. Mit 257 Figuren. 143 Seiten. 

Das kleine Buch ist vom Verfasser als elementarste Einführung in 
die Physik gedacht, als Vorschule für größere Lehrbücher, wie des Ver- 
fassers „Physikbuch", zugleich aber auch als Anleitung zur Anfertigung 
einfacher Apparate. Die meist gut gewählten, ebenfalls farbigen Figuren 
entsprechen in ihrer Einfachheit und Faßlichkeit recht wohl dem Ver- 
ständnis des Leserkreises, an den sich das Büchlein wendet. 

Der Text beschreibt an Hand der Figuren ohne Gebrauch raathema- 
tischer Zeichen Grunderscheinungen aus allen Teilen der Physik. Manche 
der beschriebenen Apparate, beispielsweise die Elektrisiermaschine, dürften 
auch Lehrern an Mittelschulen willkommeno Anregung bieten zur Selbst- 
anfertigung, in mehr oder weniger einfacher Form. Der erziehliche Einfluß 
einer solchen, das Nachdenkou unmittelbar anregenden und zur Selbst- 
tätigkeit anspornenden Darstellungsweise wird jetzt wohl allgemein ge- 
nügend gewürdigt, um jeden Beitrag in dieser Hinsicht willkommen zu 
machen. 

Berlin. A. Rotth, Oboringenieur. 
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tiraetz, L., Kompendium der Physik. 3. Auflage. Leipzig und Wien 
1902, Franz Deutickc. 

Wie der Verfasser im Vorworte angibt, hat er bei der Bearbeitung 
dieser 3. Auflage im wesentlichen die 2. Auflage um die neueren Er- 
scheinungen bereichert, während die ganze Anlage des Werkes die gleiche 
geblieben ist. Die Art der Darstellung, die dem Buche so außerordentlich 
viele Freunde erworben hat, ist also auch in der neuen Auflage gewahrt 
und wird auch dieser neben den alten eine große Reihe neuer Freunde 
zuführen. Die Art der Anordnung des Stoffes schließt sich dor bei physi- 
kalischen Lehrbüchern üblichen Reihenfolge an, indem im ersten Abschnitte 
die Mechanik, im zweiten die elastischen und molekularen Eigenschaften, 
im dritten die Warme, im vierten der Schall, im fünften das Licht und im 
sechsten endlich Elektrizität und Magnetismus behandelt werden. Diesen 
Abschnitten vorangeschickt ist eine Einleitung, in der physikalische Begriffe 
und die Grundlagen der messenden Physik gegeben sind. Bei der Durch- 
sicht des Buches siud mir einige Dinge aufgefallen, die ich in folgendem 
erwähnen möchte. 

Auf Seite 8 befindet sich bei der Besprechung der Dichtigkeiten eine 
Tabelle, die mir in dieser unvermittelten Form nicht recht in die Ein- 
leitung hinein zu passen scheint. In der Tabelle sind feste und flüssige 
Körper unterschieden. Es sind darin die spezifischen Gewichte für feste 
Körper angegeben, für flüssige Körper unter Angabe der Temperatur. Die 
Temperaturen sind im allgemeinen zu 15 Grad angenommen, das Queck- 
silber dagegen bei 0 Grad. Infolge eines Druckfehlers finden sich dann bei 
Quecksilber die Dichten 3,59G und für Schwefelkohlenstoff 11,270 anstatt 
13,596 und 1,270. Vergebens habe ich nun in den begleitenden Texten 
danach geforscht, warum bei den Flüssigkeiten die Temperaturangabe erfolgt 
ist, und ich glaube, daß sich diese Frage der Studierende, der erst in die 
physikalische Wissenschaft eindringen will, ebenfalls vorlegen wird, so daß 
es jedenfalls gut wäre, den Grund der Temperaturangabe bei den flüssigen 
Körpern zuzufügen. Da sich späterhin bei der Besprechung des Archimedi- 
schen Prinzips eine weitere Tabelle nicht findet, so dürfte es vielleicht auch 
ganz angebracht sein, den Umfang dieser Tabelle etwas zu vergrößern und 
die Körper nach dem Schema: 

1. Metalle, 2. einige feste Körper und 3. einige Flüssigkeiten 
zu ordnen. Der Mechanik, dem zweifellos wichtigsten Teile der Physik, 
der seiner vielen mathematischen Begriffe halber gewöhnlich nicht dem 
Studierenden zur größten Freude gereicht, ist ein recht breiter Raum 
gewidmet, und es sind die einzelnen Sätze so dargestellt, daß man sich mit 
Vergnügen mit ihnen beschäftigt. Auf Seite 47 findet sich bei der Be- 
sprechung der Reibung ein Fall, wo die Last auf Räder gesetzt wird und 
nun nach den Reibungsgesetzen die geringere auftretende Reibung berechnet 
werden soll. Mit der Art, wie der Herr Verfasser diesen Fall behandelt, 
bin ich nicht ganz einverstanden, weil sie zu Unklarheiten Veranlassung 
geben kann, und ich möchte mir statt dessen folgenden Vorschlag erlauben: 
Der Satz beginnt: „Ist (IV) der Weg, den die Last zurücklegt, und (/<) 
die Kraft der Reibung beim Gleiten, so ist die Arbeit, die gegen die 
Reibung geleistet werden muß, H x IV. Befindet sich aber die Last auf 
Rädern, so wird, während die Last mit dem Rade den Weg VV zurücklegt, 
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die Achse sich in ihrem Lager nur um den Weg W x — verschieben , wo 

A der Achsendurchmesser im Lager, r der Raddurchmesser ist. Bei 

gleichen Reibungskoeffizienten ist dann aber die nötige Arbeit Rx Wx y- 

Dadurch, daß man zwischen die reibenden Flächen ein Schmiermittel bringt, 
setzt man die Reibung noch bedeutend herunter. Soll die gleitende Reibung 
noch weiter vermindert werden, so lagert man die Achse zwischen zwei 
sogenannten Friktionsrädern, d. h. man wiederholt den ersten Vorgang noch 
einmal. Vollkommen beseitigt ist die gleitende Reibung bei den heute viel 
verwendeten Kugellagern, bei denen ein Kranz von harten Kugeln zwischen 
Achse und Lagerschale umläuft. 

Die elastischen und molekularen Eigenschaften der Körper bieten in 
ihrer Behandlung nichts besonders Neues. Auch möchte ich bei dieser 
Gelegenheit noch darauf aufmerksam machen, daß auf Seite 117, Fig. 82 
falsch herumgedruckt ist. Auf Seite 127 scheinen mir die Turbinen etwas 
sehr stiefmütterlich behandelt zu sein, die wohl namentlich den alten 
Wasserrädern gegenüber bei ihrer heutigen Wichtigkeit etwas mehr Raum 
und unter Beifügung einer Abbildung eine etwas eingehendere Erklärung 
beanspruchen könnten. Auf Seite 150 werden nach dem Barometer die 
Quecksilber-Luftpumpen besprochen und als erste die Geißl ersehe Pumpe. 
Die Abbildung Nr. 115, die eine solche Pumpe darstellt, ist unter Weg- 
lassung einiger Teile dem Müller-Pouillet mit geringer Abänderung ent- 
nommen, dabei aber nicht verbessert. Es müßte gerade bei einem solchen 
Lehrbuche, wie dem hier vorliegenden, von Seiten des Verlages alle Sorgfalt 
auf gute und richtige Abbildungen gelegt werden. Im Müller-Pouillet 
ist die Anordnung des Hahnes zum Rezipienten sinngemäß und richtig 
angegeben, während aus dieser Abbildung, wenn überhaupt etwas daraus 
zu entnehmen ist, jedenfalls nur Falsches entnommen werden kann. Auf 
Seite 153 wird die Wasserluftpumpe von Bunsen besprochen. Die Be- 
sprechung, die nur sehr kurz gehalten ist, gibt nicht mit genügender 
Schärfe das Wesentliche des Konstruktiousprinzips. In der Abbildung ist 
eine Verengerung 0 gezeichnet. Die Abbildung ist auch wieder dem 
Müller-Pouillet entnommen, wo sich übrigens derselbe Mangel in der 
Beschreibung befindet. Jedenfalls gibt die Erklärung das Prinzip der Pumpe 
nicht richtig an, denn das ganze Wesentliche liegt eben in jener Ein- 
schnürung 0. Der Vergleich der Sprengelpumpe mit der Wasserluftpumpe, 
der ganz verfehlt ist, sollte doch endlich einmal unterlassen werden; dann 
wären der letzteren einige Zeilen zu widmen. In der Akustik sind auch 
wieder Abbildungen, die sich der Verlag, wio die Nummern 138, 139 
und 145 nicht gerade zur Ehre anrechnen kann. Wenigstens kann ich 
bei meinem Exemplare in dem vollkommen schwarzen Felde nur mit großer 
Mühe irgend eine Zeichnung erkennen. Auf Seite 244 bei der Beschreibung 
des Phonographen bin ich auch mit dem Herrn Verfasser nicht ganz ein- 
verstanden. Vor allen Dingen muß der Phonograph von Edison und das 
Grammophon von Berliner vollkommen auseinander gehalten werden. Beim 
Phonographen pflanzt sich direkt resp. mit einfacher Hebelübersetzung dio 
hin- und hergehende Bewegung des Abnahmestiftes auf die Membran fort. 
Bein) Grammophon dagegen muß durch Winkelhebelübersetzung die Bewegung 
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des Führungsstiftes, die zunächst parallel der Membran erfolgt, in eine um 
90 Grad gedrehte Bewegung versetzt werden. Beim Phonographen schneidet 
der Aufnahmestift, der zu einem scharfen Drehmeißel angeschliffen ist, eine 
tiefe Rille in den Wachszylinder hinein. Durch die Schwingungen der 
Membran wird die Schnitttiefe verändert, der nachher in der Rille laufende 
kugelförmige Abgabestift folgt diesen Erhöbungen und Vertiefungen. Beim 
Grammophon werden dagegen Wellenlinien auf eine Metallplatte, die mit 
Kupferstecherfirnis überzogen ist, aufgeschrieben. Diese Wellenlinien werden 
eingeatzt. Dadurch ermöglicht die Metallplatte entweder die direkte Wieder- 
gabe der Sprache oder aber ihre Vervielfältigung durch irgend einen 
Umdruck. 

Bei der Optik ist in der geometrischen Optik nach Besprechung der 
Reflexionsgesetze der Gang der Lichtstrahlen durch optische Mittel be- 
schrieben, und zwar ist zunächst dabei die Annahme gemacht, es handele 
sich um einfarbiges Licht. Dabei wird aber diese Annahme nicht konsequent 
durchgeführt, indem mit einem Male, z. B. im § 368, die Konstruktion 
eines Dispersionsprismas beschrieben wird; an einer anderen Stelle dagegen, 
wo die Dispersion zur Erklärung einer Konstruktion wirklich notwendig 
wäre, d. h. im Falle der Achromatisierung eines Linsensystems, wird die 
Dispersion als unbekannt vorausgesetzt und die Korrektion als lediglich zur 
Hebung der sphärischen Abweichung erfolgt angeführt. Das scheint mir 
doch ein wenig richtiges Vorgehen zu sein und vor allen Dingen die 
historische Entwicklung der Korrektion zu verletzen. In erster Linie hatte 
sich nämlich die Farbenabweichung bei der Abbildung durch Linsen störend 
bemerkbar gemacht. Ihre Korrektion konnte nur durch Wahl einer positiven 
und negativen Linse aus verschieden zerstreuendem Glase erfolgen. Daß 
man gleichzeitig dabei die sphärische Abweichung beseitigen kann, ist eine 
sehr angenehme Zugabe. Jedenfalls bedingt aber die Korrektion der sphä- 
rischen Abweichung nur geeignete Verhältnisse der Linsenradien, nicht aber 
verschieden dispergierende Gläser. Infolgedessen wäre es wohl angebracht, 
im Kapitel 1 die Dispersion zunächst zu behandeln. Die praktischen Nutz- 
anwendungen, wie Spektralanalyse usw., können ohnehin später folgen. 
Auf Seite 289 findet sich eine Beschreibung der Photographie, die wohl in 
demselben Räume wesentlich deutlicher und klarer gefaßt sein könnte, wenn 
Wiederholungen, die darin sind, vermieden würden. Schließlich wäre es 
auch recht angebracht, bei der Angabe von Entwicklern und von Verstärkern 
nicht gerade solche Verfahren zu wählen, die früher im nassen Kollodium- 
verfahren üblich waren, namentlich dann nicht, wenn man speziell von 
Trockenplatten spricht. Endlich ist im letzten Abschnitte mir wieder einiges 
aufgefallen, was aber auch wieder wesentlich Schuld der Verlagsbuchhandlung 
ist Als ich auf Seite 454 die Hertzschon Versuche durchsah, versuchte 
ich vergebens aus der Abbildung, die Einrichtung, die Hertz benutzt hatte, 
mir verständlich zu machen. Die Originalabbildung Nr. 24 auf Seite 104 
der Hertzschen Untersuchungen über die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft ist auch nicht gerade hervorragend, aber jedenfalls doch klar und 
vorständlich. Bei dieser Fig. 267 dagegen hat man den Eindruck, daß der 
Resonator mit dem Oszillator aus einem Stücke bestände, während in der 
Originalabbildung deutlich zwei gesonderte Teile gezeichnet sind. Auch die 
richtige Perspektive der Originalabbildung ist in der Reproduktion verloren 
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gegangen. Zur besseren Klarheit könnte es gar nicht schaden, wenn die 
schematische Art der Darstellung durch eine vernünftige Zeichnung ersetzt 
würde. Das Gleiche gilt von den Figuren 272 und 274, die in jeder Be- 
ziehung unrichtig gezeichnet sind. 

Ich würde mich freuen, wenn in einer neuen Auflage, die ich dem 
Werke recht bald wünsche, namentlich \on Seiten des Verlages, die er- 
wähnten Fehler beseitigt werden, um das Buch auch äußerlich so aus- 
zustatten, wie es seinem inneren Werte angemessen ist 

Berlin. H. Boas, Ingenieur. 



Festschrift Ludwig Boltzmann gewidmet zum sechzigsten Geburts- 
tage 20. Februar 1904. Leipzig 1904, Barth. 930 8. Jt. 18. 

Der gemeinsame Aufruf der österreichischen Physiker, zum sechzigsten 
Geburtstage L. Boltzmanns einen Beitrag für eine Festschrift zu liefern, 
fand nicht nur bei den deutschen Kollegen, sondern bei den Gelehrten der 
ganzen Welt einen lebhaften Beifall. Ein erfreulicher Beweis für die dem 
Jubilar gezollte Verehrung ist der vorliegende stattliche Jubelband mit 
117 Abhandlungen. 

Daß aber die Festschrift auch ihren eigentlichen Zweck erreicht, er- 
kennt man schon beim Durchlesen der Titel, insofern als eine stattliche 
Reihe von Abhandlungen direkt an die grundlegenden Arbeiten Boltzmanns 
anknüpfen. 

Meines Erachtens ist eine der fruchtreichsten Leistungen des Jubilars, 
die Bedeutung des Maxwell -Bartolischen Ätherdruckes für die Strahlungs- 
theorie klar erkannt und mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der mechanischen 
Wärmetheorie das Fundamentalgesetz der schwarzen Strahlung abgeleitet zu 
haben. Man darf wohl behaupten, daß diese Tat Boltzmanns die überraschen- 
den und wichtigen Resultate gezeitigt hat, welche in den Strahlungsgesetzen 
und in den Gesetzmäßigkeiten der berühmten Kircbhoffschen Funktion ihren 
Ausdruck gefunden haben. 

Dementsprechend begegnen wir einer ganzen Reihe namhafter Physiker, 
welche das Problem der Strahlung und die damit innig zusammenhängende 
Theorie des Elektrons behandeln. Bei dem Bestreben, das Anwendungs- 
gebiet der schwarzen Strahlung zu erweitern, ist es nicht zu verwuudern, 
daß man auch einmal über das Ziel hinausgeschossen ist und ihre Gesetze 
auch dort zu verwerten gesucht hat, wo diese vorläufig noch keine Gültig- 
keit beanspruchen können. 

Bekannt ist ferner die Bedeutung der Boltzmannschen Arbeiten über 
die kinetische Gastheorie und die Hertzschen Gleichungen der Elektrodynamik. 
Domentsprechend finden sich mehrere Arbeiten, die einzelne Punkte weiter 
ausfüliren. 

Die übrigen Abhandlungen, welche zu den Boltzmannschen Arbeiten 
nur in losem Zusammenhang stehen, drücken dem Jubelbande ein individuelles 
Gepräge auf. Geben sie uns doch durch ihre Mannigfaltigkeit ein inter- 
essantes Bild von dem Arbeitsgebiet so vieler ausländischer und deutscher 
Physiker und führen sie uns vor Augen, was zur Zeit im Vordergrunde 
des physikalischen Interesses steht, 

Charlotten bürg. 0. Lumhek. 
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M. Brillouiu. Propagation de Mlectrioitö. Paris 1904, A. Hermann. 

Der erste Teil der vorliegenden Vorlesungen ist eiuer historischen Dar- 
legung der Arbeiten von Cavendish, Ohm, Clausius und Kirchhoff gewidmet. 
Er ermöglicht es, den zweiten Teil sofort mit der Theorie stationärer Ströme 
zu eröffnen, um diese dann auf die Bestimmung des Widerstands einiger 
Leiterformen anzuwenden. Als Beispiel für die Theorie variabler Ströme 
(ohne Berücksichtigung der Induktion) wird die Ladung eines Kabels ein- 
gehend untersucht. Der dritte Teil wendet sich hierauf den Induktions- 
wirkungen veränderlicher Ströme zu. Unter Zugrundelegung des Neumann- 
schen Gesetzes werden die Induktionskoeffizienten von geradlinigen Drähten 
uud von Spulen wicklungeu berechnet. Unverständlich erscheint hier Kap. IV. 
Die durch umständliche Reihenentwicklung in Bipolarkoordinaten bestimmte 
Funktion ist in aller Strenge das logarithmische Potential zweier Kreisflächen 
(vgl. dagegen art. 208), und der schließliche komplizierte Mittelwert von 

1 c* 

pag. 207 ist einfach = -+- log wenn zuvor durch Addition einer Kon- 

stauten zu F noch die Bedingung F x ~ 0 (vgl. art. 227, wo für das Un- 
endliche q — 0 statt o = 0 und « = 0 gesetzt ist) erfüllt wird. — Den 
Schluß bildet eine ausführliche Untersuchung der Elektrizitatsbewegung in 
einem Drahte, also die Diskussion der Telegraphengleichung. Der vierte 
Teil hat die Theorie der elektrischen Schwingungen zum Gegenstand. Zu- 
erst werden die Helmholtzschen Feldgleichungen aus dem allgemeinen Induk- 
tionsgesetze hergeleitet, unter prinzipieller Vermeidung einer Theorie der 
Dielektrika. Daher folgen dann die Maxwellschen Gleichungen nicht als 
Spezialfälle jener, sondern werden aus ihnen einfach durch Abänderung ge- 
wisser Glieder erhalten. Eine detaillierte Theorie des ungedämpft, wie auch 
des gedämpft schwingenden Dipols liefert eine erste Anwendung der Max- 
wellschen Gleichungen. Die zweite Anwendung bildet die Betrachtung der 
elektrischen Schwingungen der Kugel und des verlängerten Rotationselüpso- 
ides. Die Behandlung des letzteren hat nur für geringe Exzentrizitäten 
Gültigkeit; trotzdem stimmt die Dämpfungskonstante nadeiförmiger Ellipso- 
ide noch einigermaßen mit den Abrahamschen Werten überein. 

Göttingen. G. Herolotz. 



Giovanni (iiorgi. Unita rasionali di elettromagnetismo. Napolil901. 
(Estratto dal Nr. 24 Anno 1901 dell'Ingegneria Moderna). 

— II sistema asaoluto M. Kg. S. Koma 1903. (Estratto dall' Elettricista, 
1° Novembre 1902). 

Der Verfasser befürwortet ein Maßsystem, das mit dem sogenannten 
„technischen" Maßsystem der Maschineningenieure in der Längeneinheit und 
Zeiteinheit übereinstimmt (Meter und Sekunde), als Masseneinheit jedoch 
nicht 9.81 kg, sondern nur 1 kg hat. Die elektrischen Einheiten dirses 
Maßsystems stimmen mit den jetzigen sogenannten „praktischen" Einheiten: 
Volt, Amp., . . . überein, wenn man das Coulombsche Gesetz für Elektrizität 
so schreibt: 
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(t = 3 • 10 8 ^ — Lichtgeschwindigkeit) oder 

Um außerdem den Faktor -In: aus den ekktromoffnetiselteti Gleichungen zu 
beseitigen, wird im Anschluß an Fessenden vorgeschlagen, die magmiisdtat 
Einheiten durch folgende Schreibung des Coulombschen Gesetzes für Mag- 
netismus zu definieren: , 

Anr*- f = - mm 

(und nicht nach Analogie der sogenannten „absoluten" Maßsysteme 

t n r* f~ \n- lO'mm.) 

Der Vorteil dieser Festsetzungen besteht darin, daß ein Maßsystem eutsteht, 
das sich einerseits auch in den Anwendungen auf Mechanik, Elektrizität 
und Magnetismus numerisdi bequnn k&nsctpwut durchführen laßt, und das 
sich andrerseits den in der Technik eingebürgerten Einheiten fast vollkommen 
anschmiegt. 

Berlin. Fritz Emde, Ingenieur. 



B. Weinstein. Einleitung in die höhere mathematische Physik. 

Mit 12 in den Text gedruckton Figuren. XVI u. 399 S. Berlin 1901, 
Ferd. Dümmler. 

Das Buch gibt eine gedrängte Übersicht über das gesamte Gebiet 
der mathematischen Physik. Wie im Vorwort bemerkt wird, ist es „nicht 
allein für Lernende, sondern auch für Lehrende geschrieben"; indessen er- 
scheint die Lektüre des Werkes doch weniger für Lernende als für Lehrende 
geeignet. Denn die äußerst knappe Art, in welcher das umfangreiche 
Thema behandelt wird, dürfte wohl nur solchen Lesern genügen, die sich 
mit dem dargestellten Gegenstande bereits ziemlich eingehend vertraut ge- 
macht haben. Für diese mag das Buch, als eine Art Repetitorium, immerhin 
von einigem Nutzen sein. 

„Mit ganz besonderer Sorgfalt", so heißt es ferner im Vorwort, „sind 
die Grundlagen einer jeden Theorie behandelt, der ganze erste Abschnitt 
des Buches beschäftigt sich mit diesen Grundlagen und setzt ihren natur- 
philosophischen und praktischen Wert auseinander. Der Verfasser hofft, 
daß gerade dieser Abschnitt willkommen sein wird; denn, so seltsam es 
klingt, auf eine hinreichende Durchdringung der Grundlagen wird auch gegen- 
wärtig immer noch nicht recht geachtet." Leider muß Keferent bekennen, 
daß gerade diese Erörterungen über die Grundlagen und den erkenntnistheore- 
tischen Inhalt der physikalischen Begriffe fast nirgends befriedigen. Ins- 
besondere muß man den Ausführungen jenes ersten Abschnittes — der den 
Titel trägt: „Gegenstand der mathematischen Physik und Grundlagen der- 
selben 1- — fast auf jeder Seite widersprechen, und sehr häufig entbehrt 
die Ausdrucksweise des Verfassers der erforderlichen Präzision. Zur Be- 
gründung dieses Urteils seien einige Beispiele angeführt: 

In der Diskussion des Kaumbegritfes wird gesagt: „Die drei Abmessungen 
des Kauraes sind gerade oder die Lage eines jeden Ortes im Räume ist 

Archlr der Mathematik und Phywk. III Keihe. IX. 19 
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vollständig bestimmt, wenn man drei gerade Linien angibt, die in dem 
Orte zusammenlaufen sollen • • • . Physikalisch aber folgt (!), daß Be- 
wegungen, die in unserem Räume in gerader Linie beginnen, durch den 
Raum selbst nicht gezwungen werden, sich zu krümmen, daß in unserem 
Raum gerade Bewegung zwanglos geschieht." 

Noch merkwürdiger ist der Satz: „Die Zeit ist immer die nämliche 1 '. 
Das Wort „immer" bedeutet doch wohl nichts anderes als „zu allen Zeiten" 
— also: die Zeit ist zu allen Zeiten die nämliche. An anderer Stelle heißt 
es ahnlich: „Der Raum ist überall derselbe". Es scheint, daß der Verfasser 
mit den Worten „der Raum, die Zeit" — die in der Physik doch nichts 
als abgekürzte Bezeichnungen sind für gewisse Zusammenhänge von Er- 
scheinungen — irrigerweise die Vorstellung von etwas Substantiellem ver- 
bindet. 

Ferner sei folgender Ausspruch zitiert: „Wollen wir also nicht annehmen, 
daß dio Zeit auf verschiedene Substanzen verschieden wirkt, so bleibt nichts 
übrig, als vorauszusetzen," (sie!) „daß es überhaupt nicht die Zeit ist, wo- 
durch Veränderungen ontstehen, sondern etwas anderes. Wir nennen dieses 
Andere Ursache und werden bald davon sprechen." Also: es ist nicht die 
Zeit, sondern die Ursache, wodurch Veränderungen entstehen! 

Weiter wird gesagt, „daß in der Zeit jede gleichförmige Bewegung 
zwanglos geschieht. Man stellt darum (!) auch Zeitabschnitte durch gerade 
Linien dar." 

Von der Energie heißt es, sie sei „nichts anderes als das, was wir ge- 
wöhnlich mechanische Arbeit nennen. Weil aber der Physiker nach den 
Erscheinungsklassen verschiedene Arten von Arbeit unterscheiden muß, ist 
ein Fremdwort als zusammenfassende Bezeichnung bequem." 

Auch für die Detinitionen der weiteren physikalischen Größen ist 
größtenteils eine wenig präzise Form gewählt worden. 

In der Wärmelehre wird der Begriff der Temperatur zunächst ohne 
jede Erläuterung angewendet. Später heißt es noch ausdrücklich: „Wir 
haben für diese Größe & das Wort Temperatur henutzt, ohne zu sagen, 
wie diese Größe gemessen werden soll. Hierüber läßt sich auch nichts 
weiter angeben." Trotzdem oder glücklicherweise wird aber in den folgen- 
den Sätzen noch „weiteres hierüber angegeben". 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß die Darstellung auch im sprach- 
lichen Ausdruck manche Flüchtigkeiten enthält. 

Berlin. E. Aschkinass. 



Augusto Righi und Bernhard Dessau. Die Telegraphie ohne Draht. 

Mit 258 eingedruckten Abbildungen. XI u. 481 S. Braunschweig 1903, 
Friedrich Vieweg und Sohn. 

„Das Buch über Telegraphie ohne Draht, welches wir hiermit, einer 
Aufforderung der Verleger Vieweg in Braunschweig und Zanichelli in 
Bologna folgend, gleichzeitig in deutscher und italienischer Sprache dem 
Publikum darbieten, erhebt nicht den Anspruch, ein im eigentlichen Sinne 
wissenschaftliches Werk zu sein. Dasselbe wendet sich an den großen 
Kreis der allgemein gebildeten Leser. Ihnen will es eine möglichst voll- 
ständige Kenntnis der Prinzipien vermitteln, auf deneu die von Guglielmo 
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Marconi geschaffene neue Anwendung der elektrischen Wellen beruht; gleich- 
zeitig will es ihnen die Entwicklung vor Augen führen, welche die Methoden 
und Hilfsmittel der drahtlosen Telegraphie, Dank dem Scharfsinn Marconis 
und zahlreicher anderer Erfinder, unter den beständig wachsenden An- 
forderungen der Praxis genommen haben." 

Diese, dem Vorwort entnommeneu Satze kennzeichnen treffend den 
Charakter des vorliegenden Werkes. Es enthält eine ausführliche Schilderung 
der Technik der drahtlosen Telegraphie und eine wohlabgerundete, ein- 
gehende Auseinandersetzung ihrer physikalischen Grundlagen. Den Verfassern 
ist die Lösung der Aufgabe, die sie sich gestellt, in ganz vorzügl icher Weise 
gelungen, so daß die Lektüre des Buches bestens empfohlen werden kann. 
Da keinerlei fachmännische Vorkenntnisse vorausgesetzt werden, so ist das 
Werk einem großen Leserkreise zugänglich. Indem aber die Darstellung — 
unbeschadet ibrer Gemeinverständlichkeit — bis zu den feinsten Einzelheiten 
des behandelten Gegenstandes vordringt, und überall, wo es am Platze ist, 
eine wohlerwogene Kritik zu Worte kommen läßt, wird das Studium dieses 
Buches auch für den Fachmann von großem Werte sein. Der Physiker 
wird insbesondere seine Freude haben an der eleganten Darstellung der 
wissenschaftlichen Prinzipien, aus denen jener neue Zweig der Technik em- 
porgewachsen ist. 

Der Inhalt des Werkes zerfällt in vier Teile. Der erste gibt eine 
allgemeine Übersicht über „die elektrischen Erscheinungen" und ist in vier 
Kapitel gegliedert, die folgendermaßen betitelt sind: l) Das elektrische Feld, 
2) Konstante elektrische Ströme, 3) Das magnetische Feld, 4) Der veränder- 
liche Zustaud des Stromes. Der zweite Teil tragt die Überschrift: „Die 
elektromagnetischen Wellen". Hier werden im ersten Kapitel „die elek- 
trischen Schwingungen 14 behandelt, soweit dieselben eine strahlenförmige 
Ausbreitung noch nicht in die Erscheinung treten lassen. An dieser Stelle 
werden auch ausführlich die Prinzipien der elektrischen Resonanz in höchst 
anschaulicher Weise besprochen. Das zweite Kapitel behandelt — noch 
unter vorwiegend physikalischen Gesichtspunkten — „die elektrischen Wellen". 
Ihre Eigenschaften, sowie die Methoden ihrer Erzeugung und Beobachtung 
werden dem Leser vorgeführt auf Grund der Untersuchungen, die durch 
die berühmten Arbeiten von Heinrich Hertz eingeleitet wurden. Bekannt- 
lich hat Herr Righi selbst an dem weiteren Ausbau dieses Forschungs- 
gebietes einen hervorragenden Anteil genommen; demgemäß läßt er auch 
seinen eigenen diesbezüglichen Untersuchungen eine eingehende Besprechung 
zu teil werden. Ohne die Bedeutung jener Rigbi sehen Arbeiten verkennen 
zu wollen, mag aber bemerkt werden, daß der Autor sich in dieser Hinsicht 
doch bisweilen eine größere Beschränkung hätte auferlegen können. So 
wird z. B. der Riehische Oszillator allzu ausführlich in einer trroßen Zahl 
von Ausführung8formon vorgeführt, die sich voneinander doch nur durch 
geringfügige Modifikationen ihrer Konstruktion unterscheiden. Auch in dem 
Abschnitte, der der „Optik der elektrischen Schwingungen" gewidmet ist — 
d. h. den Versuchen, in welchen das dem des Lichtes analoge Verhalten 
der Strahlen elektrischer Kraft zu Tage tritt — werden fast ausschließlich die 
eigenen Arbeiten Righis berücksichtigt; um von anderen Autoren zu schweigen, 
so hätten hier doch wenigstens die von Hertz ausgeführten Experimente über pris- 
matische Brechung und über Polarisation durch Gitter erwähnt werden sollen. 

19* 
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Ein besonderer Abschnitt ist den Indikatoren — den Vorrichtungen, 
die zur Wahrnehmung der elektrischen Wellen dienen — gewidmet. „Alles 
in allem", heißt es hier, „kennt man heute 22 verschiedene Arten von Indi- 
katoren". Diese Zahl ergibt sich jedoch auf Grund einer ziemlich willkür- 
lichen Beurteilung dessen, was als eine besondere „Art" anzusehen ist. So 
wird z. B. das von dem Referenten vor zehn Jahren angegebene Beobachtungs- 
mittel — ein Gitter aus Stanniolstreifen — als Indikator besonderer Art 
aufgeführt, wahrend es doch, wie Referent bald darauf nachweisen konnte, 
nur eine Ausführungsform des Kohärers darstellt. Unerwähnt geblieben ist 
übrigens das Dynamobulometer von Paalzow- Rubens. 

Entsprechend ihrer Bedeutung für die Telegraphie ohne Draht ist den 
„Radiokonduktoren" — dieser Bezeichnung bedienen sich die Verfasser nach 
Branlys Vorschlag für die Kohärer — das ganze dritte Kapitel des zweiten 
Teiles gewidmet. Nach einer Darlegung der Entdeckungsgeschichte dieses 
merkwürdigen Indikators werden seine komplizierten Eigenschaften und die 
an ihm beobachteten Phänomene auf Grund der umfangreichen einschlägigen 
Literatur ziemlich erschöpfend und sachgemäß besprochen. Auch die ver- 
schiedenen Theorien, die für die Wirkungskreise der Kohärer aufgestellt 
worden sind, werden eingehend diskutiert. Mit Recht werden aber alle bis- 
her gegebenen Erklärungsversuche als unzulänglich bezeichnet, indem das 
Resume der Verfasser lautet: „überblicken wir das Gesagte, so müssen wir 
bekennen, daß von allen bis jetzt aufgestellten Theorien keine einzige die 
Erscheinung der Radiokonduktoreu vollständig zu erklären vermag 44 . 

In dem nun folgenden dritten Teile — „die elektrische Telegraphie 
ohne Draht" — wenden sich die Verfasser zu dem eigentlichen Thema des 
Buches. Das einleitende erste Kapitel handelt von der „Tolegraphic durch 
Leitung", — d. h. drahtlose Leitung durch den Erdboden oder durch 
Gewässer — „durch elektrostatische Influenz und durch Induktion". Die 
Titel der weiteren Kapitel lauten: 2) „Die Telegraphie vermittels elektrischer 
Wellen." 3) „Die Apparate der drahtlosen Telegraphie zwischen zwei 
Stationen". 4) „Mehrfache und abgestimmte Telegraphie". Die Bearbeitung 
dieser Kapitel ist auf Grund eingehender Kenntnisnahme der zahlreichen 
neueren Publikationen und Patentschriften erfolgt, und es sei rühmend her- 
vorgehoben, daß auf Grund dieser umfassenden Literaturkenntnis allenthalben 
eine kritische und gerechte Würdigung der Bedeutung und des Wertes der 
einzelnen Leistungen stattgefunden hat. Dieses Verfahren war hier um so 
mehr geboten, als eine große Zahl der auf diesem Gebiete publizierten 
Erliudungsideen noch nicht die Probe des Versuches bestanden hat oder gar 
von vornherein den Stempel der praktischen Unausführbarkeit an der Stirno 
trügt. Durchaus begründet ist auch die Skepsis der Verfasser in ihrer 
Stellungnahme zu der Frage der Abstimmung funkentelegraphischer Stationen. 
Schon im zweiten Teile wird diese Frage gestreift und in zutreffender Weise 
auf die physikalische Unmöglichkeit einer vollständigen Lösung dieses 
Problems auf dem bisher betretenen Wege hingewiesen — mit Recht wird 
nämlich betont, daß ein Oszillator, der beträchtliche Energiemengen aus- 
strahlt, gerade infolge der hierdurch bedingten starken Dämpfung der 
»Schwingungen eine scharfe Resonanz des Empfängers unmöglich werden läßt — 
und in diesem dritten Teile begegnet man gegenüber den seitens der Erfinder 
immer wieder aufgestellten Behauptungen, daß ihnen die Lösung jener Auf- 
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gäbe geglückt sei, stets dem Ausdruck eines wohlbegründeten Zweifels. 
Auch der Referent teilt in dieser Hinsicht durchaus den Standpunkt der 
Verfasser, da die spärlichen Versuche, welche überhaupt zur Prüfung des 
angeblichen Vorhandenseins einer Abstimmung von Geber und Sender aus- 
geführt worden sind, niemals einwandsfrei ausgeführt wurden oder gänzlich 
der Beweiskraft ermangeln. In der ltegel begnügten sich die Erfinder mit 
der bloßen Versicherung, daß mit ihren „Systemen" die Lösung des genannten 
Problems gelange. 

Vollste Anerkennung verdient weiterhin die Objektivität, deren sich die 
Verfasser befleißigen bei der Würdigung der einzelnen Leistungen, durch 
welche die Entwicklung der Funkentelegraphie gefordert wurde. Bekaunt- 
lich sind auf dem Felde dieses neuerschlossenen technischen Gebietes schon 
heiße Prioritätsschlachten geschlagen worden. Die Verfasser sind stets 
bemüht, den Ansprüchen der verschiedenen Parteien durch sorgfältige 
Beobachtung der bezüglichen Publikationsdaten gerecht zu werden. Über 
die bahnbrechende Leistung Marcouis selbst wird sehr treffend folgender- 
maßen geurteilt: „ . . . . In den wesentlichen Einzelheiten seiner Apparate 
kann also Marconi auf Priorität keinen Anspruch machen .... Sein un- 
bestreitbares Verdienst bleibt es aber, daß er eine tatkräftige Initiative 
entfaltet hat, wo andere nicht über schüchterne Vorschläge oder tastende Ver- 
suche hinausgekommen waren, und daß er sofort und mit kühnem Griffe 
aufs praktische Gebiet übertragen hat, was anderen nur unbestimmt vor- 
geschwebt oder zu bescheidenen Experimenten gedient hatte. In vollem 
Umfange offenbart sich seine Erfindergabe sodann in der Besiegung zahl- 
loser praktischer Schwierigkeiten und in einer Menge von Einzelheiten und 
Ergänzungen, die, so unbedeutend auch manche von ihnen für sich genommen 
erscheinen mag, doch für den praktischen Erfolg ungemein wesentlich sind." 

Mit der gleichen Sachlichkeit werden auch die Verdienste von Lodge, 
Braun, Slaby-Arco etc. gewürdigt. Hierzu möchte sich Referent noch 
folgende Bemerkungen erlauben bezüglich einer Bezeichnungsweise, die sich 
leider schon allgemein eingebürgert hat, aber doch geeignet ist, die wahre 
Bedeutung der Leistungen der einzelnen Erfinder in eine schiefe Beleuchtung 
zu rücken: Man spricht bekanntlich von einem „System" Marconi und da- 
neben von anderen „Systemen 4 ' der drahtlosen Funkentelegraphie. In Wahr- 
heit gibt es aber nur ein solches „System", und dies ist allein an den 
Namen Marconis geknüpft. Dieses „System" benützen auch alle anderen 
Erfinder. An der Schaltungsweise und an speziellen Anordnungen, die ur- 
sprünglich von Marconi gewählt waren, haben sie Veränderungen vor- 
genommen, die gewiß vielfach auch Verbesserungen darstellen mögen, aber 
den prinzipiellen Teil der Marconischen Erfindung unberührt gelassen haben. 
Im Grunde handelt es sich doch höchstens nur um Vervollkommnungen, 
wie sie die fortschreitende Erfahrung der Praxis bei der weiteren Aus- 
gestaltung einer Erfindung allenthalben zu zeitigen pflegt, und wie sie auch 
von Marconi selbst in mannigfacher Weise an seinen ursprünglichen Schal- 
tungsarten vorgenommen worden sind. 

Der vierte und letzte Teil des Werkes behandelt noch die „drahtlose 
Telegraphie mit Hilfe des Lichts und der ultravioletten Schwingungen", 
einschließlich der drahtlosen Telegraphie mittels des tönenden und lauschenden 
Lichtbogens. In diesem Abschnitt werden auch die Untersuchungen der 
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photoelektrischen Phänomene geschildert, die vou der bedeutungsvollen 
Hertzschen Entdeckung über den Einfluß des ultravioletten Lichtes auf die 
Funkenentladung ihren Ausgang nahmen. Irrtümlicherweise charakterisieren 
die Verfasser wiederholentlich jenen von Hertz beobachteten Effekt als eine 
Herabsetzung des Entladungspotentials, währond doch von Warburg nach- 
gewiesen ist, daß durch die kurzwelligen Strahlen keineswegs das Funken- 
potential erniedrigt, sondern vielmehr die sogenannte Verzögerung aufgehoben 
wird. Im übrigen tritt uns aber auch aus den letzten Kapiteln die ein- 
dringende und umfassende Sachkenntnis sowie die hervorragende Darstellungs- 
kunst der Verfasser entgegen, durch welche es ihnen gelungen ist, ein Werk 
zu schaffen, das als eine schätzenswerte Bereicherung unserer physikalisch- 
technischen Literatur gerühmt zu werden verdient. 

Berlin. E. Aschkinass. 



Chwolson, 0. D., Lehrbuch der Physik. Erster Band. Übersetzt von 
H. Pflaum. Mit 412 eingedruckten Abbildungen. XX u. 791 8. 
Braunschweig 1!<02, Friedrich Vieweg und Sohn. 

Aus der trüben Flut der leidigen Massenproduktion physikalischer 
Untcrricbtsbücher taucht nur hin und wieder einmal ein Werk hervor, das 
als ein wirklicher, wertvoller Gewinn unserer wissenschaftlichen Literatur 
bezeichnet werden kann. Zu den seltenen erfreulichen Erscheinungen dieser 
Art gehört der in deutscher Übersetzung vorliegende erste Band des Lehr- 
buches der Physik von 0. D. Chwolson, Professor an der Universität zu 
St. Petersburg. Vor allen Dingen sei rühmend hervorgehoben, daß es dem 
Verfasser mit glücklichem Erfolge gelungen ist, sich in mannigfacher Hin- 
sicht von dem altgewohnten Schema solcher Werke loszusagen. Sowohl in 
der Anordnung wie in der Darstellung des behandelten Stoffes tritt diese 
Originalität vielfach in die Erscheinung. Wir haben hier eine wirklich 
selbständige Arbeit vor uns, und fast jede Seite des Buches läßt erkennen, 
daß der Verfasser sich nicht mit einer bloßen Wiedergabe des überlieferten 
Stoffes nach überkommenem Schema begnügt, sondern sein umfangreiches 
Material für den vorliegenden Zweck erst innerlich verarbeitet hat. 

Der gesamte Inhalt ist in sechs Abschnitte gegliedert: 1 Einleitung, 
2. Mechanik, 3. Meßapparate und Meßtnethoden y 4. Lehre von den Gasen, 
5. Lehre von den Flüssigkeit™, 6. Lehre, von den festen Karptvn. — Mit 
Recht werden in der Einleitung die erkenntnistheoretischen Prinzipien, die 
der physikalischen Wissensehaft zugrunde liegen, ziemlich eingehend erörtert, 
und auch weiterhin werden stets mit besonderer Sorgfalt die begrifflichen 
Fundamente der Definitionen und physikalischen Größen klargelegt 

Die Mechanik wird in neun Kapiteln besprochen, deren erstes rein 
kinematisch „ron der Bewegung" handelt. Das zweite Kapitel ist betitelt: 
„von der Kraft? \ seltsamerweise vermißt man hier vollständig die Gesetze 
der Statik. Im dritten Kapitel beschäftigt sich der Verfasser mit der 
„Arbeit und Energie"; die diesbezüglichen Auseinandersetzungen sind nach 
Ansicht des Referenten stellenweise weniger gut gelungen; insbesondere 
werden nicht immer streng genug Tatsachen von Hypothesen geschieden. 
Durchaus angebracht erscheint es aber, daß in diesem Abschnitte über 
Mechanik in dem folgenden vierten und fünften Kapitel bereits ,<die harmo- 
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nisehe Schwingungsbewegung" und die „strahlende Ausbreitung von Scltein- 
gungen u behandelt werden. Hier finden sieh auch schon die Gesetze der 
Interferenz, Reflexion, Brechung, Huy gen ssches und Do pplerschcs Prinzip usw. 
Es folgen die weiteren Kapitel: 6. Von der allgemeinen Gravitation, 7. Ele- 
mente der Potentialtheorie, 8. Von der Schwerkraft, 9. Von den Dimensionen 
physikalischer Größen. Diese neun Kapitel über Mechanik füllen fast ein 
Drittel des ganzen Bandes aus. Warum ist aber die Rotationsbewegung so 
stiefmütterlich behandelt? Man sucht vergeblich nach einer Besprechung der 
Kreisel bewegung, selbst der Foucaultsche Pendelversuch bleibt unerwähnt. 

Der dritte Abschnitt zerfällt gleichfalls in neun Kapitel: 1. Allgemeine, 
Bemerkungen Uber physikalische Messungen. 2. Einige Ililfsapparatc. 
3. Messungen von Längen und Flächen. 4. Messung von Winkeln. 
5. Messung des Volumens. 6. Messung von Kräften und Massen. 7. Messung 
dir Zeit. 8. Messung der Intensität der Schuerkraft. 9. Messung der 
mittleren Erddichte. — Der vierte Abschnitt, die Lehre von den Gasen, 
behandelt: 1. Dichte der Gase. 2. Spannutig der Gase. 3. Barometer, 
Manometer und Pumpen. 4. Berührung von Gasen mit Gasen, Flüssigkeiten 
und festen Körpern. 5. Grundlagen der kinetischen Gastheorie. 6. Gase 
im Zustande der Bewegung utul des Zerfalles Hieran schließen sich die 
zehn Kapitel des fünften Abschnitts: 1. Grundeigcnschaflcn und Bau der 
Flüssigkeiten. 2. Dichte der Flüssigkeiten. 3. KmpressilAlität der Flüssig- 
keitrti. 4. Oberflächenspannung der Flüssigkeiten. 5. ErscJieinungen der 
Adhäsion und Kapillarität. 6. Lösungen von festen und flüssigen Körperti. 
7. Diffusion utul Osmose. 8. Beibung im Inneren der Flüssigkeiten. 9. Be- 
wegung der Flüssigkeiten. 10. Kolloide. In dem vorletzten dieser Kapital 
wäre wohl eine etwas ausführlichere Darstellung am Platze gewesen. Im 
Vergleiche zu der Reichhaltigkeit anderer Kapitel erscheinen die Auseinander- 
setzungen über die Hydrodynamik auf jenen zwölf Seiten doch etwas 
dürftig. — Den Schluß bildet die Lehre von den festen Körpern: 1. Die 
Materie im festen Zustande. 2. Dichte der festen Körper. 3. Deformationen 
eines festen Körpers. 4. Beibung und Stoß fester Körper. 

Das Werk ist in russischer Sprache zuerst im Jahre 1897 erschienen. 
Der deutschen Ausgabe, um deren Zustandekommen sich Herr Prof. Eilhard 
Wiedemann bemüht hat, wurde die zweite Auflage des russischen Originals 
zugrunde gelegt; doch sind allenthalben noch zahlreiche Änderungen und 
Ergänzungen eingefügt worden. Die Übersetzung des Werkes — von 
H. Pflaum in Riga — liest sich ganz vortrefflich; an einigen, wenn auch 
nicht zahlreichen, Stellen hätte noch die Verwendung von russischen Maß- 
einheiten ausgemerzt werden sollen. Die Literatur ist überall bis zum 
Jahre 1901 berücksichtigt worden. Am Ende eines jeden Kapitels finden 
sich zweckmäßig zusammengestellte Verzeichnisse der wichtigsten ein- 
schlägigen Spczialwerke und Originalabbandlungen. Sach- und Namen- 
register, schöner Druck und übersichtliche Figuren vervollständigen den 
Wert des ausgezeichneten Buches. 

Es ist nur zu wünschen, daß die Erwartung sich erfülle, die Herr Prof. 
Wiederoann in einem vorgedruckten Geleitwort zum Ausdruck bringt: 
daß das Chwolsonsche Werk sich neben den besten der vorhandenon Lehr- 
bücher auch in deutschen Leserkreisen einen Platz erobern möge. 

Berlin. E. Ahchklnass. 
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K u mit, A., Vorlesungen über Experimentalphysik, herausgegeben von 
K. Scheel. Mit dem Bildnis Kundts, 534 Abbildungen und einer 
farbigen Spektraltefel. XXIV u. 852 8. Braunscbweig 1903, Friedrich 
Vieweg und Sohn. 
Die zahlreichen Schüler Kundts werden das Erscheinen der Vor- 
lesungen ihres verehrten Lehrers sicherlich mit Freuden begrüßen, ruft doch 
die Lektüre dieser Bllltter wieder die Erinnerung wach an jene köstlichen 
Standen, in denen der allzu früh dahingeschiedene Meister durch seine 
glänzende Vortrugskunst die Schar seiner Hörer für die physikalische 
Wissenschaft zu begeistern verstand. Der eigenartige Reiz, der den Kundt- 
schen Vorlesungen innewohnte, entsprang dem Zauber seiner gewinnenden 
Persönlichkeit und der inneren Freudigkeit, mit der er sein Thema zu 
behandeln pflegte. Hier/u kam die lichtvolle Klarheit und geistreiche 
Eleganz seiner Darstellung in Verbindung mit einer vollendeten Sicherheit 
im Experimentieren. 

In der vorliegenden Form sind die Vorlesungen im Wintersemester 
1888/89 und Sommersemester 1889 gehalten worden. Das Buch stellt im 
wesentlichen den Abdruck einer Nachschrift dar, welche auf Kundts eigene 
Veranlassung damals angefertigt wurde. So konnte dem Werke die Originalität 
der Kundt sehen Vortragsweise gewahrt bleiben dank der pietätvollen Art, 
mit der sich der Herausgeber der druckfertigon Ausgestaltung des Manu- 
skriptes unterzogen hat. 

Das Bestreben, den ursprünglichen Charakter der Vorlesungen un- 
geändert zu erhalten, hat den Herausgebor leider auch veranlaßt, von einer 
Ergänzung des Textes durch Einfügung der in den letzten 11 Jahren neu 
gewonnenen Forschungsergebnisse abzusehen. Es ist auf das lebhafteste zu 
bedauern, daß das Werk auf diese Weise nicht zu einem vollständigen Lehr- 
bucho der Physik ausgestaltet wurde, sondern nunmehr ein Torso werden 
mußte. Die Pietät gegen den Autor wäre keineswegs verletzt worden, wenn 
an geeigneten Stellen Einschaltungen vorgenommen worden wären — sie 
hätten durch kleineren Druck als solche kenntlich gemacht werden können — , 
in denen die Fortschritte der Wissenschaft Berücksichtigung gefunden hätten. 
Wäre diesem Verfahren der Vorzug gegeben worden, so würde man gerade 
dem Anfänger — Kundt hielt ja diese Vorlesungen für Studierende der 
ersten Seraester — das Studium des vorliegenden Werkes aufs wärmste 
empfehlen müssen. Nun aber wird ihm an zahlreichen Stellen ein nur 
mangelhaftes Bild von dem gegenwärtigen Stande der physikalischen Wissen- 
schaft dargeboten. Vergeblich würde er z. B. suchen nach einer Schilderung 
der Hertzschen Arbeiten über die Ausbreitung der elektrischen Kraft, nach 
einer Darstellung der Prinzipien der Faraday-Maxwellschen Theorie, und 
noch vieles andere, wie Röntgenstrahlen, allgemeine Gesetze der Temporatur- 
strahlung, Elektronentheorie, Becquerelstrahleu usw. würde er gänzlich ver- 
missen. Unter diesen Umständen muß man leider befürchten, daß dem 
Buche nur ein sehr beschränkter Leserkreis beschieden sein wird. 

Die Anordnung des Stoffes ist die allgemein übliche: im Wintersemester 
pflegte Kundt die Mechanik, Akustik und Wärmelehre vorzutragen, während 
Elektrizität und Magnetismus sowie Optik das Thema des Sommersemesters 
bildeten. Dem Texte ist noch ein kurzer Abriß über Kundts „Leben und 
Wirksamkeit" vorangestellt, dessen Wortlaut sich z. T. an die von 
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W. v. Bezold im Jahre 1894 in der Berliner Physikalischen Gesellschaft I 
gehaltene Gedächtnisrede anlehnt. Die Hauptaufgabe des Herausgebers 
bestand in der Einfügung passender Figuren, deren Auswahl im großen und 
ganzen in zweckentsprechender Weise getroffen wurde. Nur in der „Hand- 
malerei", für die der Viewegsche Verlag ja stets eine besondere Vorliebe zu 
haben scheint, hätte man sich einige Beschränkung auferlegen sollen. Es 
wäre doch sehr zu wünschen, daß die vielen Hände mit den schlecht 
sitzenden Ärmeln endlich einmal aus den Figuren unserer Lehrbücher ver- 
schwänden. 

Berlin. E. Aschkinass. 

Pfeiffer, E., Physikalisches Praktikum für Anfänger. Mit 47 in 

den Text gedruckten Abbildungen. VIII u. 150 S. Leipzig 1903, 
B. G. Teubner. 

In diesem Leitfaden werden 25 elementare Praktikumsauf gaben aus der 
Mechanik, Wärmelehre, Elektrizität und Optik behandelt. Die Darstellung 
geht in pedantischer Weise außerordentlich in die Breite und wirkt hier- 
durch sehr ermüdend, um so mehr als sich die gegebenen Anweisungen 
vielfach auf ganz spezielle Konstruktionstypen der Apparate beziehen. 

Das Buch ist hervorgegangen aus dem Bedürfnis des Verfassers, den 
Schülern der K. Industrieschule zu München, an welcher er seit einer Reihe 
von Jahren den Physik Unterricht erteilt, für ihre praktischen Arbeiten im 
Laboratorium einen gedruckten Leitfaden zur Verfügung zu stellen. Bisher 
dienten diesem Zwecke, wie uns in der fünf Seiten langen Vorrede mit- 
geteilt wird, vom Verfasser selbst geschriebene Heftchen, die dem Schüler 
in die Hand gegeben wurden und deren Inhalt ohne wesentliche Änderungen 
in dem vorliegenden Bande vereinigt worden ist. Hätten jene Heftchen 
nicht auch fernerhin für den Unterricht an der genannten Anstalt genügt? 
Für weitere Kreise dürfte wohl kaum „ein tief gefühltes Bedürfnis" vor- 
liegen, dem durch diese Publikation hätte abgeholfen werden müssen. 

Berlin. E. Aschkinass. 



Exner, F. und Huschelt, E., Wellenlängen-Tabellen für spektral- 
analytische Untersuchungen auf Grund der ultravioletten Bogen- 
Spektren der Elemente. 2 Bände. II u. 89 u. 213 S. Leipzig und 
Wien 1904, Franz Deuticke. 

Die Verfasser haben vor einem Jahre ausführliche Tabellen für die 
Wellenlängen der ultravioletten Funkenspektra der Elemente erscheinen lassen ; 
über diese Publikation ist im 6. Bande der 3. Reihe des Archivs, S. 323, 
berichtet worden. Sie haben inzwischen auch für die Bogenspektra der- 
selben 75 Elemente gleichartige Messungen ausgeführt, deren Resultate in 
den vorliegenden zwei Bänden wiedergegeben werden: Die Spektren wurden 
mit demselben Rowlandschen Konkavgitter, das in den früheren Arbeiten 
benutzt worden war, erzeugt und photographisch fixiert. Die Aufnahmen 
umfassen wiederum den Wellenlängen -Bereich vom äußersten Ultraviolett 
bis l = 4700 A.-E. und die Ausmessung der Platten geschah gleichfalls 
nach der früher angewandten objektiven Methode. Das gesamte Zahien- 
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material wird auch wieder zu drei Tabellen vereinigt, die in derselben 
Weise wie in der alteren Publikation angeordnet sind. 

Aus den gewonnenen Daten glauben die Verfasser auf die Existenz 
einiger bisher noch unbekannter Elemente schließen zu dürfen. Zum Bei- 
spiel zeigen Titan und Niob eine Reihe geineinsamer, mit anderen schon 
bekannten nicht zu identifizierender Linien, die keinem dieser Elemente 
selbst zugehören, sondern wahrscheinlich einem bisher noch nicht entdeckten 
Begleiter derselben, der von den Autoren als il t bezeichnet wird. Ahnlich 
weisen Titan und Tautal auf die Existenz eines Elementes Ä s hin, 
Holmium und Erbium auf zwei Elemente X t und Xj, Holmium und 
Gadolinium auf ein solches A' 3 . 

Bei allen untersuchten Elementen waren die Bogenspektren von den 
Funkenspektren wesentlich verschieden. Bei jeder dieser beiden Arten von 
Spektren treten nämlich Linien auf, die nur ihr eigentümlich sind. Auch 
die als beiden Spektren gemeinsam anzusehenden Linien weisen häufig kleine 
Wellenliingendifferenzen gegeneinander auf und zeigen vor allem vielfach 
große Unterschiede in ihren Intensitätsverhältnissen. Ferner ist die Linien- 
zahl eines Elementes im Bogen immer kleiner als im Funken, und das 
Spektrum des ersteren erstreckt sich weniger weit ins äußerste Ultraviolett 
als das des letzteren. Freilich ist es nicht möglich, in diesen Eigentümlich- 
keiten beider Spektrengatiungen eine Gesetzmäßigkeit zu erkennen, da die 
Linienzahl des Bogens im Ultraviolett zunimmt, sobald man die Stromstärke 
steigert. Die Verfasser haben ihre sämtlichen Messungen bei einer Strom- 
intensität von 10 Amp. ausgeführt. 

Wie die Tabellen der Funkeuspcktra, so lassen auch die vorliegenden 
Messungsresultate erkennen, duß die Anzahl der den einzelnen Elementen 
im Bogenspektrum zugehörigen Linien sich als eine periodische Funktion 
ihrer Atomgewichte darstellt. 

Berlin. E. Aschkinass. 



N6culc$a, E., Le phenomöne de Korr et les phenoinenes electro-optiques. 
X u. 91 S. Paris 1902, 0. Naud. 

Eine recht brauchbare und klar geschriebene Monographie — aus der 
Sammlung „Scientia 44 — über das Herrsche Phänomen der Doppelbrechung 
im elektrischen Felde. Der erste Teil gibt eine Zusammenstellung der 
vorliegenden experimentellen Resultate; in dem zweiten Abschnitte werden 
die einschlägigen theoretischen Untersuchungen von Pockels und von Voigt 
auseinandergesetzt. Ein abschließender dritter Teil endlich ist der Diskussion 
eines dem magneto- optischen Zeem an- Effekt analogen elektro-optischeu 
Phänomens gewidmet, dessen Existenz die Voigtsche Theorie voraus- 
sehen läßt. f 

Berlin E. Aschkinass. 

Arnold, E. Die Wechselstromtechnik. Erster Band. Theorie der 
Wechselströme und Transformatoren von I. L. la Conr. 425 Seiten 
mit 263 in den Text gedruckten Figuren. Berlin 1902, Julius Springer. 

Über Wechselströme und Transformatoren existiert bereits eine Anzahl 
von Lehrbüchern. Man wird deshalb von dem vorliegenden Werke etwas 
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Besonderes erwarten und dies um so mehr, als der Verfasser am Elektro- 
technischen Institut der Hochschule in Karlsruhe ist und sein Name, meist 
in Verbindung mit Arnold und Bragstad, vielen Elektrotechnikern be- 
kannt ist. Der Verfasser selbst sagt von seinem Buche, daß es den Teil 
der Wechselstromtheorie behandelt, der für ein gründliches Verständnis der 
Starkstromtechnik nötig ist. Man findet darin wirklich eine sehr voll- 
ständige Anleitung zur Lösung fast aller in der Praxis vorkommenden 
Wechselstromprobleme. In der Behandlung des Stoffes hat der Verfasser 
seinen eigenen Weg eingeschlagen und dabei viel Fleiß entwickelt. Seine 
Ableitungen sind abstrakt (man kann deutlich den Einfluß von Bragstad 
wahrnehmen) und im allgemeinen streng. Man darf wohl behaupten, daß 
der entsprechend vorgebildete Leser beim Studium des Werkes auf seine 
Rechnung kommen wird, vorausgesetzt, daß er sehr aufmerksam liest, denn 
die zahlreichen Druckfehler erschweren das Studium des Buches. Die geringe 
Mühe, die auf das Korrekturlesen verwandt worden ist, steht in keinem 
richtigen Verhältnisse zu der Sorgfalt, mit der der Inhalt bearbeitet worden 
ist. Es ist auffallend, daß die Literaturnachweise fast gänzlich fehlen. 
Die unglückliche, leider in der Technik sehr verbreitete Bezeichnung „Phase 11 
für Wicklungszweig, wovor schon im Jahre 1895 Görges warnte (E. T. Z. 
1895, S. 751), ist auch im vorliegenden Werke aufgenommen worden. 
Unter Phase versteht man bekanntlich den Zustand eines Vorganges im 
betrachteten Zeitmoment. Der Wicklungszweig (z. B. in einer Drehstrom- 
maschine) ist nur durch die örtliche Lage charakterisiert; um eine klare 
Vorstellung zu erlangen, muß man dies auseinander halten. 

Weder aus dem Titelblatt des Buches, noch aus des Verfassers Vor- 
wort geht hervor, für welchen Leserkreis das Buch geschrieben ist; da der 
Verfasser eine gewisse Übung im physikalisch-mathematischen Denken voraus- 
setzt, wird sich der praktische Ingenieur, der gewöhnt ist, seine Vorstellung 
durch faßbare praktische Beispiele zu erhöhen, nicht leicht mit dem Inhalte 
befreunden: um so mehr Nutzen wird dagegen der Leser daraus zu ziehen 
wissen, der der theoretischen Behandlung elektrotechnischer Probleme das 
richtige Interesse und Verständnis entgegen bringt. 

Der erste Teü des Buches enthält außer einer kurzen Einleitung, in 
der die wichtigsten Grundlagen aus der Elektrizitätslehre rekapituliert 
werden, die Behandlung der für die Technik wichtigsten Wechselstrom- 
probleme, zunächst für sinusförmigo, dann für beliebige periodisch ver- 
änderliche Ströme und ein Kapitel über die Messung von Wechselströmen. 
Die Aufgaben werden analytisch und graphisch behandelt. Bei der analy- 
tischen Lösung bedient sich der Verfasser der bekannten von Steinmetz ein- 
geführten symbolischen Rechnungs weise mit komplexen Größen. Diese ist 
in Deutschland bisher wenig angewandt worden und bietet auch nichts 
wesentlich Neues. Um so interessanter ist die graphische Darstellung. 
Diese gründet sich auf drei in Julius Petersens „Methoden und Theorien 
zur Auflösung geometrischer Konstruktionsaufgaben" angegebene Operationen, 
die Multiplikation von Kurven und die Inversions- und Drehungstheorie, 
und auf zwei zuerst von Bedell und Crehore entworfene Kreisdingrarame. 
Das cino (Fig. 32) gibt den geometrischen Ort für den Endpunkt des 
Radiusvektors der Stromstärke an, wenn die E. M. K. konstant bleibt, und 
eine der beiden Konstanten des Stromkreises, ohmscher oder induktiver 
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Widerstand (Reaktanz), sich ändert, das andere (Fig. 40) den geometrischen 
Ort für den Endpunkt des E. M. K.- Vektors, wenn die Stromstärke konstant 
bleibt und sich die ohmsche (Konduktanz) oder die induktive Leitfähigkeit 
(Suszeptanz) ändert Die Methode des Verfassers führt wohl in allen 
praktisch vorkommenden Fällen zum Ziele, gibt aber nicht immer die ein- 
fachste Darstellung. So lassen sich z. B. die Diagramme der Figg. 58 und 75 
viel einfacher und übersichtlicher aufbauen. Der Verfasser hat wahr- 
scheinlich den komplizierteren Weg eingeschlagen, um den Entwurf der 
Diagramme möglichst einheitlich zu halten, und um die im 7. Kapitel 
gegebene Konstruktion zur Darstellung der Leistung und des Wirkungs- 
grades bequem anwenden zu können. Die vielen Hilfskonstruktionen 
erschweren aber namentlich dem Ungeübten den Uberbli'k, und ein großer 
('beistand in den Diagrammen des Verfassers liegt darin, daß durch Aus- 
übung der Inversion die Zeitlinie ihren Drehungssiun wechselt. Bei der im 
Abschnitt '.V2 angegebenen Konstruktion zur Bestimmung der zu zwei parallel 
geschalteten Impedanzen äquivalenten Impedanz sind die Figuren derart ver- 
zerrt gezeichnet, daß sie sich mit dem Texte nicht iu Einklang bringen lassen. 

An dem Beispiel I für Reihenschaltung S. 62 u. s. w. soll gezeigt werden, 
welchen Weg der Verfasser beim Entwurf seiner Diagramme einschlägt. 
Gegeben sind die Primärspannung 7V 0 , die Leitungskonstanten t\ und Xj 
und die Suszeptanz b 9 des sekundären Stromkreises. Wie ändort sich nun 
der Strom (7) und die sekundäre Spannung (K f ) mit der Konduktanz, 
Belastung (7,)? — Denkt man sich die primäre E. M. K. E 0 in Richtung 
der Ordinatenachse aufgetragen und zeichnet man den geometrischen Ort für 
den Endpunkt des Radiusvektors der gesamten Leitfähigkeit des Strom- 
kreises (Admittanz, y = \ <i* + derart, daß die Abszisse eines recht- 
winkligen Koordinatensystems die Suszeptanz b und die Ordinaten die Kon- 
duktanz ff darstellen, so ist diese Kurve auch zugleich der geometrische Ort 
für den Endpunkt des Stromvektors 7, (7 = 7J 0 • y, 7> 0 = const). Den geo- 
metrischeu Ort für die gesainte Admittanz des Kreises erhält man nun auf 
folgende Weise. In einem passenden Maßstabe wird vom Koordinatenanfang 
(O) in Richtung der Abszissenachse j*j bis zum Punkte /) und von diesem 
Punkte in Richtung der Ordinatenachse r t bis zum Punkte j/ aufgetragen. 
Dann stellt op' die Impedanz der Leitung dar. Zieht man nun vom Punkte p' 

in Richtung der Abszissenachse die Strecke (im selben Maßstabe wie j\ 

und r,) bis zum Punkte p'\ so gibt nach der oben zitierten Fig. 32 der 
Halbkreis über der Strecke p'p" den geometrischen Ort für den Endpunkt des 
Vektors der gesamten Tmpedanz des Stromkreises. Durch Inversion erhält man 
einen zweiten Kreis, der für den reziproken Wert der Impedanz, d. i. die 
gesamte Admittanz des Kreises odor in einem anderen Maßstabe auch für die 
Stromstärke gilt. Durch Multiplikation dieser Stromkurve mit der Impedanz 

der Leitung r t = yVj + und Drehung um den Winkel (r x , 2^) erhält 
man den geometrischen Ort für den Spannungsabfall 7-.-,; die sekundäre 
Klemmenspannung TV, wird dann durch die geometrische Differenz zwischen 
7V 0 (in Richtung der Ordinatenachse aufgetragen) und 7 • dargestellt. 
Der Verfasser hätte hier die Invorsiouspotenz derart wählen sollen, daß der- 
selbe Kreis für Impedanz und Admittanz gilt, wodurch das Diagramm sich 
vereinfacht 
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Im 7. Kapitel folgt dann die Darstellung der Verluste, der Leistung 
und des Wirkungsgrades zu den in den Kapiteln 4, 5 und 6 gezeichneten 
Diagrammen; es ist dies im wesentlichen die von Ossanna und Bragstad 
benutzte Methode. Der Abschnitt 43, in dem die Gleichungen für die 
Kupferverluste, die Leistung und den Wirkungsgrad zu den Aufgaben für 
gemischte Schaltung von Stromkreisteilen aufgestellt werden, ist etwas 
flüchtig geschrieben; denn außer einigen Druckfehlern ziehen sich drei 
weitere Fehler durch die ganze Rechnung und entstellen die Gleichungen 
(5«>), (56) und (57). 

Nun geht der Verfasser zu dem wichtigen und in diesem Buche sehr 
gründlich behandelten Gebiete der Wechselströme von beliebiger Kurvenform 
über: Darstellung einer beliebigen gegebenen Stromwelle durch eine 
Fourier sehe Reihe, Beispiele für den Einfluß der höheren Harmonischen; 
Effektivwert und Leistung. Definition des äquivalenten Sinusstromes, Be- 
deutung des äquivalenten Leistungsfaktors und seine Berechnung aus den 
E. M. Ken. und Leistungsfaktoren der einzelnen Hannonischen. Dann unter- 
sucht der Verfasser die Größe des Fehlers, der dadurch entsteht, daß man 
die Reaktanz eines Stromkreises bei beliebig verlaufender E. M. K.- Kurve 

nach der Formel x = — ^ berechnet, wobei E und / die gemessenen 

(effektiven) Werte von Strom und Spannung bedeuten und cos<p sich aus 

der Beziehung ^ ergibt; L = gemessene Leistung. Und zwar zeigt sich, 

daß der Fehler bei Stromkreisen, die nur Selbstinduktion enthalten, gering 
ist; aber bei Stromkreisen mit Kapazität sehr groß werden kann. Um die 
Kapazität aus Spannungs- und Strommessung bestimmen zu können, muß 
der zeitliche Verlauf der Spannungskurve bekannt sein. Im nächsten Ab- 
schnitte leitet der Verfasser ab, daß E ■ 1 • sin <p nicht die imaginäre Leistung 

ist, die mau erhält, weun man ^ E n • I n • sin q> n bildet, sondern daß dies 

o 

nur bei sinusförmig verlaufenden Wechselströmen zutrifft; in allen anderen 
Fällen ist die imaginäre Leistung kleiner als der Ausdruck E • I • sin <jp 
ergibt; dieser ist deshalb mit dem „Induktionsfaktor" zu multiplizieren. 
Im Anschluß hieran stellt sich der Verfasser die Frage, wann ist graphische 
Zusammensetzung der Amplituden der äquivalenten Sinusströme zulässig? 
Die Untersuchung führt zu dem Resultat, daß dies erstens immer der Fall 
ist, wenn die Induktionsfaktoren einander gleich sind (d. h. wenn die Strom- 
kreisteile ähnlich sind), zweitens, bei Hintereinanderschaltung von Strom- 
kreisen, dann, wenn die ohmschen Widerstände unabhängig von der 
Periodenzahl sind und alle induktiven Widerstände sich nach demselben 
Gesetze ändern; drittens, bei Parallelschaltung, wenn nur ein Kreis Reaktanz 
enthält und die übrigen Kreise nur ohmschen Widerstand. Zum Schluß 
wird noch der Einfluß der Kurvenform auf die prozentische Strom- und 
Spannungsänderung untersucht. 

Das 11. Kapitel bringt einiges über die Messung von Wechselströmen. 
Es werden beschrieben: die Joubertsche Methode und der Oszillograph von 
Duddell und Marchant zur Aufnahme des zeitlichen Verlaufes von 
Spannung und Strom; zur Messung der Effektivwerte von Spannung und 
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Strom Weicheisen - Instrumente, Hitzdraht -Instrumente, Elektrodynamometer. 
Der Verfasser hatte hier auch kurz auf die Stromzeiger nach dem Ferraris- 
schen Prinzip hinweisen sollen. Die im Abschnitt 6*2 über Leistungsmesser 
angegebene „Wattmeter"-Schaltung für große Spannungen und kleine Ströme 
und die für kleine Spannungen und große Strome sind vertauscht; man 
wird übrigens in den meisten Fallen die Schaltung anwenden, bei der der 
Strom der Spannungsspule auch die Hauptstromspule des Instruments durch- 
fließt, weil die Stromkorrektion am bequemsten und genauesten ist. Die 
im nächsten Abschnitte angegebene Methode zur direkten Messung der 
Effektiv werte von Spannung und Strom der höheren Harmonischen ist neu; 
sie soll die umständliche und ungenaue Kurvenanalyse umgehen. Leider 
erfordert diese Methode einen Hilfsgenerator, der für viele Periodenzahlen 
umschaltbar eingerichtet sein muß, und der Bau eines solchen macht kon- 
struktive Schwierigkeiten. Die im Abschnitt 65 beschriebene Methode zur 
Messung der wattlosen Komponente eines Wechselstromes ist wohl ganz 
schön ausgedacht, hat aber keinen praktischen Wert, da sie zu viel Hilfs- 
instrumente erfordert. In der Fig. 137 (S. 211) erkennt der praktische 
Ingenieur sofort, daß diese Methode nur auf dem Papiere möglich ist, in 
der Praxis sich aber nicht einführen kann. Den letzten Abschnitt widmet 
der Verfasser noch der Messung der Periodenzahl von Wechselströmen. 

Im zweiten Teile des Buches werden die Ein- und Mehrphasen- Trans 
formatoren, die Theorie der Mehrphasenströme und die der Fernleitung vou 
hochgespannten Wechselströmen behandelt. Eine eigenartige Disposition! 
Warum sind die Mehrphasenströme nicht im ersten Teile, im Anschluß an 
die Theorie der Wechselströme behandelt worden? Eine gewisse Analogie 
zwischen Transformator und Arbeitsübertraguug ist wohl kein hinreichender 
Grund, diese aus dem ersten Teile, der von der Theorie der „Wechselströme" 
handelt, auszuschließen; vielleicht wäre hier ein dritter Teil am Platze gewesen. 

Nachdem die physikalischen Vorgänge in den Einphasentransformatoren 
erklärt worden sind, wird durch Differentialgleichungen nachgewiesen, daß 
man sich jeden Transformator durch eine „äquivalente Stromverzweigung" 
ersetzt deuken kann und sich deshalb alle Hechnungen auf die in den 
Kapiteln 4 bis 6 behandelten Aufgaben zurückführen lassen. In der Fig. 146 
eutwirft der Verfasser ein vollständig falsches Bild der Kraftröhren eines 
Manteltransformators. Dann folgen die Transfonnatordiagramme für kon- 
stanten Kraftfluß, konstante Sekundärspannung und konstante sekundäre 
Stromstärke. In diesem Kapitel hätte der Verfasser auf die in der Literatur 
eingeführten Streuungskoeffizienten eingehen sollen. 

Im 14. Kapitel weiden die Mehrphasensysteme besprochen. Es wird 
die topographische Darstellung von Potentialen erläutert, die Bestimmung 
des Spannungsuüttelpuuktes eines Sterusystems und die Bestimmung des 
Spannungsabfalles von beliebig belasteten Mehrphaseusystemen besprochen. 
Diese Abschnitte sind nicht sehr klar behandelt; bei Bestimmung des 
Spannungsabfallcs wird sogar in der Fig. 169 eine falsche Konstruktion 
angegeben. Die folgenden Abschnitte über die Umwandlung von Dreieck- 
schaltung und anderen Kombinationen in Sternschaltung sind sehr aus- 
führlich. Das 16. Kapitel beschäftigt uns mit der Leistung von Mehr- 
phasenströmen und mit den Meßmethoden. Endlich folgt noch eine Be- 
trachtung über die höheren Harmonischen in Mehrphasensystemen. 
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Das 18. Kapitel handelt von der Theorie der Mehrphasentransformatoren. 
Zunächst beschreibt der Verfasser die verschiedenen Anordnungen des Eisen- 
körpers für drei- und zweiphasige Systeme. Iu der Fig. 196 gibt er eino 
magnetische Anordnung, die ganz verfehlt zu sein scheint, da hier bei dem- 
selben maximalen Kraftfluß wie für die in den Figuren 194 und 199 dar- 
gestellten allgemein gebräuchlichen Typen der ca. 1,3 fache Eisen Verlust 
auftritt. Es ist auch unzulässig, für die Anordnung Fig. 196 die im Ab- 
schnitt 92 angesetzten Gleichungen zu schreiben. In diesem und in den 
folgenden Abschnitten werden die Differentialgleichungen für Transformatoren 
mit symmetrischem und unsymmetrischem Eisenkörper aufgestellt, und au 
einigen Beispielen wird gezeigt, welchen Einfluß der unsymmetrische Aufbau 
auf Leerlaufstromstärke und Effektverbrauch in den einzelnen Wicklungs- 
zweigen hat. Die Methode, die der Verfasser hier einschlägt, ist wohl 
korrekt, aber wenig übersichtlich, und es macht Mühe, sich in den Gedanken- 
gang des Verfassers zu versetzen. 

Im nächsten Kapitel wendet sich der Verfasser zu den in Trans- 
formatoren und ähnlichen Apparaten auftretenden Verlusten. Bei der 
Besprechung der Hysteresisverluste gibt der Verfasser auch einen Auszug 
von den Arbeiten von Max Wien über die Hysteresisverluste bei höheren 
Periodenzahlen. Sehr nützlich ist der Abschnitt über den Einfluß der 
Spannungskurve auf die Eisen Verluste, der in der Praxis noch immer zu 
wenig beachtet wird. Eine Untersuchung über „die Wahl der Querschnitte 
des magnetischen Kreises" ist sehr unklar, die Bedingungen sind dann nicht 
scharf ausgesprochen. Es werden auch stillschweigend zwei Voraussetzungen 
gemacht (die Induktion ist gleichmäßig über den Querschnitt des Eisen- 
körpers verteilt, die geometrische Länge des Eisenkörpers ist identisch mit 
der Länge der Kraftröhre), die nicht zutreffen; deshalb kann auch das 
Resultat, zu dem der Verfasser kommt, nicht allgemein gelten. 1 ) 

Die Verluste in der Wicklung werden leider sehr kurz behandelt. 
Auf die zusätzlichen Verluste durch Wirbelströme (sogenannte Strom- 
verdrängung) geht der Verfasser nur flüchtig ein; er gibt eine Tabelle, die 
den Einfluß der zusätzlichen Verluste durch Wirbelströme bei einigen Trans- 
formatoren erkennen läßt, leider fehlen hier die Wicklungsangaben der 
betreffenden Apparate, ohne die die Tabelle wenig Wert hat. 

Nun untersucht der Verfasser, wie das Verhältnis zwischen Eisen- und 
Kupferverlusten zu wählen ist, damit bei gegebener Leistung der Wirkungs- 
grad des Transformators ein Maximum wird. Die Richtigkeit des Resultats 
(Kupferverluste — Wirbelstromverlust -f 0,8 Hysteresisverlust) ist von anderer 
Seite angezweifelt worden, jedoch mit Unrecht; dagegen die Folgerung, daß 
diese Verteilung der Verluste auch die beste Ausnützung des Materials 
ergibt, ist unvermittelt. In der Praxis liegt gewöhnlich die folgende Auf- 
gabe vor: gegeben ist ein Eisenkörper; wie muß das Verhältnis zwischen 
Kupfer und Eisenverlusten gewählt werden, damit man, wenn Leistung und 
Wirkungsgrad vorgeschrieben sind, mit möglichst wenig Aufwand an Kupfer 
auskommt? Eine genaue Untersuchung führt zufällig zu demselben Resultat 
wie die vom Verfasser gelöste Frage. Zuletzt wird noch festgestellt, bei 



1) Vergl. auch: E.T.Z. 1903, S. 710, Der Einfluß der KraftHnienverteilung 
in einem Kisenring auf die Verluste durch Hyateresia und Wirbelgtrömc. 
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welcher Belastung der Wirkungsgrad eines Transformators oin Maximum ist; 
eine Frage, die mit den beiden soeben angeführten nichts zu tun hat und 
auch ein anderes Resultat ergibt (Kupferverlust = Leerlaufsverluste). 

Das 20. Kapitel enthält eine Zusammenstellung von zahlreichen Formeln 
zur Berechnung von Selbstinduktion und Kapazität der verschiedenen Leitungs- 
anordnungen, dieselbeu lassen sich aber ohne weiteres nicht alle praktisch 
anwenden. Im letzten Kapitel wird dann die Fernleitung von hoch- 
gespannten Strömen behandelt. Nach Besprechung der physikalischen Er- 
scheinungen wird die Differentialgleichung für eine Doppelleitung aufgestellt 
und die graphische Methode von Breisig zur Bestimmung der Spannungs- 
und Stromverteilung boschrieben. Zum Schluß weist der Verfasser noch 
auf das äquivalente Schema einer Arbeits Übertragung hin, wodurch man die 
Behandlung solcher Probleme auf die im Kapitel 6 besprochenen Strom- 
vorzweigungen zurückführen kann. 

Wenn man von der Verwendung des Werkes als Nachschlagebuch 
absieht, und ein solches soll es ja wohl auch nicht sein, dann kann es 
angelegentlichst empfohlen worden; denn es bietet sich darin eine Fülle von 
wissenschaftlichem Material. Allerdings darf man das Buch nicht lesm, 
man muß es kritisch shuHinti. Der etwas abstrakte Inhalt verlangt ein 
selbständiges Denken des Ijesers, der Durchschnittsstudent wird beim Studium 
dieses Buches nicht weit kommen. Aus diesem Grunde wird auch der Wert 
des Werkes durch die zahlreichen Druckfehler und durch einige Irrtümer 
nicht in dem Maße herabgesetzt, wie bei anderen Lehrbüchern. Bei sorg- 
fältigem Studium decken sich im vorliegenden Buche die meisten Fehler 
von selbst auf. 

Charlottenburg, 2G. April 1904. Rudolf Richte«, Ingenieur. 



Schlömilohs Handbuch der Mathematik. 2. Aufl. Herausg. von H. Henke 
u. R. Heger 1904. Leipzig, J. A. Barth. l.Band: Elementarmathematik, 
611 S., bearb. von R. Henke. 

Die fJliederung ist die übliche: Arithmetik und Algehra, Planimetrie, 
Trigonometrie, Stereometrie. Es soll zum Selbstunterricht und zum „Anhalt" 
für junge Lehrer dienen. Beim ersten Zweck, den der Verf. bevorzugt zu 
haben scheint, ist wohl au einen niederen Techniker gedacht, der sich zur 
höheren Technik hinaufarbeiten will, den anderen Zweck scheint der Herr 
Bearbeiter zu bevorzugen. Nun ist es immer mißlich zwei Hasen, die nach 
verschiedenen Richtungen laufen, zu gleicher Zeit nachjagen zu wollen, und 
dies bewahrheitet sich auch hier. Ich sproche es gleich kurz und klar aus, 
ich möchte, bei aller Reichhaltigkeit des Inhalts und vielen hübschen Einzel- 
heiten, nicht wünschen, daß sich ein junger Lehrer an dieses Werk „halt". 
Verf. sagt, daß er „das praktisch pädagogische Bedürfnis in den Vorder- 
grund stellt, selbst auf Kosten der strengen und subtilen Vertiefung der 
(i rundbegriffe der Elementarmathematik, wie sie von der Warte der höheren 
Mathematik gesehen, manchem notwendig erscheinen möchte.' 4 Der Herr 
Verf. seheint mir hier den Lehrer mit dem Schulknaben verwechselt zu 
haben! Ref. ist gewiß kein Freund der „Neuscholastik" für die Schüler, 
wie seine Methodik und sein Brief an Herrn Kloin beweisen, und zwar auf 
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Grund eigener Versuche, aber für den jungen Lehrer gibt es überhaupt 
nichts, was so wichtig wäre wie die Kenntnis der gewaltigen Arbeit auf 
dem Gebiet der Grundbegriffe, wie sie sich, von Kant, Gauß, Bolzano und 
Weierstraß ausgehend, in der letzten Generation vollzogen hat. Ref. hat 
den Eindruck, als ob diese ganze Arbeit der letzten 30 Jahre dem Verf. 
entgangen sei. Aber selbst vom Standpunkt des jungen Technikers etwa um 
zwanzig herum, erscheint mir in den Grundlagen vieles recht bedenklich. 
Es gibt eine ganze Anzahl ernster Naturen, die mit festem Willen ein 
Buch zu verstehen, an dasselbe herantreten, und die nicht weiter kommen, 
wenn sie irgendwo zum Stillstand gezwungen sind. 

Zunächst die Arithmetik. Da fehlt jeder Hinweis auf den Ursprung 
der Anzahl als Verkehrsmünze unter den Komplexen, auf den Ursprung der 
Rechenoperationen ans der Notwendigkeit Zeit zu schonen; nicht einmal die 
Grundlage der ganzen Arithmetik: Einheit und Vielheit sind subjektive Be- 
griffe, auf dem u. a. Multiplikation und Bruchrechnung beruhen, ist aus- 
gesprochen. Der psychologische Ursprung der Zahl aus der Funktion des 
Vergleichens ist nicht einmal angedeutet, und das rächt sich sofort bitter 
bei der Subtraktion, die nur verstanden werden kaun, und mit ihr die Null 
und die negativen (gestrichenen) Zahlen, wenn ihre Zcrfällung in Ver- 
gleichung, Verminderung und Trennung klar gestellt ist. Es folgt § 2 Null und 
negative Zahl. „Es werden sämtliche vorhandene Einheiten weggonommen, 
so daß auch nicht eine übrig bleibt. Man bezeichnet dieses Resultat durch 
0 (Null). Die Null ist hiernach (siel) nicht etwa eine Bezeichnung für 
Nichts." Ich möchte wohl wissen, was sie sonst wäre, diese Null der Weg- 
nahme! Null ist vielleicht der komplizierteste Begriff der Mathematiker, 
und ich verweise hierfür auf meine Methodik. Jetzt folgt nun die nicht 
minder unbefriedigende Einführung der negativen Zahlen. „Von Zahlen kleiner 
als Null" kann man erst reden, wenn die Null aufgefaßt ist als Bezeichnung 
des Normalen, wie der Normalhöhe des Pferdes bis zum Widerrist, der des 
Wasserspiegels, der Temperatur etc. Es folgt der Bruch. Da ist dem 
10 — 11 jährigen Quintaner gegenüber nur eins möglich, sich in Ausführung 
des angeführten Grundprinzips auf den Begriff der Teileinheit zu stützen, und 
danach ist der Bruch eine Größe, wobei die Qualität der Haupteinheit, als 
bekannt, nicht weiter erwähnt wird etc. Was nuu überhaupt „die allmähliche 
Abstreifung der Beschränkung des Zahlbegriffs" betrifft (E. E. Kummer), 
welche den wesentlichen Inhalt unserer elementaren Arithmetik ausmacht, 
so ist für einen erwachsenen Menschen der rein formale Weg, wie ihn auch 
wieder H. Weber in seiner Algebra und in seiner Encyklopädie eingeschlagen 
hat, der einzig angezeigte, um so mehr, da man ihn bei der Irrationalzahl 
und den Komplexen doch nicht entbehren kann. Was soll man ferner zu 
einem Satz wie S. 50 sagen: „Weil aber die Erklärung der Rechnungsarttin 
etc. unabhängig ist von der Anzahl der Teile etc., so müssen sie auch gültig 
bleiben, wenn diese Anzahl unendlich wächst"? Paradoxien des Unendlichen 
existieren also für den Herrn Bearbeiter nicht. Bei der letzten Erweiterung, den 
komplexen Zahlen, findet sich der Passus: „Im eigentlichen Wortsinne sind reell 
nur die aus der Erfahrung gegebenen natürlichen Zahlen, alle andern sind 
imaginär, denn sie sind nur abstrakte Begriffe etc.". Hat der Herr Verf. 
schon einmal eine natürliche 3 sinnlich wahrgenommen? Ich könnte diese 
Bemerkungen noch sehr erheblich ausdehnen; aber ich denke, es genügt 

Arohiv d»r N»th«mitfk tui.l Phyrik. III R«th.<. IX. 20 
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Im 2. Teil, der Planimetrie, steht es um die Grandbegriffe nicht besser. 
Verf. geht, was ich durchaus billige, vom Körper zur Flache, von der Flache 
zur Linie etc. „Die Flache, als das zweien physichen Körpern Gemeinsame, 
ist der eigentliche geometrischen Grundbegriff; als selbständiges Raum- 
gebilde im Wege der Idealisierung im Sinne Kleins, kann sie auch ein- 
seitig sein, wie das Listing-Möbiussche gebogene Rechteck. Verf. definiert 
die Ebene; er sagt zwar § 1, 4 vorsichtig, die Ebene ist eine Flache, aber 
in der Stereometrie bezieht er sich ausdrücklich auf 1, 4 als Definition der 
Ebene. Das 3. Axiom der Ebene: Teilung des Raumes in zwei getrennte 
Teile (Dreidimensionalitat) wird nirgends erwähnt. 

Im höchsten Grade rückständig ist die Auffassung des Winkels. Unter 
den vielen schlechten Definitionen, die man bei Schotten nachlesen möge, die 
schlechteste: der Richtungsunterschied. Und diese Differenzen des schlecht- 
hin unerklärlichen Grundbegriffs, in den nicht nur der Raum, sondern auch 
noch die Zeit eingeht, werden addiert und subtrahiert, und damit wird be- 
wiesen, daß Scheitelwinkel gleich sind. Dann die Parallelentheorie! „Unter 
den verschiedenen Lagen der bewegten Geraden „muß" hiernach „eine" sein". 
„Man darf es als einleuchtend betrachten, daß in dieser Lage beide Gerado 
keinen Punkt gemeinsam haben." Also Verf. glaubt im Grunde, er könne 
das Parallelenaxiom beweisen, er weiß aber doch, daß die Sache ihren 
Haken hat, und so folgt nach dem Beweise das Axiom! Als Folge des 
Parallelenaxioms erscheinen die Sätze von der Eindeutigkeit des Lotes, deren 
erster für alle Geometrien gilt, während der zweite nur die Unendlichkeit der 
Geraden fordert. Unbegrenzt und Unendlich sind ihm S. 212 gleichwertig usf. 
Dann kommt der Verf. zu seiner Erleichterung in die Materie hinein; höchst 
verständig spricht er das Prinzip aus, Figuren, deren bestimmende Stücke 
gleich sind, stimmen in allen Stücken überein, um gleich darauf die Kon- 
gruenzsätze durch Bewegung zu beweisen. Er stellt ohne jeden Grund den 
seit Legendre zweiten, der bei Euklid mit Fug und Recht der dritte ist, 
voran. Überhaupt ist die Anordnung auch ein schwacher Punkt des Buches. 
Die Parallelogramme müssen sich an den Parallelismus anschließen, den es 
endlich an der Zeit wäre auf den Winkelsummensatz zu begründen. Den 
Transporteur darf der Schüler nicht vor § 32 gebrauchen. Die direkten Kon- 
struktionen (geom. Ort) kommen hinter den indirekten; der Pappusschc Satz, 
von dem der Pythagoras ein Spezialfall ist, und der nichts als den Satz 
über die Flächengleichheit der Parallelogramme erfordert, wird als Verall- 
gemeinerung des Pythagoras geboten etc. 

Am einwandsfreiesten ist noch die Trigonometrie. Ref. stellt zwar das 
Additionstheorem mit Rücksicht auf die Tabelle in den Vordergrund, gibt 
sofort die allgemeine Definition der zyklischen Funktionen, wobei er sec und 
cosec sich und den Schülern schenkt; aber auch die gut mittelalterliche 
Entwicklung der trigonometrischen Formeln aus der Dreiecksgeometrie läßt 
sich rechtfertigen. Der Verf. hätte dabei das Additionstheorem wie Nasir 
Eddin und Caucby durch die Zerschneidung des Dreiecks mittels der Höhe 
ableiten können. In der Stereometrie ist die Trennung der Ecken und des 
sphärischen Dreiecks Luxus, die Einschränkung der Volumenberechnung 
durch das Cavalierische Prinzip ist durchaus zu billigen; doch würde Ref. die 
Integratiousmethode für Pyramide und Kugel als Konsequenz des Cavalieri- 
schen Grundgedankens vorgezogen haben. Summa Summarum: Ref. vermag 
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nicht einzusehen, was den auf seinem eignen Gebiet so geschätzten Verf. zu 
der Wiederbelebung des alten Schlömilch-Reidtscben Werkes veranlaßt hat 



SchlömilchB Handbuch der Mathematik. 2. Aufl. 2. Band I. Teil. 
Leipzig 1904, J. A. Barth. 

Der ganze Band ist von Herrn Heger bearbeitet; die Vorrede gibt 
die Änderungen an. Am Schluß erwähnt der Verf., daß er soviel wie 
möglich Fremdwörter vermieden hat, d. h. er hat die internationalen 
technischen Ausdrücke durch fremde Wörter ersetzt. 

1. Buch: Darstellende Geometrie. Die Lektüre wurde dem Ref. durch 
die sprachlichen Neubildungen erschwert. Die Darstellung ist einfach, die 
Figuren sind deutlich, das Buch ist für Schüler und Lehrer brauchbar. Die 
Berührungskugeln des Vierecks im Raum sind wohl schon früher von Neuberg 
und anderen ausgiebig behandelt worden. 

2. Buch. Analytische Geometrie der Ebene; sie hat dem Ref. wenig zu- 
gesagt. Die Klarstellung des Grundgedankens ist nicht klar, die bedeutendste 
neuere Auffassung, das Dualitätsprinzip, nicht scharf herausgearbeitet. 
Das was die Geometrie der geraden Linie erschwert, die Festsetzungen, die 
zur Eindeutigkeit führen, die bilden die einzige Schwierigkeit, und da hat 
sich's Verfasser leicht gemacht; Ref. muß gestehen, daß ihm die grundlegende 
Festsetzung § 2, 4 S. 112 nicht klar geworden ist. Wunderlich ist auch, 
wie Ref. schon beim 1. Band bemerkte, die Anordnung. Der Kreis hinter 
den Kegelschitten, die generelle Erklärung der C hinter der speziellen usw. 
Die Kurven 3. Ordnung sind, ich glaube zum ersten Mal, in einem für 
Anfänger bestimmten Buch, allgemein und ausführlich behandelt. 

3. Buch: Analyt. Geometrie des Raumes hat den Ref. weit mehr be- 
friedigt. Vermißt hat er die Plückerschen Koordinaten, ihm persönlich die 
angenehmsten, die Reyeschen Axen, den Linienkomplex. Dafür haben die 
Raumkurven dritter Ordnung eine eingehende Berücksichtigung gefunden. 

4. Buch: Differentialrechnung. Die Eigenart des wackeren, alten 
Schlömilch, der ein sehr geschickter Rechner war, ist erhalten geblieben. 
Die Definition der Stetigkeit gibt man jetzt schärfer und macht von vom 
herein aufmerksam, daß aus der Stetigkeit noch nicht die graphische Dar- 
stellbarkeit folgt, sondern dazu der Funktionsbegriff eine weitere Einschränkung 
erleiden muß. Die Singularität von 1 jx — 2 für x = 2 , sowie die von 
lg x für n/2 tritt erst bei komplexer Variable hervor, da wir für reelle Zahlen 
— oo = -f- oo setzen, wie — 0 = 0. Aber von solchen und ähnlichen 
kleinen Ausstellungen, die zum Teil geradezu Geschmackssache sind, abgesehen, 
ist dieses Buch für beide Zwecke des Herrn Herausgebers recht brauchbar. 
An Druckfehlern hat Ref. nur bei Fig. 123 Buchstabe A als fehlend be- 
merkt und den Strich von p; sowie auf S. 751 Z. 1 Y statt S. Die Aus- 
stattung ist eine vorzügliche, der Verleger hat wahrlich keine Kosten ge- 
scheut. 



Straßburg i. E. 



Max Simon. 



Straßburg 1904. 



Max Simon. 
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K. Hensel und 0. Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Variabein und ihre Anwendung auf algebraische Kurven 
und Abel sehe Integrale. XVI u. 707 S. gr. 8°. Leipzig, B. G. Teubner. 

Daß die Wissenschaft häufig auf gewundenen Pfaden zu ihrem Ziele 
gelangt, daß namentlich der systematische Ausbau einer einzelnen Disziplin 
erst nach weiten Umwegen sich vollzieht, dafür liefert die Theorie der 
algebraischen Funktionen ein klassisches Beispiel. Ein Bericht über die 
Entwicklung dieser Theorie, an welcher Arithmetik, Algebra, Funktioneu- 
theorie und Geometrie ihren Anteil haben, ist von Brill und Noether in 
den Jahresberichten der Deutschen Mathematikervereinigung 1894 gegebeu 
worden; an einem Lehrbuch, welches die verschiedenen Methoden zu einem 
organischen Ganzen verband und eine im wesentlichen vollständige Dar- 
stellung der Theorie gab, hat es bislang gefehlt. Diesem Mangel wird durch 
die Vorlesungen von Hensel und Landsberg abgeholfen. Von welchen 
Gesichtspunkten die Verfasser ausgingen und welches Ziel sie sich gesteckt, 
haben sie in einem Vor- und Nachwort ausführlich dargelegt, welchen wir 
hier einige besonders charakteristische Sätze entnehmen: „Im Laufe der 
letzten vierzig Jahre hat sich den Forschern, zuerst durch die Arbeiten 
von Weierstraß, Kronecker, Dedekind und Weber, mehr und inehr 
die Überzeugung aufgedrängt, daß der leichteste und sicherste Eingang in 
diese Theorie durch eine wesentlich arithmetische Betrachtung der rationaleu 
und der algebraischen Funktionen gewonnen werden kann, selbstverständ- 
lich unter organischer Einführung der hierher gehörigen Resultate aus der 
Funktionentheorie .... Es war unser Wunsch, der arithmetischen Theorie 
neben der ihr von Natur eigentümlichen Strenge und Allgemeinheit auch 
diejenige Geschmeidigkeit zu geben, welche sie vor Einseitigkeit, bewahrt 
und für die Erfüllung der zahlreichen ihr obliegenden Aufgaben fähig macht . . . 
Eine in diesem Sinne ausgestaltete arithmetische Theorie vermag nach unserer 
Meinung ohne Mühe überhaupt jede Bereicherung in sich aufzunehmen, die 
ihr von irgend einer Seite zugeführt wird. 41 

Diesen Anschauungen entsprechend, welchen wohl die Mehrzahl der 
heutigen Mathematiker zustimmen dürfte, ist die arithmetische Richtung, 
die jüngste unter aDen, die vorherrschende, und zwar sind es namentlich 
die Methoden von Dedekind und Weber, welche die Verfasser auf- 
genommen, im einzelnen weiter durchgebildet und fortgeführt haben; diese 
bilden das feste Gerüst, auf welches die andern Bichtungen der Theorie 
sich stützen. Ihren Ausgangspunkt nehmen jedoch die Vorlesungen von 
den elementaren funktionentheoretischen Eigenschaften der algebraischen 
Funktionen, wobei Riemannsche und Weierstraßsche Anschauungen in 
gleicher Weise Berücksichtigung fiuden. Erst nachdem die Untersuchungen 
soweit geführt sind, daß durch Angabe der charakteristischen Eigenschaften 
der algebraischen Funktionen ihre Stellung im Bereiche der analytischen 
Funktionen gekennzeichnet und die Bedeutung des zu einer Riemannschen 
Fläche gehörigen Funktiouenkörpors auseinandergesetzt ist, setzen jene arith- 
metischen Theorien ein, welche speziell auf dio vorliegende Funktionen- 
klasse zugeschnitten sind und in ihrem ersten Teil im wesentlichen eine 
Übertragung des von Kummer, Kronecker und Dedekind für die Zahlen- 
theorie geschaffenen Prinzips der idealen Faktoren auf das Gebiet der 
algebraischen Funktionen darstellen. 
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Der wesentliche Unterschied dieser Anordnung von der von Dedekind 
und Weber befolgten entspricht den verschiedenen Zwecken der Schriften. 
Bei Dedekind und Weber steht die Forderung der Reinheit der Methode 
im Vordergrunde, jede mit Stetigkeitsvoraussetzungen behaftete Deduktion, 
insbesondere jede geometrische Veranschaulichung ist geflissentlich vermieden; 
und wenn der Begriff des Punktes eingeführt wird, so geschieht dies in so 
abstrakter Form, daß die Gefahr einer unrichtigen oder auch nur der 
Methode zuwiderlaufenden Verwendung geometrischer Vorstellungen aus- 
geschlossen wird. Dieser prinzipielle Standpunkt erscheint gewissermaßen 
als Reaktion gegen die in der älteren Riemannschen Theorie üblichen, auf 
angebliche geometrische Evidenzen sich stützenden Beweisführungen. Bei 
einem Lehrbuch, welches tiefergehendes Interesse für den Gegenstand erst 
erwecken soll, nicht schon voraussetzen darf, würde eine solche abstrakte 
Einführung das Eindringen in die Theorie nur unnötig erschweren. Das 
hier von Anfang an benutzte Hilfsmittel der Reihenentwicklung hebt diesen 
übelstand, ohne darum die Strenge der Deduktion irgendwie zu beein- 
trächtigen. Auch wird der Leser, wenn, wie es hier geschieht, die prinzi- 
piellen Verschiedenheiten der Methoden deutlich hervorgehoben werden, bald 
selbst fühlen, welche Hilfsmittel wesentlich, welche entbehrlich sind, wenn 
man den Zusammenhang mit der Theorie der analytischen Funktionen lösen 
will. Aus ihrer Verbindung mit dieser erwächst aber der arithmetischen 
Theorie außer ihrer konkreten Gestaltung uueh noch die Anregimg zu 
mannigfacher weiterer Durchbildung, welche zu einer Reihe sehr bemerkens- 
werter Sätze führt. Unter diesen seien zwei hervorgehoben, von denen der 
eine sich auf die Elementarteiler der zu einem Modul gehörigen Matrizen 
bezieht, der andere ein Kriterium liefert, durch welches die Ideale aus der 
Gesamtheit der Moduln ausgesondert werden. 

Die arithmetischen Theorien, welche als das wichtigste Resultat den 
Riemann -Roch sehen Satz liefern, bilden den zweiten und dritten Teil der 
Vorlesungen. Diesen schließt sich am engsten der sechste Teil an, wo die 
tiefer liegenden Untersuchungen über die Abelschen Integrale bis zur Auf- 
stellung des Abelschen Theorems und der Formulierung des Umkehrproblems 
fortgeführt werden. Der vierte und fünfte Teil sind der Theorie der alge- 
braischen Kurven gewidmet. Diese wird von vornherein ohne jede verein- 
fachende Voraussetzung entwickelt, und so werden auch die Plück ersehen 
Formeln in ihrer allgemeinsten d. h. für jeden beliebigen speziellen Fall 
gültigen Fassung gegeben. Es zeigt sich, daß, nachdem einmal durch die 
vorangehende arithmetische Theorie eine sichere Basis für die Behandlung 
der algebraischen Kurven geschaffen ist, die vollständige Durchführung dieser 
Aufgabe nicht nur möglich ist, sondern sich auch durchaus übersichtlich 
gestaltet. Eine Reihe neuer Untersuchungen, wie über Kurven im Raum 
von drei und mehr Dimensionen, finden sich auch in diesen Teilen des 
Werkes. 

Es können hier die Leistungen der Verfasser nicht in allen Einzel- 
heiten aufgeführt werden; denn wir finden auf Schritt und Tritt selb- 
ständige Arbeit, sei es, daß es sich um ganz neue Untersuchungen handelt 
oder solche, die bereits vorhandene ergänzen und abrunden, oder endlich um 
neue Darstellung bekannter Resultate. Häufig wird durch eine scheinbar 
geringfügige formale Änderung die wahre Bedeutung eines Ergebnisses erst 
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in das rechte Licht gesetzt. So gilt nach der Ausdehnung des Begriffs der 
Divisorenklassen auf gebrochene Divisoren der einfache Satz, daß die den 
Ab eischen Integralen entsprechenden Divisoren (Differontialteiler) in ihrer 
Gesamtheit genau eine Klasse konstituieren. Dieses Resultat findet sich im 
Grunde genommen auch bei Dedekind und Weber, aber durchaus nicht 
in dieser einfachen Fassung. 

Zu den rein wissenschaftlichen Vorzügen des Werkes gesellen sich noch 
eine klare Darstellung und sorgfaltig gewählte Ausdrucksweise, durch die 
sich wohl jeder bei der Lektüre angezogen fühlt. So steht denn zu hoffen, 
daß der Wunsch der Verfasser, ihr Interesse und ihre Liebe für dieses 
schöne Gebiet mathematischer Forschung ihren Lesern mitzuteilen, bei recht 
vielen sich erfüllen werde. 

Berlin, Juli 1904. E. Steinitz. 



A. Loewy. Versicherungsmathematik. Sammlung Göschen Bd. 180. 
145 S. 

Das für seinen geringen Umfang recht inhaltreiche Werkchen gibt in 
Anlehnung an das bekannte Zillmersche Lehrbuch eine Einführung in die 
Elemente der Lebensversicherungsmathematik — nicht der Versicherungs- 
mathematik im allgemeinen, wie es nach dem Titel den Anschein hat. Den 
Hauptgegenstand der Darstellung bildet die Entwicklung der einmaligen und 
jährlichen Prämien sowie der Prämienreserven für die Versicherung auf das 
Leben einer einzelnen Person, während der Versicherung auf verbundene Leben 
vernünftigerweise nur ein kurzer Raum gewidmet ist. Vorausgeschickt wird 
eine kurze Einleitung über Umfang und Bedeutung des Versicherungswesens 
sowie zwei Kapitel über Zins und Sterblichkeitsmessung. In einem späteren 
Abschnitte rindet man einige recht interessante Angaben über die Brutto- 
prämien; wobei man Gelegenheit hat zu bemerken, wie mechanisch und 
unwissenschaftlich vielfach diejenigen Methoden sind, nach denen einige 
Lebensversicherungsgesellschaften ihre Tarifprämien aus den „mathematischen" 
Nettopräniien konstruieren. Daß die Zillmersche Methode der Prämienreserve- 
berechnung von dem Verfasser etwas stiefmütterlich behandelt worden ist, 
mag darauf zurückzuführen sein, daß die über diesen Gegenstand in jüngster 
Zeit veröffentlichten Schriften anscheinend nicht mehr benutzt werden konnten; 
immerhin wäre es interessant gewesen zu erfahren, was der Verfasser gegen 
jene Methode einzuwenden hat, auch wenn es (vgl. S. 126) „nichts Wesent- 
liches" gewesen wäre. 

In stilistischer Beziehung weist die Darstellung mannigfache Uneben- 
heiten auf; Wendungen wie „Möglichkeiten, die sich als gleichmöglich er- 
weisen" (S. 26), „Rentenempfänger von sciten des Versicherten" (S. 78) 
hätten vermieden werden sollen. 

Mannheim. B. Oster. 
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1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 
A. Aufgaben und Lehrsätze. 

130. Die Anzahl der Schnittpunkte der Diagonalen eines konvexen 
n-Eckes betragt im Innern desselben ("), während die verlängerten Dia- 
gonalen sich außerhalb des konvexen »-Eckes in - • f 3 ) Punkten schneiden. 

Hierbei ist ein Punkt, in dem sich r Diagonalen schneiden, ^-mal zu zählen. 
Aussig, Böhmen. A. Krüg. 

131. Verallgemeinerung der Aufgabe 109 (Bd. VIII, S. 173) (W. Franz 
Meyer). Sind r und n ganze positive Zahlen oder auch Null, so läßt sich 
bekanntlich jede Primzahl p (ausgenommen 2) nur auf eine Art auf die 
Form p — 2 r * 1 (2w + 1) + 1 bringen. 

Es sei die quadratische Kongruenz vorgelegt 

(1) = D (modi>). 

Ist N ein beliebiger Nichtrest modulo jj, so gibt es stets eine ganze Zahl A, 
welche der Ungleichung genügt: 

0 £ i £ 2 r — 1 , 

und für welche 

(2) D'" +1 = N u V" + l >(modp). 

Ist bei gegebenem Beste D und beliebig angenommenem Nichtreste N hier- 
aus X gefunden, so ist die Lösung der quadratischen Kongruenz (l): 

(3) x =±N-W»+ i )D"+ i (mod p). 

Aussig, Böhmen. A. Krug. 



132. Durch eine einfache geometrische Betrachtung gelangt man zu 
folgendem Satze: 

Wenn man von allen Punkten P einer Kreisevolvente aus auf den 
Normalen eine beliebig gewählte konstante Strecke bis N und auf den 
Tangenten nach der Seite, wo die Spitze liegt, den Radius des Grund- 
kreises bis T abträgt, so umhüllt die Gerade NT die Evolvente eines 
anderen Kreises. Sein Hittelpunkt fällt mit dem des ersten zusammen, sein 
Radius ist gleich der Projektion von PT auf NT. 

Breslau. M. Peche. 
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B. LOsungen. 

Zu 111 (Bd. Vin, S. 262) (St. Jolles). — In 111 war von dem 
Unterzeichneten die Aufgabe gestellt worden, zu beweisen, daß die Komplexe 
eines Büschels linearer Komplexe eine Hegelschar II. Ordnung, die keinem 
von ihnen angehört, in den Strahlenpaaren einer Involution schneiden. Ich 
gestatte mir im folgenden einen einfachen Beweis dieses Satzes anzugeben. 

Einem Strahle / des Raumes, der nicht zur Tragerkongruenz C\ eines 
Büschels [C, 1 ] linearer Komplexe gehört, sind durch dio Komplexe von [Cf] 
die Strahlen einer zu | C[ ] projektiven durch l gehenden Hegelschar 
II. Ordnung 9t 2 zugeordnet. Ist / <ün Leitstrahl der gegebenen Hegelschar 

II. Ordnung 9t s , so schneiden sich beide Regelscharen, da 9t 8 in keinem 
Komplexe des Büschels [C, 1 ] enthalten ist, noch in einer kubischen Raum- 
kurve & 5 , zu deren Bisekanten die Strahlen von iff gehören. Ein linearer 

Komplex schneidet nun eine ihm nicht angehörende Regelschar II. Ordnung 
in zwei Strahlen. Der durch einen Strahl x t der Regelschar 91* gehende 
Komplex P T des Komplexbüschels hat folglich mit 91* noch einen 

Strahl x % gemein. x v x s schneiden / und als Strahlen von P x auch den l 
durch r x zugeordneten Strahl l x . Er gehört zur Regelschar Ä* und ist so- 
mit eine Bisekanto von A 8 , die Strahlen x lt sind folglich diejenigen 
Regelstrahlen von R*, welche bzw. durch die beiden Schnittpunkte X lt X s 
von A" s mit l x hindurchgehen. Nun paaren aber die Regelstrahlen von 9t* 
die Punkte der kubischen Raumkurve und demnach auch die Strahlen der 
zu Ä' 3 Perspektiven Rcgclsehar 9i* involutorisch, somit schneiden die Kom- 
plexe r x des Komplexbüschels [(','] die Regelschar 9i s je in den Strahlen- 
paaren jTj, j-, einer Involution, w. z. b. w. 

Ein Büschel linearer Komplexe enthält hiernach höchstens zwei reelle 
Komplexe, welche eine keinem seiner Komplexe angehörige Regelschar 
IL Ordnung berühren. 

Halen see. Stanislaus Joli.es. 

Zu 112 (Bd. VIII, S. 262) (0. Gutsche). — Si d'un point P, on 
abaisse une perpendiculaire sur un diametre t quelconque d'une conique a 
centre, le point d'intersection de cette perpendiculaire avec le diametre 
conjugue /' a f, appartient a l'hyperbole d'Apollonius du point P relative 
a la conique. 

Cette hyperbole equilatere passe par P, par 0, par les points infinis 
des axes et par les pieds des quatre normales que Ton peut mener de P 
a la conique. 

Dans le cas d'une hyperbole, les asymptotes etant rayons doubles de 
l'involution des diametres conjugues, l'hyperbole d'Apollonius de V passe 
aussi par les pieds des perpondiculaires abaissees de P sur les deux asymp- 
totes. Si V se meut sur les hyperboles h' constituent un faisceau ayant 
pour rentres communs: 0, A et les point« infinis des deux axes. 

On sali que toute hyperbole equilatere circonscrite a un triangle passe 
aussi par son orthocentre. En supposant l'orthocentre infiniment voisin d'un 
des sommets ce qui a lieu dans le cas d'un triangle rectangle, on obtient 
aisement le theoreme suivant: 
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«La perpendiculaire abaissee sur Hiypotänuse du sommet de Taogle 
droit d'un triangle rectangle inscrit dans une hyperbole equilatere est 
tangente a rhyperbole au sommet considere». 

La circonferenee de diametre OA coupe une quelconque des hyperboles h' 
du faisceau en deux points B et C. Les angles OHA et OCA etant droits, 
les perpendiculaires abaissees de B et de C sur OA sont tangentes a 
rhyperbole d'ou le theoreme. 

Porrentruy (Suisse) 15 Juin 1905. A. Duoz-Farny. 



Zu 114 (Bd. IX, S. 188, 189) (Lösung von Otto Meissner). — Es 
heißt dort zum Schluß: „Man findet ferner, daß für keinen sonstigen Wert 

— außer für x = 2 — f s (x) durch f x (x) teilbar ist." Herr Meissner 
scheint übersehen zu haben, daß auch für j = — 24, wie aus dem Teiler 

— 143 von 429 hervorgeht, f t (x) durch f x (x) teilbar ist. Denn es ist: 
/",(-24) 715 und f t (- 24) - 5005 7 - 715. - Man ver- 
gleiche die Lösungsmethode meines Vaters auf Seite 186/87. 

Aussig (Böhmen). stud. phil. Josek Kruo. 



Zu 122 (Bd. IX, 8. 90) (G. Loria). — Die Plückerschen Koordi- 
naten derjenigen Geraden zu bestimmen, welche zwei gegebene windschiefe 
Geraden rechtwinklig schneidet. 

Unter Benutzung der Graßmannschen Methoden (vgl. mein kürzlich 
erschienenes Buch: Vorlesungen über die Vektorenrechnung , Leipzig 1905, 
B. G. Teubncr) stellt sich die Lösung wie folgt dar: Seien gegeben die 
beiden Geraden als die gebundenen Vektoren oder Stäbe 

L^il + + *i[Ee t ] + 1 t \ e x + m x \e t + n x | «?„ 

q = x^[Ee x \ + + t,[Ee M ] + /, \e x + m, | e t + « f | 

wo 

+ y x m x + ^n, =0, ^i, + y,«, + - 0. 
Entsprechend sei der kürzeste Abstand derselben dargestellt durch 
g - x[Ee x ] + y[Ee,] + t[EeJ + l | ^ + m | e, + n 

wo 

+ ym + *n = 0. 

Ich bringe zunächst zum Ausdruck, daß J) und q auf g senkrecht stehen. 
Zu dem Ende genügt es, die zugehörigen freien Vektoren 

P - + y x e % + ^e,, £ = ^ + y t e t + *,e s , 
0 - x e x + y e t + z e a 

zu betrachten. Soll g auf p und q senkrecht stehen, so ist g der Er- 
gänzung zum äußeren Produkt zwischen p und q proportional, also 

woraus 
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Will ich den Faktor % bestimmen, dann gebe ich von der Vektorgleichung 
zur skalaren über und finde g =* xpqsxna, also 



l 

X = ; , 

pqnna 1 



wenn p, g, g die Längen der Vektoren p, q, g und a den Winkel (p, q) 
bezeichnen. Hiermit sind drei der Plückerschen Koordinaten gefunden. 

Nunmehr drücke ich aus, daß der Stab g die Stäbe p, q schneiden 
soll. Die Bediugung dafür lautet, daß die aus g mit p bzw. q gebildeten 
Tetraeder den Inhalt Null haben müssen: 



oder 



0, 
ü. 



Bf» =* 0, gq = 0 

xli + y w, + zn x + /arj + wy, + nz t 
x\ + yw, + et^ + ta, -f »iy, + n/j 

Nehme ich noch die obige Bedingungsgleichung 

xl + ym + *n — 0 

hinzu, so bestimmen diese Gleichungen die noch fehlenden Plückerschen 
Koordinaten. Durch Elimination von m und n ergibt sich z. B. 

g*l = xy[x(/,*, — 7,*,) + yCm^, — m,*,) + z(n l z i - n 8 r x )] - 

— **[*ftyf - i s yi) + yO^y, - *>syi) + '(«iy 8 - « s yi)1i 

da ja g* = x* + y* -\- z* ist. Werden noch die Abkürzungen 

IL - x(l x Xj — 7,^) + yK*, - m,^) + — h^), 

3f - x&y, - to) + j/Kj/s - + H»»iy> - "1*). 
N=x(l x z t - i^) + y^r, - m,*,) + r(»^ f - 

eingeführt, so lassen sich die drei restierenden Plückerschen Koordinaten 
in der Form darstellen: 

gpq sin « • 7 = yN — zM, 
gpq sin a • m — z L — xN, 
gpqsina n ^xM—yL, 
Berlin, den 19. Mai 1905. E. Jahnke. 



(2) 



Eine zweite Lösung mit den Methoden der analytischen Koordinaten- 
geometrie hat Herr E. Rath, Stuttgart, am 13. Juni 1905 eingesandt, 
welcher zu dem eleganten Resultat gelangt: 

„Die seclis Unbekannten x, y, *, 7, m, n auf deren VerhMtnisse es an- 
kommt, sind proportional den sechs Determinanten fünfter Ordnung der Matrix 

1. 0 0 0 



h 
0 



y% 
0 



0 



0 



0 

Vi 
Vi 



0 
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Zu 126 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahnke). „In Erweiterung eines Steiner- 
sehen 8atzes, der für das Viereck gilt (Ges. W. I, 162), die folgende Formel 
für das Fünfeck zu beweisen: 

(1) 3 («?, + al + al + al + «■) - a», + a» 4 + ^ + «», + «J, 

+ 4(m| + m; + m« + mJ + m;), 

wo die »tj die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten; und zwar 
bezieht sich m t auf die beiden Diagonalen A t A A , A^A & , usw." 

Bedeutet noch m/ die Verbindungsstrecke der Mitten zweier nicht auf- 
einander folgender Seiten, wobei sich m' t auf die Seiten A^A 9 und A i A h 
bezieht usw., und ist endlich noch m" die Verbindungsstrecke der Mitten 
einer Seite und jener Diagonale, die nicht durch deren Endpunkt« geht, 
wobei sich m'{ auf die Seite A 9 A A und die Diagonale A s A b bezieht, usw., 
so bestehen noch folgende Gleichungen: 

(2) 8(0«, + a] 4 + al + < + oj.) = ««, + a| 5 + a\< + «»> + «{, 

+ 4(«;» + »;» + m; i + *; , + »n; 1 ) 

-4(mr» + + + + <»). 

Hat der Eckpunkt A i die rechtwinkligen Koordinaten x„ y 0 so ist allgemein: 

4m» - (x, - + x 4 - x 5 )« + (y, - y, + y 4 - y 5 )>, 
4m;« - (x, + x, - x 4 - x 6 )» -f (y, + y, - y 4 - y 5 )', 
4 m," 8 — (x, - x, - x 4 + x 6 )* + (y, — y, — y 4 + y 5 )» usw. 

und mit Hilfe dieser Gleichungen erweisen sich (l), (2) und (3) als Iden- 
titäten. 

Durch Vertauschung der Indices lassen sich aus jeder der drei obigen 
Gleichungen mehrere neue ableiten. Vertauscht man z. B. in (1) die In- 
dices 4 und 5, so kommt: 

3 ( fl W + «M + a S 6 + «46 + °4l) = «?3 + «M + a l* + «M + «!» 

+ 4K» + m;* + m;» + m\ + mf) usw. 
Aussig (Böhmen), den 12. Juni 1905. A. Krug. 



Zu 127 (Bd. IX, S. 91) (M. Peche). — Es sei AB die Basis der 
Zykloide (d. i. die Gerade, auf der der erzeugende Kreis fortrollt), und CD 
ihre Scheiteltangente. Im Punkte M der Zykloide ziehen wir die Tangente 
und die Normale, erstere möge die Scheitel tangente in T, letztere die 
Scheiteltangente in N und die Basis in F schneiden. Bekanntlich ist dann 
TF _L AB. — Zeichnet man noch auf der Normale NF die drei Punkte E, 0 
und G, so daß NM — ME, MO =- 2 MF — EG, so ist 0 der Krümmungs- 
mittelpunkt der Zykloide für den betrachteten Punkt M. Konstruiert man 
auf der Scheiteltangente CD den Punkt S aus der Gleichung NT - TS, 
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so folgt: ES || M T, daher ES _L MF, ES = 2 MT. Da noch EG = 2 MF, 
so ist A MTF ~ A A'SG, daher SG J. CD. 

Konstruiert man nun eine Parabel, deren Scheitel M, deren Achse MG 
ist und deren Krüminungstnittelpunkt auf der Achse mit dem Krümmungs- 
mittelpunkt 0 der Zykloide zusammenfallt, so ist nach bekannten Sätzen F 
ihr Brennpunkt und MO = p ihr Halbparameter. Im rechtwinkligen 
Dreiecke NSG ist aber ES* = NE • EG =» 2 ME • p\ der Punkt S liegt 
daher auf der Parabel. Die in diesem Punkte an die Parabel gelegte 
Tangente muß bekanntlich die Achse MO in einem Punkte N' schneiden, 
so daß N'E=- >>ME ist, d. h. N* = N und NS ist Parabeltangente. 

Aussig (Böhmen), den 12. Juni 1905. A. Kruu. 



Ist P ein beliebiger Punkt der Zykloide, die durch Rollen eines Kreises 
vom Radius a auf der Geraden OA erzeugt wird, ist ferner M der Mittel- 
punkt des durch P laufenden erzeugenden Kreises und TN sein auf OA 
senkrechter Durchmesser, so ist PN eine Normale der Zykloide, PT eine 
Tangente und die durch T zu OA gezogene Parallele TS ihre Scheitel- 
tangente. Den Krümmungsmittelpunkt K für den Zykloidenpunkt P findet 
man, wenn man PN um sich selbst bis K verlängert. Die Parabel, deren 
Scheitel P ist, und die in P drei unendlich benachbarte Punkte mit der Zykloide 
gemein hat, muß in P denselben Krümraungskreis haben wie die Zykloide, 
es muß also K der zum Parabelpunkte P gehörige Krüromungsmittelpunkt 
sein. Nun ist aber für den Scheitel einer Parabel der Krümmungsradius 
gleich dem Halbparameter p, also ist N der Brennpunkt der Parabel. Der 
Ort der Brennpunkte aller Parabeln ist daher OA. PT ist die Scheitel- 
tangente der Parabel. Die zweite durch T laufende Parabeltangente muß 
die auf dem Brennstrahl N 1 errichtete Senkrechte, also die Scheiteltangente 
TS der Zykloide sein, denn die Scheiteltaugente einer Parabel ist der Ort 
für die Fußpunkte der vom Brennpunkt auf ihre Tangenten gefällten Lote. 
Mithin berühren alle Parabeln der verlangten Art die Scheiteltangente der 
Zykloide. 

Breslau, den 6. Juli 1905. 0. Gutschk. 



2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 
A Chinese Theorem on Geometry. 

(Aua einem Schreiben an Herrn A. Gutzmer.) 

The following proposition is one among others that were proposed 
by a certain Chinese mathematician to a friond of mine: 

If in a polygon inscribed in a circle all possible diagonals that can 
be drawn frora a Vertex are drawn and the successive triangles thus 
formed are inscribed with circles, then their radii will be together equal 
for any of the vertices. 



Digitized by Google 



Vermischte Mitteilungen. 309 

How the Chinese deal with this subject, or whether they own a mode 
or other of proof, it is all unknown to me. 

As it has however intercsted me somehow, here I give my proof. 

I shall first consider the case for an inseribed quadrilateral ABCD. 
The diagonal AC being drawn, for the radius of the circle inscribed in 
ABC we have 



L \/ {AB + BC—CA){AB — BC+CA)( AB + BC+C A) 

AB + BC+CA 

Let the angles subtended by the sides AB, B(\ CD, and DA be denoted 
by et, 0, y, ö respectively, and let the circumradius be Ii. The sides have 
then for their expressions 

AB = 2J?sina, etc. 

And it may be easily found: 

A B + BC + CA = 8 R cos J- cos J sin " + , 

AB -f BC - CA - SR sin £ cos J sin ^ ß , 

AB — BC -\- CA = SR cos \ sin £ cos "-^ , 

-AB + BC+CA = 8R sin | cos J cos" + 

These values being substituted the expression for p reduces itself to 

p = 4 R sin g sin J- sin '—^ • 

And similarly for the other triangle 

i ii • y fl . u-\- ß 
p = 4 R sin g sin - sin • 

Add them together, and it results 

p + p' =- 4 R^ sin £ sin £ sin £ cos ' , 

where the law of summation is easy to see. 

The symmetry of the above expression teaches us at once the validity 
of the proposition for the case before us. 

Next we designate with A i . . . A r . . . A n A n . , a polygon with 
w + 1 sides inscribed in a circle. The sum of the radii under question 
for the vertex A r may be denoted by 8 r . The diagonal A x A n being drawn, 
the polygon A x . . . A r . . . A n is one with n sides and inscribed in a circle. 
Assume for such a polygon our proposition to hold, the equal sums being 
expressed by S. 

Let the radii of the inscribed circles for the triangles A i A % A H ^ lJ 

A \ A r Ä * Ä i A r A . + i and A * A » + i A r be 9v Q* respectWely. 

S t is obviously equal to S together with p t . S r is the same as S except 
that p, does not enter into the expression and that p 3 and p 4 come instead. 
So we have by subtraction 

Si - S r - (8 + pj - (S - p, + p, + p 4 ) - (p, + p 8 ) - (p 3 + pj. 
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But the equality of ^ + p 8 with q s + ^ 4 has already been proved, 
since A l A r A n A m + l is a quadrilateral inscribed in a circle. 
Thus S r is equal to S l for all the indices. 

lt therefore follows by mathematical induction the establishment of the 
proposition in general. 

Tokyo, March 29, 1905. Y. Mikami. 



Zn der Mitteilung Ton Herrn J. Schröder Ober die Näherungswerte you } 2. 

(Bd. IX, S. 206.) 

Der von Herrn Schröder gefundene Satz 
ft/2 -!)»-(_ 

bildet einen sehr speziellen Fall des bekannten Satzes, der den Zusammen- 
hang der allgemeinen Lösung einer Pell sehen Gleichung z* — Dy 1 = f 1 
mit der kleinsten positiven Lösung angibt. Er ist aber auch in folgendem 
Satz enthalten, der weniger bekannt sein dürfte und leicht zu beweisen ist: 
Es sei a irgend eine positive ganze Zahl, 6 ein Teiler von 2a und 

D = a* -\- b. Sind dann ^ (* = t, s, a, . . .) die Näherungswerte der Ketten- 
bruchent wicklung von so ist 

(Yd - a) k = (- i)*- « fcH yn-yj. 

Straßburg i. E., 17. Juli 1905. Paul Epstein. 



Notl* über die Wegschairung ron Wunelgrüßen aus algebraischen Gleichungen. 

Die Aufgabe, aus einer algebraischen Gleichung die in sie eintretenden 
Wurzelgrßßen zu entfernen, ist unter Benutzung von nten Einheitswurzeln 
durchaus elementar und einfach zu lösen. Stellt man jedoch das Problem 
an den Beginn einer systematischen Behandlung der Algebra, so muß das 
Hilfsmittel der Einheitswurzeln vermieden werden. Das kann leicht auf 
folgendem Wege geschehen. 

Wir verstehen unter 

«o> <*v ö»i • • <*„->, a—i? -R 
algebraische Ausdrücke mit beliebig vielen Veränderlichen und setzen 

Dann stellen wir die Aufgabe, durch Multiplikation mit einem geeigneten 
Faktor D, aus 

«o + «i r + + • • + an-***'* + <» I ,-l»•"- , - 0 
die Irrationalität r wegzuschaffen. Das geschieht durch Multiplikation mit 
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D 
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a s « s ^ . . . a^R a h R a t R 

«j 0| Og . . . Oj/J <i 4 7< OjÄ 

a i a o o,,_,.ß... a 4^ Os-ß 

7) • (a 0 + o,r + a,r l + • • • + «...r"- ») 

liefert, falls wir die Elemente der ersten Zeile einzeln mit der Klammer 
multiplizieren und dann von der so erhaltenen Zeile die zweite mit r"~\ 
die dritte mit r" -1 , die vierte mit r"~', . . die letzte nit r 1 multipliziert 
abziehen, den Wert 
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dieser enthält in der Tat r nicht mehr. 
Gießen. 



E. Netto. 



4. Sprechsaal für die Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften. 

I Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr M 

Mitteltragheim 61] 

Zusätze zur Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften. 

Zu meinem Artikel über die Theorie der Kugelfunktionen und der 
verwandten Funktionen (Band II, Heft 5) ist S. 738 folgendes hinzuzufügen. 

In der Dissertation von Emil Hilb, „Beiträge zur Theorie der Lame- 
sehen Funktionen", München 1903, ist gezeigt, daß die von Lindemann 

gegebenen Entwicklungen von — ~- nach Lam eschen Funktionen in den 

angegebenen Gebieten nicht konvergieren. Die von Lindemann auf- 
gestellten Konvergenzbedingungen sind zwar notwendig, aber nicht hin- 
reichend. In der genannten Dissertation werden ferner neben der Klasse K 
noch andere Klassen von Lam 4 sehen Funktionen herangezogen. 

Bei der Abfassung meines Artikels (Sommer 1898) existierte die 
Dissertation noch nicht, und im Frühjahr 1904, als ich während des Drucks 
dem Artikel Ergänzungen hinzufügte, war sie auf der hiesigen Universitäts- 
bibliothek noch nicht vorhanden; sie ist mir erst nach Vollendung des 
Drucks bekannt geworden. 

Halle a. 8. A. Wanqerdj. 
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Bericht itrn ugcn zum 2. Heft des 9. Bandes. 

S. 188, Z. 1 v. u. lies 114 statt 115, 
S. 202 in Anm. 1, lies 5 statt 6, 

S. 203 in Gl. (4) lies ft =. JL, 

2 a, 

S. 203, Z. 3 v. u. lies - (.» statt - 9 . 
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Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 

Mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. 

Von Dp. E. Jahnke, 

ctatflmftüiger l'rofeasor au <iür Köoigl Hergalcudemie zu neriin. 

Hit 32 Figuren im Text. [XII u. 286 8.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. JC 5.60. 

Die Vorlesungen sollen dem Techniker wie dem Physiker eine leichte Ein- 
führung in die Vektorniethoden bieten, wobei auf eine Einsicht in den Zusammenhang 
der Begriffe und Definitionen Wert gelegt wird. Die vielseitige Verwendbarkeit des 
Vektorbegriffs, wie er von Graß mann geschaffen worden iBt, und der vektoriellen 
Differentialoperatoren wird an der Hand eines reichen Übungsmate ri ab sowie in 
Verbindung mit zahlreichen Anwendungen auf die Statik und Kinematik des starren 
Körpers, auf Probleme der Graphostatik, der Elastizität, der Optik und insbesondere 
der Elektrizität erläutert. 

Auch dem Mathematiker will das Buch Neues bieten. Die neuere Dreiecks- 
und Tetraedergeoiaetrie findet ausgedehnte Berücksichtigung. Unter den Tetraeder- 
konfigurationen werden vor allem die Konfigurationen der MöbiuBschen und der 
vierfach hyperboloid gelegenen Tetraeder erörtert, welche zur Theorie der hjrper- 
elliptischen Thetas in einem einfachen Zusammenhang stehen. Die kinematisch- 
geometriBche Erzeugung der ebenen Kurven, der Raumkurven und der Flachen bietet 
dankbaren Stoff f ür vektorielle Behandlung. Die geometrische Größe zweiter Stufe wird 
— in weiterem Verfolg eines zuerst von Herrn F. Klein dargelegten Gedankenganges — 
einmal in ihrer Bedeutung für die Statik und Kinematik des starren Körpers, sodann 
als Bindeglied zwischen der Mechanik des starren Körpers einerseits und dem Staudt- 
gehen NuUsystem und dem PI ück ersehen Linien komplex andrerseits untersucht. 
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Einführung in die Vektoranalysis 

mit Anwendungen auf die mathematische Physik. 

Von Dp. Richard Gans, 

I'rir*tdojtonl an der UnJv«r*itkt Tübingen. 

Mit 31 Figuren im Text. IX u. 98 S.l irr. 8. 1906. geb. n. JL 9.8 
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Repertorium der höheren Mathematik 

(Definitionen, Formeln, Theoreme, Literaturnachweise). 
Vod Ernesto Pascal, 

ord. Prof. an der UnlvaraiUI «n Pari* 

Autorisierte deutsche Ausgabe von A. Schepp in Wiesbaden. 

In 2 Teilen. 

I. Teil: Die Analysls. [XU u. 638 8.1 8. 1900. Biegsam in Lnwd. «w»b. jl 
II. Teil: Die Geometrie. [X u. 718 B.J 



Der Zwack 4m Ilnehat tat, auf einem raoglicbat kleinen Kaum dl« wichtigsten Theorie 
neneren Mathematik ra voretnignn, ron Jeder Theorie nar m rltl sa bringen, dsJ dar Leaer iinatend 
■loh in Ihr an orientieren, und auf dia Bacher «u rerwolaeu. In walchen er Ausführlichere» PM^tt 

Kftr den titudlereuden dar Mathematik toll ei ein „Vademekum" lein, ia welchem er, 
auaammengcfaCI , alle mathematischen begriffe and Bot ul lata Andel, die er während »einer Htudiet 
angeeignet hat oder noch aneignen will. 

die ntftnUion« nnTorund begriffe de7\he»jri«*g^beV"»UdB°tin e die" TnTOwin^^un^ For°? e , ln W 
iteweie) aufgoatellt, welch« die Verbindung awlachon dan ■Inn 
fahrten Dlugnn od«r Groflen bilden, und »ehlietlich ein km 
betreffend« Theoria gebracht. 
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Die Verhandlungen des III. Internationalen M 
8 Teile: der 1 Teil „Chronik des Kongresse. 
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liehe Vortrage" enthält die Königabcrgerecbe Gedächtnisrede auf Ji 
die vier in den allgemeinen Sitzungen gehaltenen Vortrüge von Paii 
Ureenhill, Segro und Wirfcinger und die 8ektion* vortrage, etwa 70 
Zahl. Den 8. Teil bildet ein „Bericht Ober dio Ausstellung". 
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Sur röquation diflferentielle de Monge; 

Par M. W. Kaptkyx ä Utrecht. 

1. Le present memoire est consacre ä l'etude de l'equation differen- 
tielle partielle de Monge 

(1) Kr + 2Ks + Lt = 0 

oü les fonctions H, K et L sont independantes des variables x y y et z 
et dependent par suite seulement des deriveos du premier ordre p et q. 

Nous nous proposons d'abord de determiner les conditions neces- 
saires et süffisantes pour que Tequation (1) admette deux integrales 
intermediaires. En supposant ces conditions reniplies, nous cherchons 
ensuite ces integrales intermediaires elles-memes. 

Voici les resultats de nos recherches. 

Pour que l'equation (1) admette deux integrales intermediaires, il 
faut et il suffit que 

( 2 ) $ 

o„ e„ ö„ 

et que 

oü 

Dans ces equations 0 ni 0„, 0 M representent les derivees secondes 
de la fonction la plus generale satisfaisant ä l'equation differentielle 

(3) du quatrieme ordre. 

L'integration de cette equation (3) donne pour integrale generale 
/ g' — y tp'~ ^' 

^ « V ' 1 U — V > 

(4) 0-2 jg'<p"du - 2 - (g' - h')(<p' + 

. *)(*' - o - (v - *X'/ - *')]. 

Awhir <Ur SUtbeiMÜk and Phy.ik. XU Ruib«. IX. 21 
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oü u et v aoiit deux parametres variableB et 

g~g(u), A-Ä(t>), <p = ip(u), 

representent quatre fonctions arbitraires de la seule variable u 

tandis que / - ^, - ^ etc. 

Si les conditions (2) et (3) sont remplies, l'equation (1) admet les 
deux integrales intermediaires 

(5) t - y<p" - xg" - &(*), * - y*" - *A" - %(v), 

5 etant uae fonction arbitraire et u et v les fonctions de p et ^ qui 
rcsultent des equations (4). 

2. Dana sa these, du plus haut interet (Klausenburg 1880), 
M. J. Valyi a dejä donne la condition (3). En partant de l'equation 

0 n r + 2e xi 8 + e a t = o, 

il arrive a une condition equivalente a la condition (3). Apres une 
transformation ingenieuse il en deduit une integrale particuliere renfer- 
mant trois constantes arbitraires. De cette integrale il se propose de 
deduire l'inte'grale generale d'apres la methode de W. Imschenetsky. 
De cette maniere il torabe sur une equation ditiVrentielle qui parait 
etre inabordable. En suivant ä peu pres le meme chemin nous obte- 
nons cependant une equation differentielle qui est parfaitement inte- 
grable. II nous semble qu'il s'est glisse inalheureusement une erreur 
dans le calcul de M. Valyi et que c'est a cause de cette erreur que le 
resultat (4) lui est eehappe. 

La meme condition se rencontre aussi dans un memoire interessant 
(Math. Ann. T. 44) de M. .1. Kürschak. Son point de depart est le 
meme que celui de AI. Valyi et il arrive par une methode tres ele- 
gante ä la meme condition (3). II ne s'arrSte point a Integration de 
cette Equation differentielle, mais en admettant que la fonction $ satis- 
fasse ä la condition (3) il s'occupe principalement des integrales inter- 
mediaires. 11 demontre que le probleme de trouver ces integrales se 
reduit ä la Solution de deux e'quations differentielles ordinaires du pre- 
mier ordre dont la Solution n'exige tout au plus qu'une quadrature; 
seulement il ne donne pas explicitement ces integrales. 

3. En adoptant pour l'equation (1) la forme 

(6) r + (A + fi)* + */»<-<>, 

A et fi etant des fonctions indeterminees des variables p et q t les deux 
systeines de caracteristiques sont definis par les equations suivantes 
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Sur riqnation differentielle de Monge. 315 

dz — pdx — qdy = 0, dz — pdx — qdy — 0, 

dy — pdx = 0, dy — ldx = 0, 

dp -f A</# = 0, dp + /t(/<7 — 0. 

Les combinaisons integrables de ces systemes correspondent, d'apres 
la theorie, avec les integrales communes des deux systemes lineaires 



(i) 

et 
(II) 



Supposons maintenant que l'equation donne'e possede deux inte- 
grales intermediaires. Dans ce cas il faut et il suffit que chacun des 
deux systemes lineaires precedents admette deux integrales communes. 
En deduisant des equations A(V) «= 0 et B(V) = 0 les nouvelles 
equations 

C(V) = AB(V) - BA(V) - 0, 
D(V) - AC(V) - CA(V) = 0, 



pour obtenir le Systeme complet, il est evident que ce Systeme complet 
doit se reduire ä trois equations independantes. Cette condition sera 
remplie si l'equation D(V) = 0 dopend lineairemeut des trois premieres. 
En developpant 

C(V) - ÄWfj + A(p + - 0, 

D(V) - AAW 9 ? + AA(p + - 0, 

la condition cherchee prend la forme 

AA(p) AA(p + pq) 
A(ji) ~ Aip + fiq) 

De la meine maniere le Systeme (11) donne 

A^l) ~ A^p + Xq) 

Ces conditions, ou 

(1 - n)AA(ii) - A(X)A((i) - 2A\(i), 

(l - ^)A X A,(X) - - A,(X)AM + 2A\{k), 
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8ont donc necessaires et süffisantes pour que chaque Systeme de 
caracteristiques admette deux combinaisons integrables. 

4. Proposons-nous maintenant de reduire les conditions precedentes 
ou les suivantes 

(X-ii)[AA(r) f A X A X (X)] 

= A(l)A(p) - MX)AM - 2A'(p) + 2 AM, 

K } (X-rilAAto-A^d)] 

- A(X)A(p) + Mk)AM - 2A>{n) - 2A\(X) 

que Ton en däduit par addition et soustraction. En remarquant que 

( k ~l t )Wp = A i- Ä >' ( A - fO ^ - *A X - fiA 

on a, en omettant pour un moment les parentheses: 

A x A\t. + A X A X X — AA\>. — AA X X = (A x — Ä)(Ap + A x l) 

-{k-ti^Ap + A^-P, 
XA l Aft + XA X A X X — uAAfi — (iAA l X = (XA V — pA)(Ap + A X X) 

XA x A\t + /t^^A — XAAp — (iAA x X 

- - ^)(A.4#i + p^A) + ^A^i/i - ^ A^p 

— (X — ft)^-(XA^ + fiA l X) + AXAp — ^A^p 

= Ji + AXAp - A x XA x p - Ä', 
AM,^p + AM^A - XpAAfi - p*AA x X 

- (A4, - M)(*^f* + p^A) + p4A;lp - A^A^p - (X- l i)A x XA ( i 
= (A — fi) ^- (A^/a -f jtt^A) + ftAXAp — XA x XA x n — (A — p^A^i/t 

- S + ;*^A^^ - XA x XA x( t - (A - /*)^A J/t - S\ 

De ces quatre equations il resulte 

AAW-^^.lXpP-iiQ-XR'+S'}, 

par suite 

(A - + A,A X X] =Q-R' f 

(A - p)[AAn - A] - i 1 ^ [2ApP — + #*)((? + Ä') + 2S'J. 
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En posaot maintenant k = a -f 6, ft = a — 6 on aura 



ou 



De la meme maniere on obtient 

dq b 9 ^ b* " b* "> 

9 d l^ + M,i , Up + M.i Au + A.l-AX-A^ 

= b> + ^ 

En calculant Q — K avec ces valeurs, on trouve 

+ AXAu - A x \A x \l - 2A'(t + 2A\l, 
par suite la premiere equation prend la forme 

Si 

6» " ~ 1) dp ' 

on a, d'apres l'equation (8) 

fc* ~ D cq ' 
En introduisant ces valeurs, la seconde des equations (7) s'ecrit 
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5. Comme 

l'equation (8) se re"duit ä 

ou, ßi Ton rem ar que que 

h db db 
d dp c_ cq 
dq b* ~ dp b Y "» 

,elle prend la forme plus simple 

da da a .db da ,^ca . ,db 

, = (i r -f 26 — . « 5 (a 1 + 6^r \-2ab — 

c dg dp cp d dq cp cp 

Iq b f = dp V 

En posant 

di- a dp-+' b dp- — 6 ■ «r P 

on aura 

q etant une fonction de p et 
De ces equations on d^duira 

— -f- 1 c — a = — — 
dp 9 cp 9 dq 

et par suite, 95(9) etant une fonction arbitraire de q, 

•-;■[/!>+»&>]• 

En choisissant maintenant une fonction t = 1(7) de la seule variable 
7 et une fonction 6 = <*(;>, de9 deux variables j) et telles que 

la valeur precedente de n prend la forme 

d (CO , dr s 



d tco . dr\ 
_ J V C [e c*rl = a?_\2jp + dq) 
c^olcpd'i icq*J ~ d_ /d« , dr\ 

cp* dp \d P + dq) 
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oo, en ecrivant ^ + ^1-^-, 



dp 1 

Cela poee", l'equation 

da da 0 . 36 6' 2p 

donne 

-2 — — o =- a ^ =— t 

<rp n cp cp cq y 

d'oü 



^fa) representant une fonction arbitraire de q. 
Or, 

par suite 

+ *<»))■ 

On verra aisement qu'on ne diminue point la generalite en posant 

ii _ Alt — fln^n . 

pour cela en effet on na qu'ä ajouter a la fonction 0 une fonction 
convenable de q. 

Des valeurs pre*ce"dentea se de*duit enfin 

on la premiere condition annoncee 

(2) — = — — — • 

0 U 0,, 0„ 

ß. Si maintenant nous introduisons les valeurs trouvees p >ur X et 
(i dans l'equation (9), celle-ci s'ecrit 

(3) • 
oü 
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Choisissons d'apres M. Valyi comme variables independantes q 
et 0 t et posons avec lui 

alors 

»? - e » D » 'af ~ -°i + 9 ii ö n 

En introduisant ces valeurs dans l'e"quation (3), celle-ci prend la forme 
- 20 n D 3 Z) M + 20 n DD u + S^jD»!)! - 30 n DJ 
4- 2DD,(6 n 0 m - 20 lf 0 m + 0„0 llf ) - 0. 

Or, en differentiant — D* — 0u0 M — 0*, par rapport a p on a 

- 2DD 9 0 n - 0 w 0 ln - 20„0 m + «„0», 
par auite l'equation pr^cedente se reduit ä 

(10) 2J)D U - 2/>»D M - 3DJ - i)»/)f = 0. 

7. Cette equation differentielle de la forme 

(11) 2*r - 2z*t - 'dp 1 - *y = 0, 

dont les caracteristiques sont definies par les equations suivantes 

dz — pdx — qdy = 0, dz — pdx — qdy = 0, 

<fy — jerda; «= 0, dy -f — 0, 

2*(/f> - 2* , dg - (3p 2 + *y)rfz - 0, 2*rfp + 2z'dq -(3p»+^?')^=0, 

presente la particularite que chacun de ces systemes admet une com- 
binaison integrable. En efFet le premier Systeme donne 

2p(dz — pdx — qdy) + 2pq(dy — zdx) — 2zdp 
+ 2z'dq + (3p 8 + z'q*)dx - 0 

d'ou 

x H = a «= const., 

^ p — qz > 

et le second Systeme 

2p(dz — pdx — qdy) -f 2pq(dy + *rf.r) — 2zd/> 
- 2z></ry + (3p 3 + = 0 

d'oü 
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Sur l'lqaation differentielle de Monge. 321 

II s'ensuit qu'il existe une transformation de contact qui ramene l'equa- 
tion (11) ä la forme 

s* + k{x'y'z'p'q') - 0. 

Pour la trouver, cherchons d'abord une fonction y formant avec 
a et ß un Systeme en involution. Comme cette fonction doit satis- 
faire anx deux equations simultanees 

et 

2 'r* + 2 f'r. + <v + W% + 2 *«f? - °> 

on apercoit aisement que Ton peut choisir 

Determinons ensoite deux fonctions o et o* de x, y, z, p, q donnant 
lieu a Tidentit^ 

dy — Qda — ödß — k(dz — pdx — qdy). 

Ces fonctions £tant 

_ = (p + „ _ (p-q*)' 

la transformation de contact cherchee est de'finie par les equations 



(12) 



p -Q*= — , ? - 6 



Si maintenant on ecrit au lieu du premier Systeme de caracte- 
ristiques le Systeme 

dz — pdx — qdy = 0, 
r/* — (p + *g)<fa = 0, 
2*tf/> - 2*»rfg - (3/>> + *V)<** - 0, 

ou le suirant 

dz — pdx — qdy = 0, 
2p[dz - (p + g*)dx] - [2ztfp - 2*«<ty - (3p s + *V)<^] = 0, 

la transformation precedente conduit aisement au Systeme 
dz' -p'dx' - qdy' = 0, dz'- 0, 
(*' - y W - ^iWq'dy - 0. 
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A ce Systeme correspond enfin l'equation differentielle transformee 

(a;'_y') s '-2«vW = 0, 
dont l'integrale generale s'ecrit 1 ) 

z'-j X-dx' - f T'dy' - S^-p.*, 

X et Y etant deux fonctions arbitraires de x' et y respectivement. 

Pour faire disparaitre tout signe d'integration, il suffira d'exprimer 
x et X en fonction d'une variable auxiliaire u, de teile facon que 

J* X'*dx' s'exprime aussi expliciteroent, et de meme pour y' et Y. Nous 

n'avons pour cela qu'a poser 

X'-«, Y'-v, x'-<p"(u) f y' = *>), 
ce qui donne 

X=j X'dx' - u<p" - <?', Y=j Y'dy' - r*" - 
j X'\Jx' = t*V' - 2«g>' + 2<p, f T'dy' = tV - 2r*' + 2*. 

En definitive, l'integrale precedente est representee par les formules sui- 
vantes, oü <p et i}> sont deux fonctions arbitraires, u et v deux para- 
metres variables: 

x' = <p», - 

*' = uV" - 2«<p' + 2y - » V' + 2p»' - 2» - [ " y ~ * ~ 7? ,-±*J- ■ 

<p — v> 

Pour deduire de cette integrale l'integrale generale de l'equation 
(11) nous n'avons qu'ä döterminer p et q en fonction de u et v et 
de resoudre les equations (12). Or, 

pur suite 

ü' = _ /y' - X V = _ - X Y = _ /(»^o*" _+ V tJ'Y 

7' Vx' — x) \(p"—x) \(v — u)(p" + <p' — 1}>') , 

d'oü 

X = 

u — e 



1) Gouraat, Equations aux d^ri^eB partielles du second ordre T. It. p. 262. 



Digitized by Google 



Sur l'equation diffe'rentielle de Monge. 
Les deux premieres equations (12) donnent ensuite 



323 



Q 



JE —y 
ix' — x)(y' — x) 



__S^_—^")(}t 

[(w - v)<p" — "(qp ' - y ')][lü - 



- r) 1 



et la derniere 



De la troisieme on tire en dernier lieu 

y — (V + O (« — «>) — 2(qp — 

Remarquons encore que l'e'quation diffe'rentielle (11) ne change 
pas si l'on remplace y et e par — y et — ainsi la Solution cherchee 
est representee par les formules: 

(13) y-2(*- *)-(<*>' + *')(«-»), *-(*-•)■• 



8. En revenant a l'equation diffe'rentielle (10) l'integrale generale 
de cette equation s'exprime: 



(14) 



M — f 



II nous reste encore ie probleme de chercher la forme la plus generale 
de 0 qui satisfait ä ces formules. 

Pour y arriver nous commencerons par detenniner la valeur de p 
cn fonction de u et v. 



En posant 

(15) 

les equations 

do. 



dp dq 

du du 

dp dq 

dv er 



dp 



donnent 



dp 



86 i f) *P a d< l 



(16) 



TO 



n 



de, 

ä7 



cu 

dq 
- — 

cv 

cd, dq 
cu du 

cO t dq 

cv dv 



TO 



f d JL 

du 



IS 



du 



dp c6 x 
dp 



TB, 



I du 



cv 
du 
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djp ce t 

dv dv 
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324 W. Kaptbt«: 

En introdnisant dans les deux formules pour ö ia les valeurs 
m\ i cd t dq_ t de, 

Kl > du~ ~ (u — vfcu' <> v ~ (u — v) 9 d» ' 

que Ton tire des equations (14), on obtient 

fö,^, , 2ö,?e, / x 4 (dp dq , cp dq\ 

Or, d'apres les equations (16), 

prend la forme 

ae, 80, de, cO t = , , t /dp dg dpdq\ 
cv du du cv ' \ducv dvdu}* 

par suite 

i 

dv 

ou, ayant egard aux formules (17): 

(20) £_(„_.).§*, £__(„_, >.|£. 

Les dernieres equations donnent 

(21) -£i__L_|£ + _JL-§P.o, 
v/ a«dt> m — vdu u — vcv ' 

d'ou 

(22) P-„ijflr»-*»-^I* B '- 

Pour deterininer maintenant 0, on n'a qu a substituer cette valeur de p 
dans les equations (20). On obtient ainsi 

(23) f u = (u - v)g" - (,' - h'), = (« - v)h" - - h'), 
d'oü 

(24) 0, - - 2(sr - Ä) + 0?' + /»')(« - t>). 

De cette formule et de la formule (14) pour Öj.on obtient aise*ment 
la valeur de 0. En effet on a 

de i / fl do t _ ß cöa c± i /„ de, _ ft de t \ 
par suite 



- (M l B) .[(v - - Ä ') - - *)(*' " *')]• 
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Sur l'equation differentielle de Monge. 325 
En inte*grant par rapport a u 

- „1 r - *)(*>' - «0 - (* - *))(*' - /*')] + *(»)• 

La fonction arbitraire k(y) se de*duit aisement de la comparaison des 
denx yaleurs de De cette maniere on trouve 

d'oü 

* - / ^ V - *'</")<*« + / - * V)«*» + * V - *V 

En ecrivant encore 

fte'v" — <p'9")du — - + 7>"rf«, 
f(l>'h" - h'*")dv = Ä V -2^ fi>"rft-, 
on voit que la Solution demandee sera representee par les formules 



(4) 



g'-h' 



p = 



U—V 



<p — » 

u — » 



l -„!„[(»- '0(9' - *') - (9 - ♦)(»' - *')]■ 



9. Considerons ä present, pour determiner les integrales inter- 
mediaires, le Systeme complet 



dq dp 

^n-- a ^ + ^ + (i» + M)-J-«, 

C(K)-^W a J + ^(P + M)^- a 

D'aprea les formules (14), (16), (17) et (20) on a 

2(u — r) 1 2</ dq 
T du dv 1 



0 



11 



(« — v)* /dp dq . dpdq 



lop dq . cp Öq\ 
XduÖv * cv du)* 



„ 2(u — p) 1 3p 

" T cu Bv * 



■ 

Digitized by Google 



326 W. Kaptkvn: 

par suite 

dp dp 

Bv du 

d t 

^ dq dp ~ T Idudv er du \c v d n eudrj} öq ' 

Remarquons encore que d'apres l'equation (21) 

dp d*q dq d*j) dp^ /dq iq\ dq top dp\ 

du eududv du dudv _ d u\du cv/ du\cu dv ) 



Com nie 

dV ^Wdp dV dq d V _ dV dq dV dq 
du dp cu dq du* öv ' ' dp öv ~*~ dq dv ' 

d V 

l'equation A(V) = 0 prend la forme simple ^— = 0; par consequent, 
F etant une fonetion arbitraire: 

F(x, y y e, u). 

En substituant cette valeur dans l'equation C( V) = 0, celle-ci s'ecrit 
dF 

Or, 



dF / T \dF n 

dy + (^-dq^)'d7 = 0 - 
\ dudv/ 



T ( ^dq 

«-dJdjL=<i + ( u -^du = <P > 

dudv 

par suite la fonetion la plus generale qui satisfait simultanement aus 
equationB A(V) = 0 et C(V) = 0 est representee, G etant une nouvelle 
fonetion arbitraire, par 

G(x, «, u), a=>e-y<p". 

En introduisant cette valeur dans l'equation B( V) = 0 ; celle-ci se 
recluit ä a/2 a/2 
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Sur l'<5quation diffSrentielle de Monge. 327 

ou a 

cG >>dG 

cx 1 da ' 



parce que 

dp 

. , „s g' — h' du/<p' — \i)' „\ 
P + fi(<i-<P )~ M - B -c q (u~v -<? ) 

du 

« — 1> ' v ' c u 

II en resulte que les deux integrales coinmunes du Systeme com- 
plet sont 

u — const. et a — xg" = £ — yq>" — xg" = const. 

d'ou, ^ ^ tant une fonction arbitraire, la premiere integrale inter- 
mediaire: 

(25) z-y<p"-xg" = %{u). 

En traitant de la meine maniere le second Systeme complet 

C^V) - Ml) \ V - + A,(p + i q )i* - o, 

on trouve pour la seconde integrale intermediaire 

(26) z-y*"-xh" = ^v). 

10. 11 ne sera pas sans intoret de montrer par un exemple comment 
se determinent les fonctions g\ h', <p' et 
Lequation diffe*rentielle 

Hr + 2Ks + Lt = 0, 

oü 

L-tl+p*>«ß-pqa\ H F ' 

admet les deux inte'grales intermediaires 

*-T aq-bp y aq-bp* V\b + cq)' 

3 4- u 4- x = iV I ------ . . ^=r- ) ; 
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328 W. Kaptkyn: Sur lYquation diflerentielle de Monge. 

il faut donc que soit une fonction de la seule variable w, et que 

■■ -t - -^3 ?- A-fe-Zl f = ne depende que de la seule variable r. 

Soit 

ü. = p U ) tta + h ß—>»* = Q( v \ 

ß h y(a* + c*jß* - 2abaß + <h* + c*)ä* VV h 

on 

m * «. „■ + fct + c *. 

En substituant «=»/3P dans la seconde de ces eqnations on a, 

en poßant 

Va* + c* - 2^)> P + ^A* +~e») P» - 3/, 
laP+A)p- W ,« _ fl 

d'oü 

P = «PJL MÖ et ß = 



«P+A-M# v " nP+ A-A/<y 

De ces valeurs on deduit aisement 

(mi — a^P+aMQ — ab _ — ab P + b MQ + im' — A* 

; ' ~~ " c (« P + A — J/ £7 ' ' 7 ^ c , a P + A - J/ V) 

En identifiant ces valeurs avec les valeurs (4) 

/> = , « — ™ ^ 

on obtient, e etant une constanie ind^terminee: 

La premiere de ces e'quations determine la fonction P; en effet 
eile donne 

(aP + 6,» = * 8 t*V + «" - 2«AP + (6* + c',P s J, 

d'on 

p aA(t +»*«■) tntu j/a* -j- A* — c*e* m* 

et 



a» 



«P+A «•*&«« + am)/«* + 6* — cVu* 



tu (ji + cyn'-a' 

Avec cette valeur de M on aura donc 

»i* — a* 6m* a 

* ac ocb M c 

,6m* , A 

Comme 

1 m'Ae« — amYa* + A* — c'f 1 « 1 

Jf = m> r +A»T ~' 
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Er>st Eckhahdt: Der Gauß-Lemoinesche Punkt im Kreisviereck. 329 
les expressions pour g' et <p' se reduiront ä 

Pour deterrainer la constante £, remarquons qu'en posant 
ß n = He?, 0„ = JäTe*, 0„ = Ltf, 



on aurii 



d'oü se d^duit aise*ment 



dt 


Cq 


dH 


dK 


dp 


Cq 


dp ' 


dt 


V % l 


dK 


dL 


dp 




~dq 


cp' 



N* - 4(tf» - //L) = [(1 + g> f - 2pqaß + (1 + j>»)/3T, 



par suite % 
Or, 



yV =- ^ M - 

d'oü 

c K * (Suite.) 



Der Ganß-Lemoinesche Punkt im Kreisviereck. 

Von Ernst Eckhardt in Homburg v. d. Höhe. 

Fällt man von einem Punkte einer Ebene die Lote auf ein System 
von n Geraden derselben Ebene, so heißt der Punkt, für den die Summe 
der Quadrate jener Lote ein Minimum ist, der Gauß-Lemoinesche 
Punkt des Systems. Seine Bestimmung ist in Toller Allgemeinheit 
analytisch und geometrisch auch für den Fall durchgeführt, daß die 
einzelnen Quadrate mit positiven oder negativen Faktoren behaftet 
sind, die man dann als ein System an den einzelnen Geraden parallel 
wirkender Kräfte ansehen kann. 1 ) In allen diesen »Arbeiten und den 

1) Yvon Villarceau: CR. de l'Ac. des Sciences de Paris, 72, 631—537 und 
580—587, 1876; Bertot: C. R. 72, 682-686, 1876; d'Ocagne: CR. 104, 1416—1416, 
1892; d'Ocagne, Laisant: J. de Ytc. Polyt., LXID> cahier, pp. 1— 22, 22—25, 
1893; Eepanet, Duporcq, Neuberg: Interra*5diaire des Math., 1899, pp. 20, 22, 
277; Neuberg: Ann. de la Soc. Scient. de Bruxelle», t. XXIII, 1*99, p. 27; Neu- 
berg: Nieuw Archief voor Wiskuude, Tweede Reekn, Deel. IV, p. 192, 1899. 

Archlr der M.thcro.tik uod Phytik. III Keihe. IX 22 
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darin für das Vieraeit, Viereck und n Eck gegebenen interessanten Kon- 
struktionen spielen der Schwerpunkt M x des Fußpunktpolygons eines 
beliebigen Punktes und der symmetrische Schwerpunkt M % von M eine 
wesentliche Rolle. Der Minimumpunkt ist der Punkt, welcher mit 
seinem symmetrischen Schwerpunkt zusammenfällt; er ißt der Doppel- 
punkt zweier invers ähnlicher Figuren, deren Doppellinien parallel sind 

zu den Halbierungslinien der 
von zwei homologen Geraden 
gebildeten Winkel. 

Bei der im folgenden zu- 
nächst für das Kreisviereck dar- 
gebotenen Behandlung wird von 
den Punkten M x und M t kein 
Gebrauch gemacht; in ihr treten 
die Seiten des Vierecks in den 
Vordergrund. Es wird eine 
Reihe neuer Eigenschaften des 
Minimumpunktes entwickelt, und 
hierdurch Bowohl als durch die 
sich ergebende einfache Kon- 
struktion dürfte vorliegende Ar- 
beit einiges Interesse bean- 
spruchen. 

In dem Kreisviereck ABCD, Fig. 1, wähle man die Ecke A zum 
Koordinatenanfang, AB als die positive x- Achse und die Senkrechte 
in A auf AB im üblichen Sinne als y- Achse. Sind dann AB = c, 
BC = d, CD = a, DA = b die Seiten des Kreisvierecks, ^ DAB — a 
und CDA = d, so erhält man für die Abstände p c , p d , p a , p b des 
Punktee |, rj von den Seiten AB, BC, CD, DA die Werte 

Pc - + V, 

p d — — £ sin d -f- rj cos d + c sin d, 
p a — — £ sin (« + d) -f rj cos (a -f &) -f 6 sin d, 
Pb — + £ sin « — 17 cos a. 
Bei der Bestimmung der Vorzeichen dieser Lote ist zu beachten, daß 

a - p a -f b • p b + e ■ p c + d • p d = (a ■ b + c • d) sin ö 
sein muß, was wegen der Beziehungen 

c — b cos a + a cos (a + i) + d cos d = 0, 
& sin a — a sin (a -f d) — sin Ö = 0 

in der Tat der Fall ist. 
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Der Gauß-Lemoineschc Punkt im Kreisviereck. 331 

Die Bedingungen dafür, daß V = />,? + pl + pl -f pl ein Minimum 
wird, sind dann 

^ = - § . [sin 2« + sin (2a + 2d) + sin 2d| 

+ 2 • [ 1+ cos 2 « 4- cos 8 (« + S) + cos* d] + 2 [6 cos (« -f * ) 4- ccos d] sind - 0, 
^ = 2 1 [sin l a -f- sin* (a -f d) + sin 8 d] — r\ [sin 2« -f- sin (2 « + 2 d ) -f sin 2 d ] 



(i) 



-2[b sin (a + S) + c sin ä] sin 4 - 0. 

Die Vereinfachung der Koeffizienten führt zu 

— 2£ cos a cos d sin (a 4- d) -|- 2 q • [1 + cos a cos d cos (a + d)] 
4- sin d • [fc cos (a + d) 4- ^ cos Ö] = 0, 

4- 2| • [1 — cos a cos d cos (« 4- d)] — 2 r; cos a cos d sin (« -f d) 
k — sin d • [6 sin (a 4- d) 4- c sin dj = 0. 



Eliminiert man aus beiden Gleichungen g, so ergibt sich nach gehöriger 
Reduktion . t . 

V ™ — ^ -n—A.~tii • (o — cctgd • sin «). 

• 2(1 — cos* et cos 1 o) v ° / 

Führt man in der Klammer für ctgd und sina die bekannten Werte 

a* 4- fc» — c* - </* , . 2.F 

ctg*- - if und 8in a = a d +y c 

ein, so folgt schließlich 

» i - , F( ?1"J: 'L>*) y (- + ** + <s + *'> + *««!>■ 

Da o die gegenüberliegende Seite von c ist, so schließt man aus 
der Form von p c sofort auf die der übrigen Lote. Bezeichnet man 
den Faktor vor der eckigen Klammer, der sich für die aufeinander- 
folgenden Winkel a und d, d und 180° - c, 180° - a und 180° - d, 
180° — d und a nicht ändert, mit A, so kann man die Ausdrücke für 
die Lote in folgender eleganten Form schreiben: 

p a = k ■ [a ■ [a* 4- h* 4- c- 4- d) - 2c ■ (ac - bd)], 

p h = A • [b • (a 8 4- b* + c 8 4- rf*) 4- 2rf - (ac - 7x7)], 

/> e — X • [c • (a 8 4- b* + c 8 4- rf*) - 2a - (ac - bd)\ y 

p 4 -l>[d> (a 8 4- b* + c 8 + <P) 4- 2fc • (ac - 6rf)]. 

In den Kreisvierecken, in denen a • c = b ■ d ist, erhält man hier- 
nach besonders einfache Ausdrücke für die p y . Ist nämlich q> der der 
Seite b gegenüberliegende Winkel, unter dem sich die Diagonalen e 
und f schneiden, so ist die Bedingung 

a • c = b d identisch mit cos u cos d 4- cos q =» 0, 



(3) 



22 



» 
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sodaß 

. »in 1 a sin* d 
= »F sin» 9 

wird. Da nun mit Rücksicht auf e • f '— 2ac — 2fcrf 

1 sin ann* (afc ^f- cd) (6c -f da) a» + 6» 4- c 1 + _d* 

a* 4- 6* 4- c* 4- d* 
so ergibt sich, wenn man noch ctg« -= — — -~^ F — — setzt, 

also Ausdrücke, wie sie bei dem Minimumpunkte für das Dreieck auftreten. 

Die Konstruktion des Winkels e läßt sich in einfacher Weise für 
jedes Kreisviereck ausführen. Man ziehe in den Ecken A und C die 
Tangenten an den Umkreis und durch B und J) Parallelen zu AC. 
Die Schnittpunkte der Parallelen mit der linken Tangente seien E 
und G und die mit der rechten entsprechend F und H. Dann ist 
<£FGR = e. 

Mit Hilfe der entstandenen ähnlichen Dreiecke findet man nämlich 
leicht, daß EF G'//=^± rf - ist. Die Mittellinie des Tra- 
pezes EFHG, die gleich der Projektion Gl von GF auf GH, ist 

a « + b* 4- c* + d* , ... . 
also — 2~Jc r ~ mithin: 

ctg / äic r>v ~ 4 F ~ ' 

Die Vierecke, in denen ac = bd ist, erhält man, wenn man die 
zu einer beliebigen Sehne AC gehörigen Bogen in Q y und Q t halbiert 
und dann von Q t und Q s durch einen beliebigen Punkt S innerhalb 
von AC Gerade zieht. Sie bestimmen die Punkte B und D. 

Um nun in einem solchen Viereck den Minimumpunkt zu zeichnen, 
konstruiere man über a, b, c, d als Basen gleichschenklige Dreiecke 
mit dem Basiswinkel e. Ihre Spitzen seien A lf B x , C\, D v Die 
Parallelen durch diese Spitzen zu den zugehörigen Seiten schneiden sich 
in dem Minimumpunkt. 

Bestimmung von X und ^p\ durch die Seiten. — Setzt man 
a % 4- h* 4- c* 4- d* = s* und o • c — b • d = t* t so erhält man aus (3) 

2F = k • (ä* - 4^), also A - ^T4 t i* 

Für die Summe der Quadrate der p t findet man hiernach 

pl 4- j4 + />? + pl - • 



Digitized by Google 



Der Gauß-Lemoinesche Punkt im Kreiaviereck. 333 

Die vier durch P gehenden Geraden l r . — Ersetzt man in 
(1,) und (2,) £ und r] durch die laufenden Koordinaten x und y, so 
ist P der Schnitt der Geraden (1,) und (2 f ) oder L Y und Bildet 
man hieraus 

l e = sin (a + d) • L x + cos (« -f i) • L, — 0, 

so ist dies eine neue durch P gehende Gerade, deren Gleichung in 
vereinfachter Form 

l c ~ - x + y • (ctg« + ctg d) + \c = 0 

lautet Nimmt man statt AB nacheinander die Seiten BC, CD, DA 
als Xy, x t -, x s - Achse und die Lote in B, C, D auf diesen Seiten im 
gebräuchlichen Sinne als y v -, y s - Achse, so erhält man drei weitere 
Geraden durch P, deren Gleichungen analog wie die von l e gebildet sind. 
Die Gleichungen dieser vier Geraden sind: 

l a = — x t + y % ■ (- ctg « -- ctg <J) + •}■ a — 0, 
^ h = - + y 3 ■ (- ctg « + ctg ö) + ^6 - 0, 

l e = -x + y • (+ ctg« + ctg<$) -f je = 0, 
l d = - ar, + y x - (+ ctg« - ctg<$) + jrf = 0. 

Diese vier Geraden gehen also durch die Mitten M a} M b , Me, M A 
der Seiten a, b, c, d und, wie man aus den Koeffizienten der Gleichungen 
von l a und le, h und l d entnimmt, muß 

£ PM a C - <fc P Jf fl und £ Püf 6 /J - P3/ rf C 

sein. In Worten: Die Verbindungsgeraden des Minimumpunktes mit den 
Mitten der gegenüberliegenden Seiten des Kreisriercrks bilden mit diesen 
in der Richtung nach ihrem Schnittpunkt genommenen Seiten je zwei 
gleiche Winkel. 

Gibt man l e die beiden Formen 

l c z ■ — x + y • ctga -f- ctgö* • (y + \c • tgd) — 0, 
l'c - - x + y ctg (5 + c + ctg a • (y - \ c • tg «) = 0, 

so sagt die erste Form aus, daß l e durch den Schnitt von 
b = — x + »/ ctg « = 0 und // -f J e tg 6 — 0 

und die streife Form, daß es auch durch den Schnitt von 

= — .r -f- # • ctg <5 + c = 0 und y — }• c tg « = 0 

geht. 

Analoge Umgestaltungen und Schlußfolgerungen lassen die Ge- 
raden la, h, l d zu und führen so zu einer einfachen Konstruktion 
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des Minimumpunktes: Man errichte in c und rfdie Mittelsenkrechten, 
welche b bez. a in G und H schneiden mögen. Hierauf ziehe man 
durch G und H zu c und d die Parallelen Gl und HK bis zum Schnitt 
mit d und e. M c l und bestimmen dann den Punkt P. (Fig. 2.) 

Die vier durch P gehenden Geraden X r . — Bildet man aus den 
Geraden L x und 1^ die neue Gerade 

Ac z= cos (« + d) • Li — sin (a + S) ■ x% «= 0, 

so geht diese ebenfalls durch P, und ihre Gleichung in x, y lautet: 

>l c = [ — x • sin (a + d) + y cos (a + d) + ^ü» sin d] 
4- cos « cos d (y + * c tg d) = 0. 

Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer ist identisch mit 
der linken Seite der Gleichung für die Parallele durch M b zu a. X< geht 

also durch den Schnitt der Pa- 
rallelen durch M b zu a mit der 
Parallelen zu c im Abstand 
y = — \ c • tg d. Setzt man 
y — 0 in X c , so ergibt sich für 
den Punkt C x auf c, durch den 
A c geht, 

. p l ein J (6 -}- c cob a) 
X ~~ 1 = * ' Bin'(iT+~ä) _ 

t T t wird gefunden, wenn 
man von 2? auf AD das Lot 
J?l? s fällt und durch die Mitte 
von B^D zu a eine Parallele 
zieht. Sie trifft c in <?,. 

Um die zu X e analoge Ge- 
rade X d zu erhalten, ersetze 
man wie bei (4) x f y durch das System x x , y X} a durch 180° — d, 
d durch a, c durch (/, b durch c. Daun ist 

X d x x sin (a — d) 4- cos (a — d) + £ c sin a — cos er cos d (y 4 4- -J rftg «) = 0. 
In ähnlicher Weise ergibt sich 

X <t = a:, sin(« 4- d) + y, cos(a + d) 4- }rf sind 4- cosa cosd (y, — " tgd) =- 0, 

X h -^x i - sin(a — d) — y s cos(a — d) 4- J osina — cosacosd (y 3 — jfttga) = 0. 

Die Geraden X„ r X,„ X* bestimmen auf a, b, d drei Punkte A x , B v 
D v die in derselben Art wie C x gefunden werden. 




Fig t. 
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3:55 



Schneiden sich die Gegenseiten a und c in E, b und d in JF', so 
erkennt man aus den Gleichungen für X a und A c , daß 

^PA.E^^r PC\E, 
und aus denen von X d und A 6 , daß 

jzPB^-^PD^. 




Fig. 5. 



Daraus und aus dem Resultat der Gleichungen (4) folgt weiter, 
daß A PC X M c ~ A PA t M a und A PB, M ~ A PD 1 M J} und daß sich 
also verhält 

A x M a : C 4 3/ e =p a :p c , B^M d \ B t M b = jjj : 

Die Rechnung bestätigt dieses Resultat 

Der Minimumpunkt ah Schnitt dreier rechtwinkliger Hyperbeln. — 
Figur 3. Es wurde festgestellt, daß PM a E = <C PM t E. Es liegt 
nun nahe, den Ort der Punkte Q innerhalb oder außerhalb eines Winkels 
M a EM e zu suchen, für die stets QM a E — QM C E = * ist 
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Wählt man die Winkelhalbierende von <TT M a EM e zur positiven 
X-Achse und die auf ihr im Schnitt Ii mit M a M e Senkrechte zur 
l r Achse, so schneiden M U Q und M C Q die X Achse unter demselben 
Winkel und wenn Q, M a , M c die Koordinaten x, y y — m, n- + p, 
— haben, gilt 

tg d ~y+J oder 
2xy + x(q — n) — y(p — in) -f mq -f np — 0. 
Setzt man x = x' + p ~~— t y = y' — \ (q — m), verschiebt man 

also das Koordinatensystem parallel mit sich selbst in die Mitte M x 
von M a M c , so ergibt sich bei Weglassung der Indizes als Ort für Q: 

4xy = — (p + m ) • (q + w). 

* 

Dies ist aber die Gleichung einer auf ihre Asymptoten als Achsen 
bezogenen Hyperbel, und da diese Achsen nach der Einführung 
senkrecht waren, so ist der Ort für Q eine rechtwinklige oder gleich- 
seitige Hyperbel. Ihr Koordinantenanfang ist 3/,, ihre Asymptoten 
sind parallel bez. senkrecht zur Halbierungslinie von *^ M a E M^ 

(p + m) - (q + n) ist gleich dem Inhalt des Rechtecks mit der 
Diagonale M a M (} dessen Seiten senkrecht bez. parallel derselben Hal- 
bierungslinie sind. 

Auf dieser gleichseitigen Hyperbel liegt außer dem Minimum- 
punkt P zunächst der Punkt E, da «r: EM e E = 0 = EM a E. Auf 
ihr liegen aber auch die Punkte M a und M r , da ja < PM„ E = <; PM ( E 

Die Betrachtungen für den <; M a EM e gelten in gleicher Weise 
für den MhFMj. In bezug auf diesen Winkel muß also P wieder 
auf einer gleichseitigen Hyperbel liegen, die durch F, M h} Ma hindurch- 
geht. Ihre Asymptoten schneiden sich in der Mitte M» von Mt,M d 
und sind senkrecht bez. parallel zu der Halbierungslinie von M b FM d . 

Nun ist zunächst M i z= M t , denn M a Mt>M e M4 ist ein Parallelo- 
gramm. Außerdem stehen im Kreisviereck die Halbierungslinien der 
Winkel M a EM c und M,,FM H senkrecht aufeinander, folglich fallea 
außer den Mittelpunkten der beiden Hyperbeln für die Winkel E und F 
auch ihre Asymptoten zusammen. 

Da nun ferner die zwei Hyperbeln den Punkt P gemeinsam haben 
und durch einen Punkt und die Asymptoten die Hyperbel völlig be- 
stimmt ist, so sind beide Hyperbeln identisch. 

Ist M der Mittelpunkt des Umkreises von ABCD, und sind M e 
und M. die Mitten der Diagonalen AC und BT), so schließt man aus 
der Gleichheit der Winkel, welche die von M, M t , M f nach den Mitten 
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der Gegenseiten gezogenen Strahlen mit den Seiten bilden, daß auch 
M, M f , M f auf den zwei zusammenfallenden Hyperbeln liegen. 

Der Minimumpunkt liegt also auf einer gleichseitigen Hyperbel, die 
den Schnitt der Diagonalen von M a M,,M e M d zum Mittelpunkt hat, deren 
Asymptoten parallel zu den Halbierungslinien der Winkel M a EM c und 
M b FM ä sind und die durch die Punkte 

E, F } M, M a , M b , J/ c , M 4 , M„ M f 

des Kreisvierecks hindurchgeht. 

Hieraus ergibt sich nebenbei der Satz: Die Rechtecke mit den 
Diagonalen M a M e bezw. M^M*, deren Seiten mit den Halbierungs- 
linien der Winkel M a EM c und M h FM 4 parallel laufen, sind gleich. 
Die Rechnung bestätigt das zuletzt Gesagte. Bestimmt man nämlich 
den Inhalt des Rechtecks mit der Diagonale M„31 e , indem man wi, n, 
p, q durch 

JP 1/ 6 sin * , v b Bin et , 

EM < ~ sin (« + 6) ~ * C ' LM * ~ ein (« + 6) ~ * a > 

^ M a EM e = 180° -(« + *) 

ausdrückt, so findet man nach einiger Rechnung 

sin a Bin * (c* - a*) (b* — <!*) 



(m+p)-(n + q) 



SF 



Um das Rechteck mit der Diagonale M b M ä zu erhalten, muß man c 
mit b, a mit d, 6 mit 1HÜ° — ö vertauschen. Hierdurch ändert sich 
aber der Wert der rechten Seite nicht. 

Die gleichseitige Zehnpunkt- Hyperbel hat nach dem obigen die 
Gleichung 

4xy => - H l F • (c* — a*)(6 a - <P) sin a sin <$, 

die man mit Rücksicht auf AF • ctg« — — a* -f b* + c* + rf 1 und 
4 F • ctg d = a # -f — c* — d* auch schreiben kann 

F sin -I- 6) • Bin (er — d) 
* 8 sin a • sin d 

Sie liegt für a > (J im 1. und 3., für a < tf im 2. und 4. Qua- 
dranten. Ist a = <J, wie dies beim Quadrat, Rechteck und Kreistrapez 
eintritt, so zerfällt die Hyperbel in ihre Asymptoten. 

Für die Teile der Hyperbel, welche außerhalb des Winkels M a EM e 
und seines Scheitelwinkels liegen, kehrt sich die Richtung des einen 
Winkelschenkels um, sodaß M a D an die Stelle von M a E und 
3I e A an die Stelle von M C E tritt. So gilt z. B. für den Punkt F: 
<£ FM a D — FM e E. 
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Man erkennt dies deutlich, wenn man zwei zu M a unendlich nahe 
Punkte P> und P a betrachtet, P, innerhalb, P a außerhalb des Vierecks. 
Dann ist sowohl <^T PiM r E als auch P a M c E kleiner als 90°, sie sind 
gleich dem' Winkel, den die Tangente in M a mit M a E bildet, und 
dieser ist gleich M a M c E. 

Ähnliches gilt für die noch zu behandelnden Hyperbeln. 

Die zicciie rechtwinklige Hyperbel. — Aus den Geraden l r hatte 
sich ergeben, daß die Winkel PA X E und PC X E gleich sind. 

Der Ort für P ist daher wieder eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt die Mitte von A l C l ist, die durch A lt L\, E geht und 
deren Asymptoten dann der ersten Hyperbel parallel laufen. 

Wahrend aber bei der ersten Hyperbel für a < ö (Fig. 1) 
EM a < EM e war, ist jetzt EA V > EC V Berechnet man nämlich auf 
Grund der Konstruktion von A x und C x die Werte von EA X und EC\, 
so findet man 

-r, . 1 (d + « cos a) sin S vf1 (b — c cos a) sin i 

~ 2 " sin(« + &) ~> ^ ~ "" sin (« + d) ~ ' 

Fällt man nun von B auf b das Lot BB' und von D auf d das 
Lot DD', so ist DD'=<i + «cos«, DB' = b-ccosa. Da nun BB' DD' 
ein Kreisviereck ist und FD als Hypotenuse größer als FD' } so muß 
BD' > DB', also auch EA X > EC\ sein. 

Damit ist die Ixiye der zweiten Hyperbel für a < d entschieden. 
(\ liegt im ersten, A x im dritten Quadranten der Asymptoten, und das- 
selbe gilt also auch von den beiden Zweigen der Hyperbel. 

Ihre Gleichung erhält man aus der der ersten Hyperbel, wenn 
man statt — m. n die Koordinaten — m\ — n von A x und statt -f p, 

— q die Koordinaten + />', + q von f\ setzt, also m mit w', n mit 

— n', p mit p', 3 mit — q vertauscht. Dann wird 

4*V = + (// + «') • («' + n'). 
Hierin ist * 

m'= EA X • cos a + *, p=E(\ • cos a + *; //' + <?' = (JE^ - JSCjsin- £ *. 
Durch Ausführung der Rechnung unter Benutzung von sin a =* qrf ^ 



_ „» + t» 4. c* _ rf» 
und ctg a = — wird 



AF 

und wenn man wie früher c* — a s = 2.F(ctg a — ctg d) einführt, 

, , F Hin er «in <} sin (er — 

X - V = — 16 ' sin(« + d) 
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Die dritte rechtwinklige Hyperbel — Da PB X F = «$C PD X F ist, 
so muß P auf einer dritten Hyperbel liegen, deren Asymptoten sich in 
der Mitte von B i D i rechtwinklig schneiden und mit denen der ersten 
zwei Hyperbeln parallel laufen. Sie geht durch B v D v F. Ihre Gleichung 
erhält man aus der vorigen, wenn man. d durch 180° — d ersetzt. Sie 
lautet 

„ „ _ F ein a • sind sin (or -f *) 
X y ~ ~ 16" sin (« - 'S) 

Aus den Gleichungen der drei rechtwinkligen Hyperbeln entnimmt 

man, daß für c $ d die erste Hyperbel im 2. und 4., bez. 1. und 3., 
die zweite und dritte Hyperbel aber dann im 1. und 3., bez. 2. und 
4. Quadranten liegen. 

Für a — Ö zerfallen die ersten zwei Hyperbeln in ihre Asymp- 
toten. Bei der dritten Hyperbel liegen dann B lf D v F und also auch 
die eine Asymptote im Unendlichen, während die andere Asymptote 
durch P geht und parallel AD ist. 

Vier weitere Punkte auf der Zehnpunkt- Hyperbel. — Fällt man 
von M a und M e auf die Diagonalen AG und BD die Lote M a S l und 
M t S s , so bilden diese Lote mit M a E und M e E gleiche Winkel, da 
ABD — DCA als Peripheriewinkel auf demselben Bogen. Der 
Schnitt X t dieser Lote muß demnach auf der Zehnpunkt -Hyperbel 
liegen, und es ist demnach auch <: X x M b C = <C X l M d D. 

Fällt man von M a und M e die Lote auf BD und AC, so erhält 
man den zu X t analogen Punkt X s mit denselben Eigenschaften wie X v 

A'j und X, sind die Höhenschnittpunkte der Dreiecke M a M d M c 
und M e M(,M a . Es bestätigt sich also der Satz: Wenn drei Punkte 
M«, Mtr, M c auf einer Hyperbel liegen, so liegt ihr Höhenschnitt auf 
derselben Hyperbel. 

Die Lote von M b und M d auf die Diagonale ergeben zwei weitere 
Punkte Y x und Y 2 , die Höhenschnittpunkte der Dreiecke M b M f M d und 
M d M a M b sind und also gleichfalls auf der ersien Hyperbel liegen. 

Aus der Konstruktion von X, und X 2 folgt leicht, daß M a X l M c X i 
und X i M 6 X l M d von Hi/perbclselnten gebildete Parallelogramme sind. 
Dasselbe güt von J/»r t Af„r s , Y t MA\M tt X^X^.' 

Die Mittellinien dieser fünf Parallelogramme bestimmen die Rich- 
tungen von fünf Paaren konjugierter Durchmesser. 

Zieht man von M e und M a durch irgend einen Punkt Q der 
ersten oder Zehnpunkt-Hyperbel Strahlen, die DE in U, EA in V 
treffen, so ist M a UVM r ein Kreisviereck, da nach der Art der Be- 
stimmung dieser Hyperbel -yr UM a V=VM e U ist. Demnach ist 
<£ VUE = E3f c M af und da der Winkel EM c M a gleich de^ Winkel 
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ist, den die Tangente in M e mit M c E bildet, so ist diese Tangente ü V 
parallel. Dasselbe gilt von der Tangente in M c . 

Aus dieser Bemerkung ergibt sich eine einfache Konstruktion der 
ersten Hyperbel ohne deren Achsen und Asymptoten: Man trage den 
Winkel M a M e E in irgend einem Punkte U an UE gleich V (JE an. 
Der Schnitt Q von M a V und M e U ist dann ein Punkt der Hyperbel 
innerhalb des Winkels M a EMc 

Die Punkte der Hyperbel außerhalb des Winkels M a EM e findet 
man in ähnlicher Weise unter Benutzung von M b FM d} da für die 
Tangenten in M h und M d entsprechende Beziehungen gelten. 

Ebenso ist es mit den Tangenten in A lf Cj und B it D t an die 
zweite und dritte Hyperbel und der Konstruktion dieser Kurven. 

Zum Schluß sei noch auf folgende interessante Eigenschaft von P 
hingewiesen: Zieht man von P durch M a und M e Strahlen, so ergibt 
sich unter Beachtung von <^PM a E-=PM c E und mit Hilfe der 
Winkel des Kreisvierecks, daß diese zwei Strahlen mit den Seiten a 
und c und ebenso mit b und d je zwei gleiche Winkelpaare bilden, 
wobei der eine Schenkel jedes Winkels immer nach E oder F hin zu 
nehmen ist. 

Diesen vier Paaren gleicher Winkel entsprechen nach den früheren 
Betrachtungen vier gleichseitige Hyperbeln, die durch P und die Scheitel 
jener Winkel gehen. 

Da für die von P durch die Punktepaare M b , M d : A v (.\\ B lf D t 
gehenden Strahlen ähnliche Resultate gelten, so kann man mithin sagen: 

Der Minimumpunkt P rfcs Kreisvierecks ist der Schnitt von IG glcicii- 
seitigen Hyperbeln, von denen die durcli M a , M c und M h , M d gehenden 
in eine zusammenfallen. 



Homburg v. d. Höhe, im Oktober 1004. 



Ül)er eine Eigenschaft der binären quadratischen Formen. 



Ist eine quadratische Gleichung gegeben mit den Wurzeln a t , 
und bestimmen wir ß x , ß t so, daß für jedes / die Identität besteht 



Von 0. Spiess in Basel. 




2(<-A)(< -&)-('-«!? + (<-«,)". 



2(t-a l )(t-« 3 )~(t-ß i f + (t-ß,y f 
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In der Tat folgt aas den beiden Bestimmungsgleichungen für ß l} ß s 

«i = + A, 

die dritte 

und eine Vertauschung der a mit den 0 läßt das System dieser Glei- 
chungen unverändert. Man findet für die Diskriminanten 

(«, - atf + (A - A , l = o. 

Aus (1) und (2) ziehen wir noch die Identität 

••GH) -CiÄ) . 

^C.:;)' '+C ?;)"" 

welche für — tg*, — tg^ die Form annimmt 

(3) sin tp ■ sin # — 1. 

• 

Betrachten wir die Gleichungen (1), (2) von einem allgemeineren Ge- 
sichtspunkt. Links in (1) steht eine quadratische Form von der Deter- 
minante -)- 1 und den Variablen (/ — cc x ), (t — «,), rechts eine solche 
von der Determinante — 1 und den Variablen (< — ß x ), (t — ß t ), und 
diese Formen stehen in einer Art von Reziprozität zueinander, indem 
ihre Gleichheit fortbesteht, wenn da« System ihrer Variablen vertauscht 
wird. Wir stellen uns nun die Aufgabe, zu einer beliebigen Form (ABC) 
alle Formen (A'B'C) zu bestimmen, welche eu ihr diese Beziehung haben, 
für welche also die beiden folgenden Gleichungen gleichzeitig für jedes t 
erfüllt sind 

i A(t - «,)» + 2ß« - ai ) (*-«,) + C(t - «,)' 

\ - A'(t - a)' + 2 B'(t - a) (t - a) + c\t - ß t y, 

A{t- ß,f + 2 Bit - A) (t - ß t ) + C(t - ß t y 

+ 2 B' (*-«,) + C'[t -«,)». 

Wir betrachten ^4, B, C als gegeben, Z) = B* — AC als von Null ver- 
schieden, ebenso «j, c, als gegeben und nicht identisch, und stellen 
zunächst die Bedingungen für das Bestehen der Gleichung (4) allein 
auf. Sie sind 

(6) A + 2B + C - A' + 2iT + C, 

(7) . + ä)«» + iß + O«, = M' + ir>A + + c')ß*, 

(8) .4a* + 21^«, + C«\ - ,<l'ff + 2B'ß l ß i + 6"# 
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Die erste dieser Gleichungen enthält die notwendige Beziehung zwischen 
den Koeffizienten, die beiden andern dienen 7,ur Berechnung von ß l? ß s . 
Wir leiten hieraus einige weitere Formeln ab, die zu unserem Zwecke 
geeigneter sind, müssen jedoch verschiedene Fälle unterscheiden. Nehmen 
wir zunächst 

I. A + 2B+C + 0 

* 

an, so können wir Gleichung (8) ersetzen durch eine andere, die wir 
erhalten, indem wir (7) beiderseits quadrieren und das Produkt von (ü) 
und (8) hiervon subtrahieren. Es kommt so 

(9) z>(«,-«,)-i)'(A-A)'. 

Verstehen wir unter YD, y7>' den positiven Wert der Quadratwurzel, 
resp. falls der Radikand negativ ist, + / mal dem absoluten Betrag 
der Wurzel, so folgt hieraus 

(10) VD ■ K - «,) = tVD'^ - (> . ± l} 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem der Ausdruck 

yi) — syl)' von Null verschieden ist oder nicht. Im allgemeinen 
ist das erstere der Fall. Multiplizieren wir dann Gleichung (7) mit 
diesem Faktor, Gleichung (10) aber mit (B+C)- {Ii' + 6") und 
addieren beide, so folgt unter Rücksicht auf (6) 

(11) {{A'+B')VD-t(A+B)Vl)'}a i +Urr+^ 

- | (A' + B ) VD-s (A + B)Vi)' )& + {(!*'+ C')VI) -*(B + C) VD' ) ß,. 

Man sieht leicht, daß unter den gemachten Voraussetzungen die Glei- 
chungen (10) und (11) linear unabhängig sind und rückwärts wieder 
auf (7) und (8) fuhren. 

Tritt aber der Spezialfall ein, daß D •-= J)' und f = 1 ist, so 
haben wir zunächst 

(10.) «, - «, = ß x - ß t 

und bringen damit die Gleichung (7) leicht auf die Form 

(11.) • { (A' + B') - (A + B) )(«,-«,) - (A + 2B + V) K - ß,). 

Ehe wir aus diesen Gleichungen die Konsequenzen ziehen, stellen wir 
noch die nötigen Formeln auf für den Fall, daß 

II. A + 2B + C = A' + 2B' + C -= 0. 

Gleichung (7) nimmt jetzt die Gestalt von (10; an, 
(10„) ( A + B) («, - «,) ^ (,!' + B') (ß, - - Ä s 
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indem jetzt J) = (Ä + B)\ D' = ( A + B')* ist. Führen wir den Wert 
von C, C in (8) ein und berücksichtigen (10b), so folgt 

(8.) (.4' + B r ) [Au, + (22? -r -1)«J = (.4 + B) [A'ß, + (22T + ,4' >&]. 

Um hieraus die analoge Gleichung wie (11) zu erhalten, multiplizieren 
wir beide Seiten mit (A' + -B') — (-4 + 2f), vorausgesetzt, daß dieser 
Ausdruck nicht Null ist, ferner Gleichung (10 b ) mit (AB'-A'B) und 
addieren beide Gleichungen. Wir erhalten 



(Hb) { 



[AD' - A'D]^ + [(A + 2B)D' - (Ä + 2 IT) Ja, 
[4D' - + [('-4 + 2#)Z>' - (.4' + 27?')DJft. 



In dem Spezialfall (A + B) = (A' -f 2J') + 0 erhalten wir analog zu 

(10»), (11.) die Formeln 

(10.) a 1 - o, = - ft, 

(11.) (4' - A) («j - a,) - 2(4 + -B) (a, — ft). 

Die Ausnahme A -f i? = 0 liefert eine Trivialität, die wir ausschließen. 

Die Gleichungen (10), (11) resp. (10.), (11.); (10 b ), (ll b ); (10.), 
(.11.) liefern nun sofort die Lösung der Aufgabe. Soll nämlich Glei- 
chung (5) mit (4) zusammen bestehen, so müssen die erwähnten Gleichungs- 
jtaare unverändert bleiben, wenn Op a, mit ß v ß^ vertauscht wird. Da- 
nach ergibt sich im Fall I aus Gleichung (10) die notwendige Be- 
dingung 

(12) D* = D'*. 

Die9e Bedingung ist aber auch hinreichend. In der Tat, falls erstens 
(12.) D'~-D 

ist, kann der Ausdruck {]/!) — ^D') für keinen Wert von £ ver- 
schwinden, und es kommt Gleichung (11) zur Geltung. Diese enthält 
aber (a,a,), (ßiß % ) symmetrisch und ist also auch nach der Vertauschung 
erfüllt. Aus ihr und der Gleichung 

ß\ - ßt — ~ «*) (• - ± i) 

erhalten wir zwei konjugiert komplexe Lösungen für (ßiß^). — Ist 
aber zweitens 

(12 b D' - D, 

so liefert die Annahme £ = — 1 oder 0, — ß t = — (a, — a 8 ) eine 
Lösung aus demselben Grunde, und zwar die einzige. Nehmen wir 
nämlich e — -f- 1 an, so gelten die Gleichungen (10.), (11*). Bei Ver- 
tauschung von (a^,) mit (0 t &) geht aber Gleichung (11.) nicht in 



Digitized by Google 



344 0. SriBHs: Über eine Eigenschaft der binären quadratischen Formen. 

sich selbst über, da die linke Seite unverändert bleibt, während die 
rechte das Vorzeichen wechselt. Diese Annahme führt daher zu keiner 
Lösung der Aufgabe. 

Fall IL — Ganz analog erledigt sich der Fall II. Gleichung (10 b ) 
liefert als notwendige Bedingung 

(12 c ) (A + B)> = (A' + B')\ das ist D - D\ 

Diese Bedingung ist auch hinreichend; denn setzt man 

A' + B^-iA + H), also - A --(«,- «,), 

so gilt Gleichung (Hb), welche sich durch die Vertauschung von « u a, 
mit ß lf ß t nicht ändert. Indes gibt es nur diese eine Lösung; denn 
macht man 

Ä + B' = A + B, 

so kommt Gleichung (ll c ) in Betracht, und diese ist nicht mehr erfüllt, 
wenn wir die Vertauschung vornehmen. Wir können also schließlich 
folgenden Satz aussprechen. 

Satz: Sind (ABC), (A'B'C) zwei quadratische Formen mit den 
Determinanten D, resp. D\ und besteht die Beziehung 

A + 2B+C-A'+2B'+C, 

so können für alle Werte der Variablen «, , a t die Größen ß x , ß t so be- 
stimmt werden, daß die Gleichung identisch in t besteht 

A(t - «,)• + 2 B(t - - «,) + C(t - «,)' 

- A'(t - ßl )* + 2B'(t - ß x ) (/ - ß t ) + C'{t - A )» 

Damit dann zugleich noch die zweite Gleichung gilt 

A(t - &)* + 2B(t - ß t ) (t - ß s ) + C(< - /*,)* 

- ^'(« ~ «i)' + - «,)(* - «,) + C'(t - <f , 
ist notwendige und hinreichende Bedingung 

I. 7) - ± D\ falls .4 + 2B + C + 0, 
II. Z> - I)', falls ^ + 2B + f: =» 0, 

und zwar gibt es für ß x , /?, ein reelles, resp. zwei konjugiert komplexe 
Lösungssysteme, jenacbdem das Verhältnis der Determinanten -f 1 oder 
- 1 ist. " 

Basel, 28. Sept. 1903. 
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• 

Beitrag zur Untersuchung des erkenntnistheoretischen 
Wertes der verschiedenen analytisch möglichen 

Raumformen. 

Von P. Milaü in Kreuznach. 

(Schluß.) 

6. Raumformen, bei denen die. Raumkonstante ^ 0 ist, sind erkenntnis- 
Üieoretisch nicht möglich, a) Widerlegung von Einwendungen. — Weit 
mehr als die Axiome der projektiven Geometrie und das von den 
3 Dimensionen des Raumes sind die Axiome der metrischen Geometrie, 
nämlich dasjenige von der Unendlichkeit des Raumes und das sogenannte 
Parallelenaxiom umstritten worden. Der bekannteste Einwand, der 
gegen die Apriorität dieser Axiome gemacht wird, ist der von v. Helm- 
holtz 1 ) herrührende Gedanke, daß wir uns „den Anblick einer pseudo- 
sphärischen oder sphärischen Welt ebenso gut nach allen Richtungen 
hin ausmalen" könnten, wir wir ihren Begriff entwickeln können. Der 
Gedankengang, den v. Helm hol tz hier verfolgt, ist etwa der folgende: 
Unser Raum ist nicht der allgemeinste Begriff einer Mannigfaltigkeit 
von 3 Dimensionen, auch nicht hei Annahme der freien Beweglichkeit 
und Festigkeit der Raumgebilde (Krümmungsmaß K — const.), sondern 
es sind 3 gleichberechtigte Fälle: K — 0 (euklidische oder parabolische 
Raumform), K < 0 (pseudosphärische Raumform) und K > 0 (sphärische 
Raumform). Nun könnte die Erkenntnis K = 0 uns a priori gegeben 
sein. Dann würden wir uns die Reihe der Eindrücke, die bei einer 
Raumform auftreten, in welcher JT^O ist, in keiner Weise sinnlich 
ausmalen können; denn wenn wir uns die verschiedenen Eindrücke aus- 
malen könnten, so müßte es der Erfahrung überlassen bleiben, zu ent- 
scheiden, ob diese oder jene den reeUen tatsächlichen Verhältnissen 
entsprechen. Nun behauptet v. Helm hol tz aber, daß wir uns die Reihe 
der sinnlichen Wahrnehmungen, die ein pseudosphärischer oder sphärischer 
Raum aufweisen müßte, anschaulich ausmalen können, und entwickelt 
dieses im Anschluß an die Beltramische 1 ) Abbildung in eigenartiger 

1) v. Helmholtz: „über den Ursprung und die Bedeutung der geometr. 
Axiome". Populäre Vorträge, Heft III, S. 46 ff. 

2) Beltrami: „Ksani d'interpr^tation de la Gt'om. etc." Man vgl. auch 
F. Klein: „Über die sogenannte nichteukl. Geom." Math. Ann. IV. — Eine 
Kritik der v. Helmholtzschcn Betrachtungsweise findet sich bei F. Klein: „Gut- 
achten betreffend den 3. Band der Theorie der Transformationsgruppen von S. Lie" 
Math. Ann. 1898. S. 584. 

Archir dar M«ih.ro.tik and Vbjuik. UL R«U». IX. 23 
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Weise mit Benutzung physikalischer Hilfsmittel (gekrümmter Spiegel 
und Linsen). Daraus zieht er dann die Folgerung, daß die Erkenntnis 
K = 0 empirisch erworben ist. Wenn nun aber aus der Möglichkeit, 
die Eindrücke sich auszumalen, die eine nichteuklidische Welt auf ihren 
Bewohner machen müßte, auf die empirische Herkunft der Rauni- 
anschauung geschlossen werden soll, so ist hiergegen, wie Jakobson 1 ) 
hervorhebt, einzuwenden, daß v. Heimholt/, notgedrungen irgend eine 
Annahme über den diesen Bewohnern innewohnenden Intellekt machen 
muß. Ist dieser Intellekt, insbesondere der Anschauungszwang, dein 
sie unterworfen sind, dem unsrigen völlig entsprechend, so würden die 
Bewohner eines nichteuklidischen Raumes trotz aller widersprechenden 
Verhältnisse dort genau dieselbe Geometrie ausbilden, wie wir. Das- 
jenige, was nicht hineinzupassen scheint, würden jene Intelligenzen 
durch optische Täuschung bezw. durch Unvollkommenheit der betreffen- 
den Sinnesorgane zu erklären bestrebt sein. Nun könnte aber der 
vorauszusetzende Intellekt ein von dem unsrigen völlig verschiedener 
sein. Dann kann über die Raumanschauung der mit diesem fremden 
Intellekt begabten Wesen überhaupt nichts ausgesagt werden. Nun 
nimmt aber v. Helmholtz offenbar weder das eine, noch das andere an, 
er setzt vielmehr stillschweigend voraus, daß das Erkenntnisvermögen 
der betreffenden Raumbewohner, also ihre gesamte Raumanschauung, 
von der jedesmaligen Natur des Raumes, den sie bewohnen, abhängig 
sein müßte, im übrigen aber der unsrigen analog sei. Eine solche 
Voraussetzung zu machen, ist aber nicht statthaft, da sie gerade das- 
jenige enthält, was zu beweisen war, nämlich daß die Axiome der Geo- 
metrie durch Empirie gefunden seien. — Was die Sache selbst an- 
betrifft, so sind die beiden Standpunkte so fundamental verschieden, daß 
eine Einigung kaum möglich erscheint, v. Helmholtz nimmt an, daß 
die Ausbildung der Raumanschauung, also unser subjektives Empfinden, 
durch die jedesmalige Natur des Raumes bedingt werde, wir dagegen 
gerade unigekehrt, daß durch unser subjektives Empfinden, durch die 
uns einmal immanente psychische Veranlagung, die Natur des Raumes, 
wie er uns erscheint, bedingt irird. Wir stellen uns den Raum, von 
dem wir das ihm objektiv zugrunde Liegende nicht zu erkennen fähig 
sind, noch jemals sein werden, in ganz bestimmter Weise vor, weil wir 
psychisch dazu gezwungen sind, und erleiden nicht umgekehrt durch 
den Raum den Antrieb zu der jedesmaligen Raumvorstellung. Der den 
Antrieb ausübende Raum könnte doch auch nur der objektive Raum sein, 

1) J. Jakobson: „Philosophische Untersuchungen zur Metageometrie". 
S. 146 ff. Man vgl. auch Schotten: „Die Grenze jsw. Philo», u. Mathein." Unter- 
richtablätter II. 4. S. 66. 
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and von diesem wissen wir nichts (§ f>), und es hat auch keinen Sinn, 
sich denselben „eben" oder „gekrümmt" vorzustellen. — Bei der hier ver- 
tretenen Ansicht ist es auch nicht nötig, die Raumvorstellung als „not- 
wendige Eigenschaft aller denkenden Intelligenzen" anzunehmen, wo- 
gegen Erdmann 1 ) protestiert, sondern nur als notwendig verknüpft 
mit den Gesetzen des Bewußtseins aller uns selbst analogen Intelligenzen. 
Daß andere mit Intellekt begabte Wesen, die sich einer ganz fremden 
Anschauungsform erfreuen, möglich sind, ist zwar zugegeben 8 ), beweist 
aber an sich durchaus nichts gegen die Apriorität der uns gegebenen 
Form. — Aus dem vorigen ergibt sich, daß die Supposition von In- 
telligenzen, die sich in einem nichteuklidischen Räume befinden und 
dort eine bezügliche Raumanschauung ausbilden, in keiner Weise unsere 
Erkenntnis über die Herkunft der Raumanschauung selbst fördert. Auch 
Wundt') nennt es „ein hoffnungsloses Beginnen, aus dem Möglichen 
das Wirkliche erklären zu wollen", und meint, es werde „niemals auf 
diesem Wege über den Ursprung des Wirklichen etwas ausgesagt 
werden können." 

Der gewichtigste Schlag gegen die von Kant aufgestellte Lehre 
über den Raum, als Anschauungsform a priori, ist durch die funda- 
mentale Unterscheidung zwischen projektiven und metrischen räumlichen 
Beziehungen geführt worden. Aus dieser Unterscheidung, wie sie ins- 
besondere F. Klein 4 ) durchführt, scheint nämlich hervorzugehen, daß 
die Urteile der projektiven Geometrie größere Allgemeinheit aufweisen, 
als die der metrischen Geometrie, da sich die 3 möglichen Maß- 
bestimmungen, bezw. die 3 möglichen Raumformen, gleichberechtigt aus 
den allgemeinen projektiven Beziehungen ableiten lassen. Strenge All- 
gemeinheit wird aber unbedingt für ein Urteil a priori gefordert. Wenn 
wir daher durch die Betrachtungen der vorigen Abschnitte zu der 
Uberzeugung gelangten, daß die Axiome der projektiven Geometrie 
Urteile a priori seien, so scheint dieses für die metrischen Axiome nicht 
mehr zuzutreffen. Nun gibt Russell 5 ), der im übrigen die metrischen 
Axiome ebenfalls nur als Tatsachen der Erfahrung anerkennen will, da 
auch die Annahmen der nichteuklidischen Geometrie nach seiner Meinung 
Erfahrung ermöglichten, Gesichtspunkte an, die meines Erachtens zur 
Folge haben, daß man die Übertragung der Kleinschen Maßbestimmungen 

1) Benno Erdmann: „Die Axiome der Geometrie" 8. Höf. 

2) Man vgl. Liebmann: „Zur Analysis der Wirklichkeit 11 . S. 62 u. 63. — 
Auch Jul. Schultz: „Psychologie der Axiome". Göttingen 1899. 

8) Wundt: „Logik" I. Kap. 8, 2. 

4) Felix Klein: „Über die sogenannte nichteukl. Geom." Math. Ann. IV 1871. 
6) Russell: „Essai sur les Fondement» de la Geometrie" 1901. 36 u. 37. 

28« 
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auf reale Verhältnisse ablehnen muß. Sein Gedankengang ist etwa der 
folgende: Für 2 Punkte einer Geraden wird eine quantitative Beziehung 
gefordert, um die beiden Punkte von 2 andern Punkten auf derselben 
Geraden überhaupt unterscheiden zu können, da die einzige qualitative 
Beziehung (Lage) für 2 Punktepaare auf einer Geraden die gleiche bleibt. 
Auch 3 Punkte auf einer Geraden unterscheiden sich qualitativ (pro- 
jektivisch) nicht von 3 andern auf ihr. Erst 4 Punkte haben eine be- 
stimmte projektivische Eigentümlichkeit, das Doppel Verhältnis der 
4 Punkte, das sich durch Lagenbeziehungen definieren läßt. Soll 
also der Abstand zweier Punkte mittels projektiver Beziehungen de- 
finiert werden, so kann dieses nur als Beziehung zwischen 4 Punkten, 
mittelst des Doppelverhältnisses, geschehen. So ergibt sich die Formel 
für den Abstand zweier Punkte auf einer Geraden nach F. Klein: 

a = c • log-, d. h. es wird „die Entfernung zweier Elemente des Grund- 

gehildes gleich dem mit einer gewissen Konstanten multiplizierten 
Logarithmus des von denselben mit den beiden Fundamentalelementen 
gebildeten Doppelverhältnisses/' Die angegebene Funktion zeigt nun 
in der Tat die für den Abstand allgemeinen charakteristischen analyti- 
schen Merkmale, nämlich daß sich die Maßunterschiede addieren und 
daß die Maßbestimmungen durch eine Bewegung im Räume nicht ge- 
ändert werden (lineare Transformation). Analytisch ist also der ge- 
fundene Ausdruck durchaus korrekt, und mittelst des Doppelverhältnisses 
läßt sich der Abstand nicht anders definieren. Es ist aber nicht die 
Berechtigung dafür bewiesen, daß man diese Funktion des Doppel- 
verhältnisses auch als den Abstand im realen Sinne anzusehen hat. 
Diese Berechtigung wird von Russell geleugnet, da der Abstand im 
natürlichen Sinne durchaus nur eine bestimmte Beziehung zweier Punkte 
allein ist und nicht von 4 Punkten abhängen kann. Hieraus würde 
sich dann natürlich ergeben, daß die projektive Geometrie überhaupt 
nicht imstande ist, den Abstandsbegrift im natürlichen Sinne zu er- 
klären. Und das scheint auch mir unzweifelhaft richtig: denn wie eine 
Raumlehre, die nur die projektiven (qualitativen) Beziehungen der 
Raumgebilde behandelt, dazu kommen soll, eine Definition von quanti- 
tativen Beziehungen zu geben, bliebe unerklärlich. Nur die Möglicitkeit 
quantitativen Vergleichen kann durch sie gegeben werden, da qualitativ 
Gleiches erst quantitativ verschieden sein kann. Mir scheint nun aber 
gerade hieraus hervorzugehen — und darin weiche ich von Russell 
vollkommen ab — , daß die Möglichkeit der 3 Maßbestimmungen bezw. 
Raumformen, da sie sich nur aus der willkürlichen Wahl der beiden 
festen Kundamentalelemente ergibt (2 reelle, 2 konjugiert imaginäre, oder 
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2 zusammenfallende Punkte) nur eine analytische (logische) ist, daß da- 
gegen für das Reale diese Möglichkeit nicht existiert Jedenfalls muß, 
falls man das Vorige billigt, anerkannt werden, daß aus jener Darstellung 
die reale Möglichkeit und Gleichberechtigung der 3 Raumformen nicht 
folgt. 

Es ist ferner behauptet worden, daß von den 3 analytisch mög- 
lichen Raumformen die nichteuklidischen allgemeineren Charakter auf- 
zuweisen haben alB die euklidische. So sagt z. B. Simon 1 ), daß es 
unendlich viel wahrscheinlicher sei, daß unser Raum ein krummer Raum 
sei, weil die Annahme eines solchen eine Hypothese weniger enthalte 
(nämlich die Annahme K= 0). Daß er uns aber als ein „ebener" Raum 
ersclieine, liege daran, daß wir immer nur ein beschranktes Gebiet des über 
alles menschliche Vorstellen ausgedehnten Raumes betrachten könnten, 
welches gegenüber dem Weltmaßstab unendlich klein sei, und daß im 
Unendlichkleinen alle drei möglichen Raumformen identisch seien. 
Dieser Einwand scheint mir auf einer Verkennung der Negation zu 
beruhen. Es ist nämlich zweierlei, ob man sagt: Die Konstante K hat 
den Wert 0, oder: Eine solche Konstante existiert überhaupt nicht. 
Die letztere Annahme machen wir hier. Wir leugnen schlechthin die 
Existenz eines Krümmungsmaßes für den Raum, da für die Annahme 
eines solchen weder ein Grund noch das geringste Bedürfnis vorliegt. 
Deshalb machen wir durch K — 0 keine weitere Hypothese, sondern 
haben im Gegenteil eine Hypothese weniger, als wenn wir eine ge- 
krümmte Raumform annehmen würden: denn dann müßte das Krümmungs- 
maß ja einen ganz bestimmten positiven oder negativen Wert haben, 
wenn wir denselben auch zur Zeit nicht kennen. 

b) Gründe für die Apriorität beider Axiome. — Aus dem vorigen 
können wir auch direkte Gründe für die Apriorität der metrischen 
Axiome entnehmen. Der Begriff einer für den Raum durchaus charakte- 
ristischen Konstanten, die als absolutes Maß für räumliche Größen ein- 
zuführen wäre, scheint nämlich nicht mit den Forderungen in Einklang 
zu stehen, die wir für den Raum aufzustellen durch die reine An- 
schauung gezwungen werden.') Die reine Anschauung zwingt uns näm- 
lich, die Raumgebilde nach ihrer Qualität und Quantität, also nach 



1) Max Simon: „Zu den Grundlagen der nichteukl. Geom." S. 28. 

2) Selbst Gauß, der innerlich fest von der Möglichkeit einer nichteuklidischen 
Geometrie überzeugt ist, muß zugeben, daß „das Einzige, was unserm Verstände 
darin widerstrebt, ist, daß es, wäre sie wahr, im Raum eine an Bich bestimmte 
(obwohl uns unbekannte) Liniengröße geben müßte." Brief von Gauß an Taurinus, 
Göttingen, 8. Nov. 1824. (C. F. Gauß' Werke VIII, Göttingen 1900. „Grundlagen 
der Geometrie" S. 187. 
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Lage und Größe zu unterscheiden, sie zwingt uns aber ebensowenig 
dazu, einem einzelnen Kaumgebilde eine absolute Lage im Raum, als 
einem einzelnen Gebilde absolute Größe zu erteilen. Wenn durch 
2 Punkte eine gewisse Richtung und ein gewisser Abstand bestimmt 
ist, so ist diese Bestimmtheit doch nur als der Ausdruck für die räum- 
liche Beziehung der 2 Punkte zu einander, nicht aber als ein absolutes 
Quäle oder Quantum aufzufassen. Erst durch eine andere Richtung 
oder durch eine andere Strecke gelangen wir zu dem richtigen Lagen- 
und Größenbegriff, der also nur durch Vergleichen gefunden werden 
kann, d. h. Lagen und Größen im Raum sind stets relativ zu nehmen. 
Weder eine Richtung, noch eine Größe kann vor andern besonders aus- 
gezeichnet sein. Das würde der von uns für den Raum zu fordernden 
absoluten Regelmäßigkeit widersprechen. Also widerspricht eine ab- 
solute Raum-Konstante unserer Anschauung. Ähnlich steht es ja mit 
der Zeit. Die Existenz eines absoluten Zeitmaßes würde ebenfalls als 
logische Möglichkeit anzunehmen sein, sie widerspricht aber dem An- 
scbauungszwang, der auch die absolute Gleichförmigkeit der Zeitform 
fordert, so daß eine Spanne Zeit vor andern Zeitteilen nicht besonders 
ausgezeichnet sein darf. — Es ist noch der Einwand zu entkräften, 
daß ja auch in der euklidischen Raumform ein absolutes Maß existiert, 
nämlich für die Größe der Drehung (Winkel). Für den Winkel existiert 
indessen nicht ein absolutes Maß in dem Sinne eines absoluten Quantums. 
Für die nichteuklidische Raumform soll aber eine Strecke charakteristisch 
für den ganzen Raum sein, und durch sie jede Länge, als durch ein 
absolutes Maß, gemessen werden können. 

c) Gründe für die Apriorität des Axioms von der Unendlichkeit des 
Baumes. — Gegen die beiden analytisch möglichen endlichen Raumformen 
(Riemannsche und Kleinsche in der Killingschen Bezeichnung) 
läßt sich ferner einwenden, daß wir die Fähigkeit haben, unsere An- 
schauung ins Unendliche zu erweitern. Allerdings fehlt uns fürs Un- 
endliche die Anschauung, aber das Unendlichferne ist für uns nichts 
Fremdes, etwa eine Gegend des Raumes, wo die räumlichen Verhältnisse 
ganz andere sein könnten, sondern das Wort „unendlich" sagt uns nur 
aus, daß kein Grund vorhanden ist, mit derjenigen Erkenntnis an irgend 
einer noch so fernliegenden Stelle des Raumes aufzuhören, zu welcher 
wir vermöge innerer Organisation gezwungen sind. Schultz 1 ) nennt 
diesen uns innewohnenden Zwang das Begelmäßigleitspritusip. Es ist 
die Forderung, „aus Einzeltatsachen aufs Allgemeine zu schließen, d. h. 
anzunehmen, die Natur wäre absolut regelmäßig". Auch Killing*) 

1) Julius Schultz: „Psychologie der Axiome". Göttingen 1899. S. 59. 

2) Killing: „Einführung in die Grundlagen etc." I S. 18. 
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spricht davon, „daß der Geist unwillkürlich bereit ist, die durch direkte 
Erfahrung gewonnenen Anschauungen, für welche immer nur ein ganz 
kleines Gebiet zur Verfügung steht, zu verallgemeinern und als allgemein 
gültig anzusehen." Aber Killing hält diesen Drang gerade für un- 
zuverlässig und für geeignet, unser Urteil zu trüben 1 ), während wir 
im Gegenteil behaupten, daß auch für das Unendliche nicht abweichende 
Gesetze gelten können, weil wir solche Regelmäßigkeit psychologisch 
fordern, und weil wir selbst uns das Unendliche konstruieren. — Nach 
Riemann*) muß man allerdings Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
trennen. Die Unbegrenztheit gehört zu den Ausdehnungsverhaltnisseo, 
die Unendlichkeit zu den Maßverhältnissen, oder mit andern Worten: 
Bei der Unbegrenztheit wird die Grenze negiert (z. B. bei der Kugel), 
bei der Unendlichkeit aber die Grenze des möglicften Wachsens. So 
scharfsinnig diese Unterscheidung aber auch ist, so muß doch darauf 
aufmerksam gemacht werden, daß hier wieder ein Analogieschluß vor- 
liegt. Wenn bei Linien und Flächen Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
verschiedene Bedeutung haben, so ist es nicht ohne weiteres notwendig, 
daß beim Räume dasselbe zutrifft. Wollen wir aber Analogie zulassen, 
so muß beachtet werden — wie Schotten 8 ) anführt — , daß wir uns 
eine unbegrenzte, aber endliche Fläche nur vorstellen können als Grenze 
eines bestimmten Raumteils. Analog müßte ein unbegrenzter aber end- 
licher Raum ein durch ihn begrenztes Gebilde von 4 Dimensionen voraus- 
setzen. Da wir nun die Existenz eines solchen ablehnen müssen, so 
ist auch ein unbegrenzter, aber endlicher Raum abzulehnen. — Ferner 
scheint mir der Zwang, das mögliche Wachsen der Elementargebilde, 
Gerade, Ebene, Raum, als ein unbegrenztes anzusehen, ebenso sicher vor- 
zuliegen, als der, für diese Gebilde keine Grenzen anzunehmen. Setzen 
wir den Fall, der Raum sei endlich, so drängt sich sofort die Frage 
unwiderstehlich auf: Wie groß ist er? Wenn wir auch die richtige 
Antwort nicht wissen, so müßte doch die Möglichkeit angenommen 
werden, diese Frage richtig zu beantworten. Die richtige Antwort möge 
lauten: Der Raum hat die Größe a. Dann würde inbetreff der mensch- 
lichen Vorstellungskraft entweder anzunehmen sein, daß sie imstande 
ist, auch einen Raum von der Größe (« + 1) vorzustellen, oder nicht. 



1) Ein ähnliches Urteil fällt F. Klein: „Gutachten betreffend den 3. Band 
der Theorie der Transformationegruppen von S. Lie etc." Math. Ann. 18'J8. S. 684 
u. 585. Für ihn besteht das eigentliche Wesen der Aiiome in einer „Idealisierung" 
der empirischen Daten. Unser „Anschauungszwang 4 ' ist für ihn nur ein Produkt 
„der Erziehung und der Gewöhnung." 

2) Ri ernannt „Über die Hypothesen etc. 44 III § 2. 

3) Schotten: „Inhalt u. Methode des planimetr. Unterricht«.' 4 S. 120 Anm. 2. 
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Im ersten Falle würde aber die Große des Raumes für uns nicht o, 
sondern mindestens (a -f- 1) betragen. Im andern Falle würde man in 
den Zwiespalt geraten, daß man sich einen Raum von der Große a 
vorstellen kann, nicht aber einen solchen von der Große (a -J- 1). Diese 
Eigentümlichkeit könnte doch nur im Räume selbst begründet sein. 
Die Empiristen nehmen eben an, daß uns die Erfahrung lehren würde 
— wenn überhaupt jemals menschliche Erkenntnis so weit dringen 
sollte — , der Raum habe die bestimmte Größe a, gerade so wie wir 
etwa vom Erdradius die Größe bestimmen können. Doch die beiden 
Fälle weisen einen fundamentalen Unterschied auf: Den Erdradius kann 
man sich auch beliebig größer vorstellen, den Raum aber, wie wir eben 
sahen, nicht, d. h. die einmal gefundene Raumgröße müßte jede andere 
mögliche Erfahrung ausschließen. 

Etwas, dessen Gegenteil der möglichen Erfahrung widerstreitet, 
kann aber nicht empirisch gefunden sein, sondern ist a priori. Nun 
ist aber doch sicher die Erkenntnis, der Raum hat die Größe er, nicht 
a priori, daher ist die sich darbietende Schwierigkeit zu lösen unmöglich, 
und deshalb fordern wir die Unendlichkeit des Raumes, die das Verbot 
in sich schließt, überhaupt nach der Größe des Raumes zu fragen. 

Gegen die endlichen Raumformen läßt sich ferner anfuhren, daß 
bei ihnen Bewegung eines Punktes längs einer Geraden und Drehung 
einer Geraden um einen Punkt in ihr ganz gleichartige Erscheinungen 
wären (Lineartransformation mit Zugrundelegung zweier konjugiert-ima- 
ginärer Fundamentalpunkte). Wenn nun auch meines Erachtens die reine 
Anschauung uns unmittelbar bekundet, daß auch fortschreitende Bewegung 
möglich ist, so scheint diese Tatsache doch nicht allgemein anerkannt 
zu sein. Suchen wir daher nach Gründen, die uns veranlassen, zwei Arten 
der Bewegung anzunehmen. Die Übertragung des Kausalitätsgesetzes 
auf das räumliche Gebiet verlangt wegen des zu fordernden absolut 
passiven Verhaltens des Baumes, als einer reinen Form, daß eine Er- 
scheinungsreihe im Unendlichen fortbestehen bleibt, wofern nicht ein 
besonderer äußerer Grund für das Gegenteil vorliegt. Bei der Bildung 
des Begriffes Winkel wird nun die eine Gerade b in räumliche Be- 
ziehung zu einer sie schneidenden a gebracht. Bei der diese Beziehung 
vermittelnden Bewegung bleibt der Schnittpunkt von a und b, da er 
bereits beiden Geraden angehört, unverändert in seiner Lage. Das ist 
der Grund dafür, daß sich o von b nicht völlig, d. h. unendlich weit 
entfernen kann, wie es etwa der Fall wäre, wenn 2 Parallele sich parallel 
verschieben. Andrerseits wird aber durch die uns innewohnende 
psychische Fähigkeit, unsere reinen Anschauungen ins Unendliche zu 
erweitern, eine unaufhörliche Fortsetzung der Bewegung gefordert. Unser 
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seelisches Vermögen löst nun dieses Problem möglichst einfach, indem 
es die beiden einander scheinbar widerstreitenden Begriffe „unendliche 
Fortsetzung der Bewegung" und „Beschränkung der Bewegung" räum- 
lich dadurch fiberbrückt, daß es die verschiedenen Lagen von b sich 
wiederholen läßt. Es wird also zu dem Begriff der periodischen Be- 
wegung gedrängt. Ganz anders liegt die Sache, wenn wir 2 Punkte 
(A und B) in Beziehung bringen. Da hier das eine Element (E) mit 
dem andern (Ä) durchaus nichts Gemeinsames hat, und da die dem 
Schnittpunkt zweier Geraden entsprechende Verbindungslinie der beiden 
Punkte bei der Fortbewegung von B niemals dieselbe bleibt, so wird 
in diesem Falle durchaus kein Grund geboten, die Bewegung sich nicht 
so zu konstruieren, daß der Abstand der beiden Punkte ins Unendliche 
wächst. Es ist also nur das Fehlen jeglichen Anlasses für die Annahme 
einer in sich zurücklaufenden Geraden, was unserer Raumanschauung 
das Axiom Ton der Unendlichkeit der geraden Linie aufnötigt. Natür- 
lich ist dieses kein Beweis der logischen Unmöglichkeit von Geraden, 
die in sich zurücklaufen. Ein solcher ist unmöglich, da wir ja auf 
analytischem Wege den Begriff von endlichen Geraden bilden können. 
Hier sollte nur gezeigt werden, daß die reine Anschauung vermöge 
einiger höchst einfachen Annahmen über den Raum, zu denen sie uns 
nötigt, auch zur Forderung der Unendlichkeit des Raumes drängt. Ahn- 
lich steht es ja auch mit der Zeit. Auch der Begriff einer in sich 
zurücklaufenden zwar unbegrenzten, aber nicht unendlichen Zeit bietet 
keinen Widerspruch in sich, sondern erst die reine Anschauung zwingt 
uns zu der Forderung der zeitlichen Unendlichkeit oder Ewigkeit, da 
ein Grund dafür fehlt, daß die Erscheinungsreihe des Wachsens eines 
Zeitabschnittes mit verfließender Zeit in irgend einem Zeitmoment sich 
ändern sollte. 

d) Gründe für die Apriorität des Parallelenaxioms. — Falls nun 
zugegeben wird, daß wir a priori genötigt sind, für den Raum absolute 
Regelmäßigkeit zu postulieren, läßt sich auch die Apriorität des Parallelen- 
axioms direkt begründen. Zu diesem Nachweis eignet sich besonders 
gut die von Legendre herrührende Fassung des Axioms: Wenn man 
zwischen den Schenkeln eines hohlen Winkels einen Punkt P annimmt, 
so wird sich in der euklidischen Geometrie durch P stets eine Gerade 
so ziehen lassen, daß sie die beiden Schenkel selbst schneidet. In der 
hyperbolischen Raumform dagegen müßte es 1. Punkte geben von der 
angegebenen Eigenschaft, 2. Punkte von der Eigenschaft, daß sich durch 
sie eine solche Gerade nicht ziehen läßt, und 3. als Grenzfall Punkte 
von der Eigenschaft, daß sich durch sie eine Gerade legen läßt, die 
beiden Schenkeln parallel geht. — Analytisch gleichberechtigt sind alle 
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3 angeführten Punktarten. Doch wir vermögen keinen Grund ein- 
zusehen, warum sich ein Punkt zwischen den Schenkeln eines hohlen 
Winkels von einem andern in raumlicher Beziehung qualitativ unter- 
scheiden sollte. Es kommt hier noch dazu, daß das verschiedene Ver- 
halten der einzelnen Punkte nicht erst in unendlicher Entfernung von 
dem Scheitelpunkt beginnt, sondern daß in der hyperbolischen Raum- 
form 2 Punkte, die beide vom Schenkel endliche Entfernung haben, 
sich dadurch wesentlich von einander unterscheiden können, daß die 
Strahleu der durch die Punkte gelegten Büschel zu den Schenkeln des 
Winkels qualitativ verschiedene Beziehungen haben. Um nicht miß- 
verstanden zu werden, möchte ich noch betonen, daß mir nicht die 
Tatsache, daß durch 2 sich schneidende Gerade in der hyperbolischen 
Raumform eine einzige dritte Gerade vollkommen bestimmt wird (näm- 
lich die zu beiden Parallele) dem Regelmäßigkeitsprinzip des Raumes 
zu widersprechen scheint, denn sie entspricht der Tatsache der euklidischen 
Geometrie, daß durch eine Gerade und einen Punkt eine andere Gerade 
(Parallele) bestimmt ist; sondern erst durch die notwendige Folge jener 
Tatsache, daß die genannte Gerade nämlich die Punkte in zwei quali- 
tativ verschiedene Gruppen scheiden müßte, scheint mir das Regel- 
mäßigkeitsprinzip verletzt zu werden, da kein Grund für diese Un- 
regelmäßigkeit angebbar ist. Wir sind somit genötigt, für den wirklichen 
Raum auch die hyperbolische Form abzulehnen. 

6. Besultate. Objektiver Baum. Psychologie der Baumansdiammg. 
— Fassen wir nun noch einmal kurz die Resultate unserer Betrachtungen 
zusammen, so wurde zunächst erkannt, daß nicht logisches Denken allein 
die Bedingungen für mögliche Erfahrung liefert, sondern daß daneben 
auch der reinen Raum- und Zeitanschauung eine ebenso streng beein- 
flussende Stellung eingeräumt werden muß. Dieser Einfluß wurde als- 
dann näher entwickelt, und es wurde nachgewiesen, daß trotz der vielen 
logisch möglichen Raumformen doch nur die eine euklidische den Forde- 
rungen der reinen Anschauung entspricht. Das Fundament der Lehre 
Kants über den Raum wird also durch die moderne Theorie der ver- 
schiedenen analytisch möglichen Raumformen nicht erschüttert. Auch 
wir sind genötigt, ihn als a priori gegebene reine Anschauungsform 
zu erklären. Da uns ferner die reine Anschauung, also ein psychischer 
Akt, zu ganz bestimmten Annahmen über räumliche Erscheinungen 
zwang, so muß der Raum, als alle Erfahrung erst ermöglichend, sub- 
jektives apriorisches Eigentum unseres Geistes sein, und es kann ihm 
in der Form, in welcher wir ihn anschauen, keine objektive Realität 
zukommen. Ob aber nicht dennoch der Grund für jene subjektive 
Vorstellung in einem „objektiven Raum" zu suchen ist — was Kant 
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leugnet — , scheint mir nicht genügend geklärt. Wenigstens wüßte ich 
nichts gegen Lötz es 1 ) Ansicht einzuwenden, welcher darauf hinweist, 
daß die Annahme, der Raum sei apriorisches Eigentum unseres Geistes, 
nichts gegen seine Objektivität beweist. Denn, wenn auch ein solcher 
objektiver Raum existierte, würden „die vielen Anschauungen von ihm, 
die in den vielen denkenden Wesen vorhanden sind, natürlich nicht er 
selbst, sondern nur dieser Wesen subjektive Vorstellung von ihm sein. 0 
Ob wir indessen durch die Einräumung der Möglichkeit eines objektiven 
Raumes irgend etwas gewonnen haben, ist zweifelhaft. Gerade so wie 
Kants „Ding an sich" der menschlichen Erkenntnis Schranken auf- 
erlegt 1 ), über welche hinaus eine Erfahrung dem Menschen zur Un- 
möglichkeit wird, und wie daraus sich mit Notwendigkeit ergibt, daß 
Art und Grad der Abhängigkeit und Übereinstimmung zwischen Vor- 
stellungen und Dingen dem Menschen für immer unerkennbar 9 ) sind, 
gerade so steht es mit dem objektiven Räume. Auch hier wird Art 
und Grad der Abhängigkeit und Übereinstimmung zwischen dem ob- 
jektiven Raum und unserer RaumanBchauung niemals für den Menschen 
zu erkennen möglich sein. 

In dem vorigen wurde auch erörtert, welches im einzelnen die 
Annnahmen über räumliche Erscheinungen sind, zu denen uns die An- 
schauung zwingt. Diese Annahmen können wir also wegen des sub- 
jektiven Charakters der Raumanschauung als a priori aufzustellende 
Forderungen unseres psychischen Vermögens ansehen. 5 ) Es sind folgende: 

1) Empfindungen überhaupt räumlich zu projizieren, d. h. einen 
Punkt vor anderen auszuzeichnen. 

2) Qualitative Verschiedenheit und Vergleichbarkeit für Raum- 
gebilde anzunehmen (Lage). 

3) Quantitative Verschiedenheit und Vergleichbarkeit für Raumge- 
bilde anzunehmen (Größe, also auch Teilbarkeit und Begrenzbarkeit aus- 
gedehnter Raumgebilde). 

4) Für den Raum absolute Regelmäßigkeit und Passivität anzu- 
nehmen. 

5) Für eine räumliche Erscheinungsreihe das Fortbestehen anzu- 
nehmen, falls nicht ein äußerer Grund entgegentritt. 

6) Die Fähigkeit anzunehmen, unsere Anschauungen ins Unendliche 
zu erweitern. 

1) Lotze: „Metaphysik" S. 101 f. 

2) Vgl. Tobias: „Grenzen der PhüoBophie." S. 39 f. 

8) Man vgl. Jakobson: „Die Axiome der Geometrie etc." Königsberg 1888. 
4) Vgl. Julius Schultz: „Psychologie der Axiome". Göttingen 1899. 
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7) Für den Raum anzunehmen, daß erst eine dreimalige Teilung 
mit Grenzübergängen zum unteilbaren Einzelnen führt. 

Die ersten 6 Forderungen entspringen zwei verschiedenen seelischen 
Trieben oder Funktionen, nämlich: 1. Logische Begriffe räumlich zu proji- 
zieren (Identität [1], Qualität [2], Quantität [3], Kausalität [4, 5, ö]), und: 
2. Die räumlichen Beziehungen so zu gestalten, daß dabei ein Minimum 
psychischer Tätigkeit aufgewandt wird (Ökonomie der Anschauung). Die- 
selbe tritt auf bei der Aufstellung der Axiome der projektiven und der 
metrischen Geometrie und entspricht im ganzen den Forderungen 4 
bis 6). — Für die 7. Forderung muß noch außerdem der seelische Trieb 
angenommen werden, Räumliches nach 3 Dimensionen zu ordnen. 

Es wäre nun noch zu erklären, woher jene Funktionen oder Triebe 
stammen, mit andern Worten, worauf es beruht, daß die Seele genötigt 
ist, die Eindrücke, die sie empfangt, räumlich in ganz bestimmter Weise 
zu ordnen. Herbart 1 ) ist der erste gewesen, der diese Aufgabe sich 
gestellt hat. Lotze') und Wundt 3 ) haben sodann die Aufgabe teils 
zu lösen, teils ihre Unlösbarkeit nachzuweisen versucht. In der erwähnten 
Aufgabe liegen nämlich nach Lotze zwei verschiedene Forderungen: 
erstens zu erklären, worauf es beruht, daß die Seele die Eindrücke, 
welche sie von den Dingen empfängt, und durch welche nur unräum- 
liche Zustände in der Seele hervorgerufen werden könuen, „über- 
haupt unter der Form eines räumlichen Nebeneinander anzuschauen ge- 
nötigt ist, und zweitens, die Bedingungen und Mittel aufzufinden, durch 
die die Seele, wenn einmal ihre Fähigkeit, überhaupt Mannigfaltiges 
räumlich aufzufassen zugegeben wird, die jedesmaligen einzelnen Ein- 
drücke in bestimmte räumliche Beziehungen einreiht, dieselben lokalisiert." 
Ich möchte mich hier der Ansicht Lotzes durchaus anschließen, der 
die erste Forderung für unausführbar erklärt und deutlich ausspricht, 
daß jeder Versuch, „das Nebeneinander, das uns in der Gestalt eiuer 
Raumlinie erscheint, aus irgend welchen abstrakten Verhältnissen noch 
unräumlicher Art zwischen psychischen Affektionen abzuleiten", fehl- 
schlagen muß. Auch die Zukunft kann darüber keine weitere Auf- 
klärung bringen. Die Fähigkeit der Seele, räumliche Anschauung zu 
haben, wird stets ebenso unerklärt bleiben, wie die Entstehung des Be- 
wußtseins überhaupt. 4 ) Anderer Ansicht scheint darüber Wundt zu 

1) Herbart: „Psychologie als Wissenschaft". 1. 

2) Lotze „Metaphysik", insbesondere S. '231 ff., und schon früher in seiner 
„Medizinischen Psychologie". Leipzig 1864. Buch II. 

8) Wundt: „Logik" I. Bd., sowie in: „Menschen- u. Tierseele" 1863. 2. Aufl. 1892. 
4) Man vgl. hierzu: Tobias: „Grenzen der Philosophie". — Simon: „Zu 

den Grundlagen etc." — Jakobson: „Die Axiome der Geometrie" u. andere. 
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sein, der durch * seine Untersuchungen den „Dualismus des materiellen 
und psychischen Geschehens bei der Empfindung" glaubt aufheben zu 
können. — Inwieweit nun aber durch die Lokalzcidteiitheorie Wundts 
und Lotzes die zweite Forderung erfüllt wird, soll hier nicht beurteilt 
werden. Eins steht aber wohl fest, daß weder Wundts Theorie der 
„komplexen Lokalzeichen", nach welcher die Raumanschauung durch 
„eine Ausmessung des mehrfach ausgedehnten Lokalzeichensystems der 
Netzhaut durch die einförmigen Lokalzeichen der Bewegung" zustande 
kommt, noch Lotzes Lehre toii den quantitativ und intensiv ver- 
schiedenen Lokalzeichen 1 ), noch auch Wenderholds 8 ) Theorie von den 
extensiven Lokalzeichen und seine Unterscheidung zwischen psychologi- 
schen und physiologischen Lokalzeichen vollkommen befriedigt. 

1) Lotze a. a. 0. Man vgl. auch Stumpf: „Über den psychologischen Ur- 
sprung der Raumvorstcllung". Leipzig 1873. 

2) Wenderhold: „Zur Metaphysik und Psychologie des Raumes". Inaug. 
Diaaert Halle 1882. 

Auflösung quadratischer Gleichungen 
mit mehreren ünhekannten mittels Determinanten. 

Von Ludwig Matthiessen in Rostock. 

Diekmann hat in seiner „Einleitung in die Lehre von den Deter- 
minanten" (1876) S. 24 eine elegante Methode angegeben, welche sich 
mit Vorteil auf die Auflösung spezieller symmetrischer quadratischer 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten anwenden laßt. Im allgemeinen 
löst man die Gleichungen wie lineare nach den Unbekannten auf, setzt 
die Koeffizienten-Determinante gleich D und sucht darauf neue lineare 
Gleichungen der Unbekannten zu gewinnen, welche keine Absolutglieder 
enthalten. Es muß dann die Koeffizienten -Determinante des neuen 
Systems verschwinden, woraus sich der Wert von D und mit Hilfe 
der gegebenen Gleichungen die Werte der Unbekannten ergeben. Es 
möge diese Methode auf das folgende System zur Erläuterung ange- 
wendet werden: 



Zur Vereinfachung der Lösung kann man zuvor ableiten die lineare 



(I) 

(«) 
(III) 



+ xy + y 8 — o , 

if + yz + z* = ft, 
z % + zx + x 9 = c. 




(o - c)x + (6 - a)y + (r - h)z = 0 
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und hinzufügen (I) und (II) in folgender Form: 

(a - c)x + ib - a y + (e - /.)# - 0, 
(r + y,r + y.y + o.*=-a, 
0 • x + (y 4- r)y -f z • * = b. 



a — c b — a c — b 



y 

0 y + * 



0 



Man erhält daraus 

0 b - a c - 6 

(V) ar-ja y 0 
b y -\- z z 

a — c 0 c — 6 

(VI) y= x + y a 0 

n 6 r 

a — c fc — o 0 

(VII) * + y y a :J) = d 3 :D. 

0 y + * 

Aus diesen drei Gleichungen ergeben sich die linearen 

(VIII) i)/ + (a- b)(b - c)y - (a* - 2ab + ac> 

(IX) fc(c - 6)x - [D + fc(& - c)]y + o(a - c)* 

(X) 6(ft - o)x + (« - ft)(<i — — c)y -h [D + a(o - c)]z 

Daraus folgt nun 

J) :b (6 - ,,)(/, -c) - (a - 2b + c) 



0, 
0, 
0. 



- b D + b(b-c) a-c 
b-a (b-a)(a-b-c) D : o + (a - c) 



^0. 



Diese Determinante führt zu einer kubischen Gleichung in Z), in 
welcher das Absolutglied gleich Null ist, wie man leicht findet, indem 
man I) =■ 0 setzt. Nun ist die Koeffizienten -Determinante 

a — c b — a c — b 
D — * + y y 0 
0 y + z z 
- (c - &)y* + (<? - *»)*y + 2(a - + (a - 2fc + c)zz. 

Die vorhergehende Determinante ergibt aber für D auch eine Funktion 
der bestimmten Größen. Es ist überraschend in dieser Methode, daß 
die Determinante D eine quadratische Funktion der Unbekannten ist, 
welche sich zugleich durch die bestimmten Größen allein ausdrücken 
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läßt. Um die Wurzeln x, y, z zu erhalten, eliminiere man z aus (VIII) 
und (IX), woraus resultiert 

Mx — Ny = 0, y — ^ x. 

Die Gleichung (X) liefert die Wurzelwerte 

x = ± yaN* : (JP + NM + N*) , 
y = ±YaM':(Al'+ NM + .V») . 

Sodann eliminiere man x aus (IX) und (X), woraus 

Oy-Pe = Q, y = ? 0 z. 

Die Gleichung (II) liefert den Wurzelwert 

jr - ± yfcO»:(0«+ PO + 

Wenn z. B. a — 7, b = 19, c = 13 angenommen wird, findet man die 
Resolvente 

D»4-72D«-37 908/) = 0. 

Die Wurzeln sind 

0,-0, /> t u. D a --3ü±198, D, = 162, Z>, - - 234. 

Für J) = -234 erhält man aus (VIII), (IX) und (X): x - 1, 
y = 2, z = 3. 

Für Z) = 102 erhält man * , y - ]/|, * = 7 > / { 5 # - 0 

genügt den Gleichungen nicht. 

Mit Hilfe derselben Methode lassen sich die Wurzeln von einem 
Systeme von n Gleichungen mit beliebig vielen oder n Unbekannten 
finden, von denen zwei quadratisch, die übrigen n — 2 linear und 
gleich Null sind. Die Resolvente in D ist immer vom nten Grade. 

Sind die linearen Gleichungen nicht Null, so können durch Sub- 
stitution von n — 2 neuen Unbekannten die Absolutglieder derselben 
zum Verschwinden gebracht werden. Es sei beispielsweise n = 4, also 
zwei Gleichungen linear, die übrigen zwei quadratisch in folgender all- 
gemeinen Form: 

(I) a x x + b x y + c x z + '(1^ = A-, 

(II) a,ar + & 2 .v + c l * + rf 1 M = Z, 

(III) ttj(* + a t y + ß s z + y x u + ÖJx + b t (y 4- ß s z + y t u + d s )y 

+ <* 3 (* + Yt u + + ^(« + '4)«-», 

(iv) a 4 (* 4- £l y 4- 4- i^« + #,)* + & 4 (y + + Vi» + 

+ + i? s « + + d A (u + - n. 
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Rezensionen. 



Substituiert man nun in diesen vier Gleichungen 







■ 






• 



c (L\' 



«i + 







^2 * | 


1 C i <h 



so verschwinden die Absolutglieder der beiden linearen Gleichungen, 
und man gelangt schließlich zu einer Resolvente in D, welche vom 
vierten Grade ist. 

Man kann ja nun freilich die Auflösung der vier Gleichungen, 
auch bewerkstelligen, dadurch daß man mittels der Gleichungen (I) 
und (II) z und u aus den beiden Gleichungen (III) und (IV) eliminiert. 
Man erhält dann noch zwei vollständige quadratische Gleichungen in 
x und y. Durch Anwendung der Methode des gemeinschaftlichen 
Teilers erhält man aber nach einem Theorem von Be"zout immer eine 
Finalgleichung in x oder y, deren Grad gleich dem Produkte der beiden 
Ordnungsexponenten, also hier der vierte ist. Die biquadratische 
Finalgleichung ist nun allerdings durch eine kubische Resolvente lösbar; 
durch die Diekmann sehe Methode wird eine solche direkt nicht ge- 
wonnen. Die Resolvente D steht in keiner angebbaren Beziehung zu jener. 

Rostock, den 15. Juli 1903. 



Rezensionen. 



E. Landfriedt, Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer 
Integrale. Leipzig 1902, Göschen. IV u. 294 S. Sammlung Schubert 
XXXI. 

Das vorliegende Lehrbuch der Sammlung Schubert stellt die Theorie 
der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale in fünf Kapiteln dar, 
über deren wesentlichen Inhalt hier kurz referiert werden soll. 

Das erste Kapitel erfaßt den Begriff der algebraischen Funktion als 
einer mehrwertigen Funktion mit nur polaren Unstetigkeiten und stellt die 
Lehre von der Fortsetzung dieser Funktion auf Grund der Puiseuxschen 
Methode der Reihenentwicklung dar. Das zweite konstruiert auf Grund 
der Ergebnisse des ersten die Riemannsche Verzweigungsfläche, diskutiert 
die Zusammenhangsverhältnisse der Fläche und ihre Zerschneidung in ein 
einfach zusammenhängendes Gebilde, entwickelt den Riemannschen Begriff 
einer Klasse algebraischer Funktionen und sucht die zwischen irgend zweien 
ihrer Elemente bestehenden Beziehungen auf. Dieser erste Teil des Werkes 
enthält — von einigen Einzelheiten abgesehen, welche nachher zur Sprache 
kommen sollen — eine klare und nicht zu schwierige Darstellung des viel 
behandelten Gegenstandes. Nur hätte nach unserer Meinung im Zusammen- 
hang mit dem Begriffe der Klasse algebraischer Funktionen auch die 
birationalc Transformation des Gebildes schon hier eingeführt und in ihren 
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Grundzügen erörtert werden sollen. Kann auch dieser Fundamentalbegriff 
nicht sogleich in seiner vollen Tragweite ausgeführt werden, so erscheint es 
doch nicht zweckmäßig, ihn so, wie dieses hier geschehen, an das Ende des 
systematischen Aufbaus der Theorie zu verweisen. Vielmehr ist er wegen 
seiner außerordentlichen Wichtigkeit so früh wie möglich zur Sprache zu 
bringen, damit durch ihn eine Übersicht über die verschiedenen Erscheinungs- 
formen der zur Klasse gehörigen Riemannschen Flächen gewonnen und die 
Theorie der zu ihr gehörigen Abelschen Integrale erleichtert werden kann. 

Viel weniger gelungen als die ersten beiden Kapitel erscheinen dem 
Referenten die drei folgenden, von denen sich das dritte mit der Klassifi- 
zierung und Aufstellung der zur gegebenen Riemannschen Fläche gehörigen 
Abelschen Integrale, das vierte mit dem Riemann-Rochschen Satze, das letzte 
mit den birationalen Transformationen und den zur Klasse gehörigen Moduln 
beschäftigt. Man weiß, daß in Riemanns Theorie diese Teile des Systemes 
aus dem Dirichletschen Prinzip hervorwachsen, und daß mit dem Verzicht 
auf dieses Prinzip das bei Forderung ausnahmsloser Allgemeinheit schwierige 
Problem sich ergab, die Integrale der Klasse mit vorgeschriebenen Unstetig- 
keiten auf algebraischem Wege zu konstruieren und abzuzählen. Hier 
schließt sich nun der Verfasser genau an Christoffels Vorlesungen über 
Abelsche Integrale und an dessen in Brioschis Annalcn erschienene Abhand- 
lungen aus den Jahren 1879 und 1880 an. Daß sich der Verfasser in 
einem nur zur ersten Einführung bestimmten Lehrbucbe auf den einfachen 
Fall beschränkt, in welchem das algebraische Gebilde nur Doppelpunkte 
aufweist, soll ihm gewiß nicht zum Vorwurfe angerechnet werden; dann 
aber hätten ihm außerordentlich viel einfachere Hilfsmittel zur Lösung der 
bezeichneten Fragen zur Verfügung gestanden. Ohne den historischen 
Wert und die Eigenartigkeit der Christoffeischen Untersuchungen hier etwa 
in Abrede stellen zu wollen, so glaubt Referent doch die Meinung vertreten 
zu dürfen, daß dieselben zur Zeit längst überholt und zumal für ein 
elementares Lehrbuch ganz besondc-s wenig geeignet sind. Wie einfach 
lassen sich die Integrale der Klasse nach Clebsch und Gordau konstruieren! 
Mit wie wenigen Schritten lassen sich, etwa so wie es Appell und Goursat 
tun, die Betrachtungen des Riemann-Rochschen Satzes erledigen, wenn man 
mit dem Verfasser sich überall auf Kurven mit bloßen Doppelpunkten und 
auf die Behandlung des „allgemeinen" Falles beschränkt und die „Ausnahrae- 
fälle" bei Seite läßt! Daß der Verfasser die geometrische Seite dieser 
Probleme hier völlig bei Seite gesetzt hat, ist seiner Arbeit nicht zum 
Vorteile gediehen, denn die algebraisch -geometrischen Methoden erweisen 
sich bei der hier gegebenen Umgrenzung des Stoffes als überaus einfach 
und zugkräftig, und sie bedürfen eben erst dann einer Ergänzung, wenn man 
die Forderung einer erschöpfenden und ausnahmslos allgemeinen Behandlung 
der Probleme stellt. Hingegen wird die Darstellung des Verfassers durch 
den einseitigen Anschluß an Christoffel überaus schwerfällig und undurch- 
sichtig, und sie läßt auch gelegentlich die völlige Durchdringung der Materie 
vermissen. So werden z. B. die Punktsysteme auf der Riemannschen Fläche 
in solche der ersten und zweiten Gattung (die Spezialgruppeu und die 
Nichtspezialgruppen von Brill und Noether) geschieden, je nachdem ein 
Differential erster Gattung für dasselbe verschwinden kann oder nicht, und 
nun wird der Begriff der Äquivalenz zweier Punktgruppen allgemein, der 

Archiv der Mathematik und Physik III Reibe. IX. 24 



Digitized by Google 



362 



der Korresidualität aber nur für Punktgruppen erster Gattung eingeführt. 
Daß aber diese Definition der Korresidualität viel zu eng und darum nicht 
üblich und daß überhaupt Äquivalenz und Korresidualität für Punktgruppen 
gleicher Ordnung ganz dasselbe, nur in verschiedenartiger Auffassungsweise, 
ist, dies erfahrt der Leser nirgends. In Summa dürfte der zweite Teil des 
Buches wenig geeignet sein, einem Lernenden ein zutreffendes Bild des 
dermaligen Standes der Wissenschaft zu geben. 

Zum Schlüsse stellt Referent noch in Kürze einige Bemerkungen über 
Einzelheiten zusammen, die sich ihm bei der Lektüre des Buches ergeben haben. 

S. 5 muß bei dem Beweise des Satzes (III), daß eine algebraische 
Funktion stet* Unendlichkeitsstellen bositzt, statt des Koeffizienten der 
sehr wohl eine Konstante sein kann, irgend ein Koeffizient f h {z) der Gleichung 
genommen werden. In § 14 werden einfach zusammenhängende Flächen 
als solche definiert, in denen jeder Ringweg einen Teil vollständig begrenzt. 
Geht man von dieser Definition aus, so muß bewiesen werden, daß eine 
einfach zusammenhängende Fläche I) durch jeden Querschnitt in zwei ge- 
trennte Teile zerlegt wird (S. 105), II) nur eine Randkurve besitzt (S. 106). 
Aber der für den Satz (I) geführte Beweis ist, wenn die Randkurvenzahl 
der Fläche noch nicht bekannt ist, unrichtig und nur für Flächen mit einer 
Randkurve zutreffend. Es muß also notwendig eine Umstellung der Sätze 
(I) und (II) erfolgen. 

S. 162 heißt es: Besitzt ein Integral erster Gattung an p von den 2p 
Querschnitten a Ä , b l Periodizitätsmoduln, die Null sind, so reduziert es sich 
auf eine Konstante. Daß das nicht richtig ist, lehrt schon die Theorie der 
hyperelliptischen Integrale vom Geschlechte zwei, wo man sehr leicht eigentliche 
Integrale der ersten Gattung konstruieren kann, deren Perioden nur für er, , 6, 
von Null verschieden, für fl 2 , &, aber gleich Null sind. 1 ) Es ist aber über- 
haupt ein sehr wesentlicher Punkt in der Theorie der Abelschen Integrale, 
daß die hier zu wählenden Querschnitte nicht p beliebige, sondern p solche 
sind, welche keine Schnittpunkte haben. Daß hier mehr als eine bloße 
Flüchtigkeit vorliegt, zeigt sich darin, daß derselbe Fehler in dem unmittel- 
bar folgenden Satz II, sodann auf S. 164 f. 13 v. u. und in Satz V wieder- 
kehrt, und daß schließlich sogar auf S. 171 die Behauptung aufgestellt 
wird, daß man bei fest angenommener Lage der 2p Querschnitte a Ä , b l 

"2p('2p 1) . . (p 4- 1) 

die p Normalintcgrale im ganzen auf " ^ 2 3 ~ p ~ — Arten wählen 

kann, während diese Anzahl in Wahrheit nur 2 P ist. 

S. 268 heißt es bei der Darstellung des ersten Riemannschen Beweises 
für die Zahl der Moduln der Klasse, daß für die zu konstruierende Riemannsche 
Fläche T, „eine bestimmte Anzahl von Verzweigungspunkten in beliebig 
gewählte Lagen gedrängt werden kann, während die übrigen Verzweigungs- 
p unkte in 1\ fest bleiben. Die Anzahl dieser fest bleibenden Verzweigungs- 
punkte in T t ist die Zahl der Moduln der Klasse." Die Sache ist aber 
gerade umgekehrt; eine bestimmte Anzahl von Verzweigungspunkten kann 
von vornherein als fest angesehen werden, während die übrigen unabhängig 
von einander beweglich bleiben, und der Grad der Beweglichkeit des Systemes 
der Verzweigungspunkte ist alsdann gleich der Anzahl der Moduln. 
G. Landsberg. 

1) Vergl. z. B. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, S. 474 f. 
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Heinrich Bruns. Grundlinien des wissenschaftlichen Rechnens 

Leipzig 1903, B. G. Teubner. VI u. 159 S. 

Mit diesem Werke hat Herr Bruns, der hervorragende Leiter der 
Leipziger Sternwarte eine höchst willkommene Ergänzung der Lürothschen 
Vorlesung über numerisches Rechnen gegeben. Hat dieser im wesentlichen 
die elementaren oder die Rechnungen für die Mittelschulen berücksichtigt, 
so jener die Bedürfnisse der Astronomie und der angewandten Mathematik. 
Der Verf. behandelt nur diesen Teil der „Technik, deren Zweck in der 
ziffernmäßigen Verfolgung mathematischer Größenbeziehungen besteht", aber 
dies in einer Weise, die ihm die Dankbarkeit aller Interessenten sichert. 

So einfach übrigens die Kenntnisse aus der reinen Mathematik sind, 
die zum Verständnis der vielen praktischen Methoden nötig sind, so erfordern 
sie doch zu ihrer Würdigung und vergleichenden Beurteilung sehr viele 
Übung, und der Verf. hat deshalb überall Beispiele gegeben. 

Abschnitt I. Differenzen und Summen. Das Verständnis des Differenzen- 
schemas mit seiner Fortsetzbarkeit nach oben und unten bildet die Grundlage 
des Buches, und der Leser muß sich mit der von Encke mitgeteilten Gauß- 
schen Bezeichnung durchaus vertraut machen. Verf. zeigt, wie sich der 
Fehler in der Differenzenzeile ausbreitet. 

Abschnitt II. Interpolation bei Tafeln. 

Hier hätte Ref. gern die so klare allgemeine Darstellung des Problems 
aus Abschnitt 9 als Einleitung gesehen. Historisch ist interessant, daß, wie 
die Simpson8che Regel nicht von Simpson herrührt, so die „Lagrange"sche 
Interpolationsforrael, die Quelle aller andern, sich schon früher, 1779, bei 
Waring in den Philosoph. Transact. 69 findet. Es werden die Formeln 
von Newton, Gauß, Stirling, Bessel auf ihre Brauchbarkeit geprüft. 

Abschnitt III. Numerische Differentiation. Sie beruht auf der Erkenntnis, 
daß die Fundamentalformel der Interpolation, die Formel 12, auch sofort 
Näherungswerte für die Ableitung und das Integral von f(x) = f(a -f- th) 
gibt. Es werden für die Anwendungen, die auf die erste und zweite Ab- 
leitung beschränkt werden, die Gaußschen Formeln ausgeschlossen. 

Abschnitt IV. Numerische Integration, Summationsmethode. Die Me- 
thoden der numerischen Integration zerfallen in zwei Gruppen, je nachdem 
die benutzten Werte dem Integrationsgebiet angehören oder auch außerhalb 
liegen können. Es braucht wohl kaum gesagt zu werden, daß es sich nur 
um reelle Werte der Variabein handelt. Verf. beginnt mit der zweiten 
Gruppe, die er kurz „Summenmethode** nennt, da sie die Fortsetzung des 
Differenzenschemas nach oben, die Summenreihen benutzt. Es sind nur die 
Formeln S und B (Stirling und Bessel) und analoge, die sich aus Gliedern 
derselben Zeile des Differenzenschemas aufbauen, zweckmäßig. Verf. geht 
von S aus. Als Beispiel nimmt er das von Gauß (Briefwechsel mit Bessel) 



Abschnitt V. Num. Integration, Viereckverbesserung. Die Fläche zwischen 
Kurve und zwei Ordinaten und Abszissenachse wird näherungs weise durch 
Trapeze (mit Segmenten) oder Rechtecke (mit Exzeß) berechnet. Hierher 
gehören wohl auch die Formern von Poncelet und Parmentier. 

Abschnitt VI. Mittelwertmethoden. Simpsonsche Regel (Cotes). 
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Abschnitt VII. Trigonometrische Reihen. — Auswertung der durch 
bestimmte Integrale definierten Koeffizienten. 

Abschnitt VIII. Rekursionsformeln. Verf. behandelt als Beispiel die 

Kugelfunktionen, die trigonometrische Reihe 1 : Y 1 — 2x cos y -+- y* und 
die Besseische Funktion J„(x) für ganzes n. 

Abschnitt IX. Interpolation im weiteren Sinne. Nach eben so kurzer 
wie scharfer Definition des Problems geht Verf. auf die Methode der kleinsten 
Quadrate und ihre Verallgemeinerung durch Cauchy ein. Das Werk des 
Herrn Bruns wird für die angewandte Mathematik so unentbehrlich sein 
wie die Logarithmentafel, aber auch den reinen Mathematikern wäre eine 
Vertrautheit mit dem Brunsschen Buche zu wünschen. 

8traßburg i. E. Max Simon. 



Friedrich Junker. Höhere Analyais. Zweiter Teil: Integralrechnung. 
Mit 89 Figuren im Text Zweite verbesserte Auflage. Leipzig: 
G. J. Göschen. 208 S. 12 B0 (Sammlung Göschen, No 88, 1901). 

Fr. Junker. Bepetitoritun und Aufgabensammlung sur Differential- 
rechnung. Mit 42 Figuren im Text Leipzig: G. J. Göschen. 119 S. 
12 mo (Sammlung Göschen, No 146, 1902). 

Fr. Junker. Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integral- 
rechnung. Mit 50 Figuren im Text Leipzig: G. J. Göschen, 130 S. 
12 mu (Sammlung Göschen, No 147, 1902). 

Als wir im Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik 30, 263, 
1899 das Erscheinen des ersten Büchelchens anzeigten, haben wir einerseits 
die Brauchbarkeit der praktisch abgefaßten Schrift anerkannt, andererseits 
aber auch auf die vielen Ungenauigkeiten hingewiesen, deren Vorkommen 
wir einem Mangel an Sorgfalt bei der letzten Durchsicht zuschrieben. Trotz 
der Verbesserungen, die im Titel der zweiten Auflage versprochen sind, 
können wir leider nicht finden, daß die von uns damals angemerkten Fehler 
ausgemerzt sind. Wie wenig sorgfaltig die Durchsicht gewesen ist, möge 
ein neues Beispiel zeigen. S. 135 wird der Schwerpunkt des Bogens der 
Kurve 9ay* = x (x — 3 a) s gesucht; die Schwerpunktskoordinaten §, r\ 

zwischen x = 0 und z-3a werden bestimmt als £ = 4 o, t\ — — v a }^3, 
während das Maximum vom y in dem Intervalle (0, 3 a) von x den Wert 
ja hat. Die Unrichtigkeit des Resultates springt also in die Augen; die 

richtigen Werte sind § — { a, tj = \ a ]/3 ( v > 0; der negative Wert von 

i) ist dadurch entstanden, daß für die positiven Ordinaten 3y}/a = — 3 a) 

statt (3a — x) gesetzt ist). — Die unbewiesene und unrichtige Behauptung, 
daß der Schwerpunkt eines Kurvensektors immer auf demjenigen Radius- 
vektor liege, dor die Fläche des Sektors hälftet, ist auf S. 139 wiederholt, 
ebenso in der Aufgabensammlung zur Integralrechnung (S. 99) und hat 
hier (8. 103) zu einer falschen Bestimmung des Schwerpunktes bei der 
Fläche der Archimedischen Spirale geführt. 

Die beiden neuen Bändchen sollen als Aufgabensammlungen auch von 
solchen Lesern benutzt werden, welche die Differential- und die Integral- 
rechnung des Verf. nicht besitzen. Sie teilen die Vorzüge und die Schwächen 
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dieser älteren Schriften. Die Aufgaben (437 zur Differentialrechnung, 417 
zur Integralrechnung) sind mannigfaltig und interessant; die Korrektheit 
ist auch bei ihnen nicht immer vorhanden. 

Bei den Übungsbeispielen zur Bestimmung extremer Werte von Funk- 
tionen einer Veränderlichen (S. 53 und 54 der Aufgaben zur Differential- 
rechnung) ist gleich die Lösung der ersten Aufgabe f(x) = 3 x s — 9x 8 + 12 x 
falsch; die angegebene Lösung x— 1 Max., x = 2 Min. gehört zu 
f(x) = 2 x 5 — 9x* + 12 x. Zu f (x) = sin x. cos (x - a) wird bloß 
x = j7r -f- jo als Maximum gegeben, während r = ]^-(- Ja + «« die 
Maxima, x — *jr-fy«-f«Jt die Minima liefert. Ebenso ist zu y = \a sinqp cos<p 
nur q> = \ it als zum Maximum von y gehörig angegeben, dagegen q> = \n 
ausgelassen, wodurch das Minimum bestimmt ist. Nebenbei ist die bezüg- 
liche Aufgabe (No 267) unverständlich gefaßt. In der folgenden Aufgabe 
r = 2 a (l -f- cos qp), y = r cos qp, die extremen Werte von y zu finden, 
gehört die angegebene Lösung nicht zu y = r cos <jp, sondern zu y =» r sin q>. 
Nach S. 108 soll die gleichseitige Hyperbel die Umhüllungslinie einer 
Geraden sein, welche mit den Schenkeln eines gegebenen beliebigen 
Winkels ein Dreieck von konstantem Inhalte begrenzt Gleich dahinter 
(S. 109) wird angegeben, daß die auf bekannte Weise als Umhüllungs- 
linie gefundene Parabel yx/a + yy'b — 1 die Achsen in den Punkten x = 2 a 
und y = 25 berührt. In dem Resultate der folgenden Aufgabe ist a 
und b vertauscht. Die Bestimmung derjenigen Kurve dritter Ordnung, 
welche die Geraden x ~ 0, x + 1 =» 0, x + y — 2 = 0 zu Asymptoten 
hat und durch die Punkte (0, 0), (— — 1), (y, f) geht, hat die Lösung 
x (x 1) (x -{- y — 2) + k (jy — 3x) = 0, wo k einen unbestimmten Faktor 
bezeichnet; der Verf. gibt nur diejenige Gleichung, in der k = — 1 ist 
(No 350, 8. 83). 

In No 80 der Aufgaben zur Integralrechnung findet man: 

f dx = V 1 - ** + ln *-2~' 8tatt Vi~** + ^ x. 

No 122, wo W — Yx* gesetzt ist, lautet: 

/(x — 2)dx 2 TP 1 x-f 15 — ]/5 W 
x» \V = 45 x äy-g-" ' n x 

Der Koeffizient jdes zweiten Gliedes des Resultates ist aber 17/45|/5- Der 

Flächeninhalt der Kurve y s = x 8 — x* zwischen 1 und x ist ,* (x — l) » (2 -f 3x), 

nicht aber (x — 1)» (x — 2), wie S. 61 steht; die Unrichtigkeit des 
gegebenen Resultates ersieht man aus der daneben stehenden Figur sofort 
ohne Rechnung. Bei dem Bogen der Archimedischen Spirale (S. 56) ist 
die Hinzufügung der Grenzen im Resultate überflüssig, weil der berechnete 
Wert an der unteren Grenze verschwindet. Auf S. 58 sind aus Polar- 
koordinaten „Probekoordinaten" geworden. 

Wenn bei einer Vornahme von Stichproben, die bei Sammlungen, wie 
sie vorliegen, sich^ doch immer nur auf wenige, zufällig herausgegriffene 
Beispiele beziehen können, so viele Punkte sich vorfinden, die zu Erinne- 
rungen Anlaß geben, so genügt das, um unser obiges Urteil über mangelnde 
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Korrektheit zu rechtfertigen. Wir würden diesen Umstand hier nicht so 
ausführlich zur Sprache gebracht haben, wenn nicht der geringe Preis der 
einzelnen Bändchen der Sammlung Göschen ihnen eine ungemein weit- 
gehende Verbreitung unter den Studierenden verschafft hätte; diese An- 
fänger in der Handhabung der Differential- und Integralrechnung müssen 
daher auf die vielen Ungenauigkeiten in den vorliegenden Bändchen hin- 
gewiesen werden. 

Berlin. E. Lampr. 



Richard Manno. Theorie der Bewegungsübertragung als Versuch 
einer neuen Grundlegung der Mechanik. Leipzig, Wilhelm Engelmann. 
V u. 102 S. gr. 8°. 

Nachdem der Verf. auf der Naturforscherversammlung in Kassel, wo 
er einen Vortrag über die in dieser Broschüre niedergelegten Gedanken 
hielt, erfahren hat, daß nicht einer der anwesenden kompetenten Fachgelehrten, 
unter ihnen Ludwig Boltzmann, für seine neue Grundlegung zugänglich 
war, halten wir uns der Mühe für Überhoben, des näheren auf den Inhalt 
einzugehen. 

Berlin. E. Lampe. 



Henri Lebesguo. Leoons sur l'integration et la reoherehe des fonc- 
tions primitives. [Collection de monographies sur la theoric des fonc- 
tions publice sous la direction de M. E. Borel.] Paris, Gauthier- Villars, 
1904. 138 S. 

Das Werk behandelt den Begriff des Integrals einer reellen Funktion 
und die Beziehungen zwischen den Operationen des Differenzierens und 
Integrierens unter sehr allgemeinen Voraussetzungen hinsichtlich der be- 
trachteten Funktionen. Zunächst wird die ältere, Cauchy-Dirichletsche De- 
finition des bestimmten Integrals einer unstetigen Funktion erörtert und 
neu gefaßt; sodann wird die Riemannscbe Intcgrabilitätsbedingung eingehend 
untersucht und in mehrere, äußerlich sehr verschiedene Formen gebracht 

Um den allgemeinen Begriff anwenden zu können, entwickelt, unser 
Werk die Theorio der Funktionen von beschränkter Schwankung nach Jordan; 
das sind die Funktionen, die als Differenz zweier nicht zunehmender oder 
nicht abnehmender Funktionen dargestellt werden können, und die wohl 
noch in Jacobis Sinne als vernünftige Funktionen anzusehen sind, obwohl 
sie eine große Mannigfaltigkeit von Singularitäten zulassen. Mit Hilfe 
dieser Funktionen werden die Bedingungen für die Rektifizierbark eit der 
Kurven untersucht. Als zweite Anwendung des entwickelten Integralbegriffs 
wird das Problem der unbestimmten Integration behandelt, und die Be- 
ziehungen zwischen dem Integranden und den Ableitungen des Integrals 
nach seinen Grenzen untersucht, die sich ja bei allgemeinen Voraussetzungen 
nicht ganz einfach gestalten. Dabei kommen unter anderem die Sätze von 
Seheeffer vor, die aussagen, in welchem Umfange eine Funktion durch ihre 
Ableitungen bestimmt ist, wenn unendlich viele Unstetigkeiten vorkommen. 

Im letzten Abschnitt wird der Begriff des Integrals auf sehr originelle 
Weise aus gewissen formalen Eigenschaften entwickelt; der Verfasser 
vergleicht diese Entwicklung mit der axiomatischen Darstellung der Geo- 
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metrie in Hilberts Grundlagen der Geometrie, und definiert eine Klasse von 
„8ummi erbaren" Funktionen, die sich nicht ganz mit den im Riemannschen 
Sinne integrierbaren decken. 

Als bemerkenswerte Einzelheit sei aus dem 6. Kapitel eine Methode 
hervorgehoben, das bestimmte Integral einer beliebigen stetigen Funktion 
aus dem Begriff des unbestimmten zu entwickeln. Man beginnt mit dem 
Satze, daß eine gleichmäßig konvergente Reihe gliedweise integriert werden 
kann, wobei unter Integration die Umkehrung des Differenzierens verstanden 
wird. Nun kann jede stetige Funktion angenähert durch eine andere dar- 
gestellt werden, deren geometrisches Bild ein Polygon ist, und zwar mit 
gleichem Grade der Annäherung für das ganze betrachtete Intervall. Daraus 
schließt man leicht, daß jede stetige Funktion durch eine gleichmäßig 
konvergente Reihe von integrierbaren Funktionen dargestellt, also selbst inte- 
griert werden kann. Auf diese Weise wird der Beweis für die Existenz 
des bestimmten Integrals einer stetigen Funktion überflüssig, wenn man 
den Begriff der gleichmäßigen Konvergenz als bekannt voraussetzt 

Berlin. A. Kneser. 



C. Runge. Theorie und Praxis der Beinen. Sammlung Schubert 
XXXII. Leipzig, Göschen 1904. 266 S. 

Bei der Aufstellung und Untersuchung unendlicher analytischer Aus- 
drücke, insbesondere unendlicher Reihen und Produkte hat man zunächst 
die Konvergenz nachzuweisen, um überhaupt mit den betrachteten Gebilden 
rechnen und Gleichungen zwischen ihnen aufstellen zu können. Will man 
aber zur numerischen Berechnung konkreter Fälle übergehen, die doch 
eigentlich Zweck und Ziel der wichtigsten Teile der Analysis ist, so erheben 
sich ganz neue Probleme. Es genügt nicht, wenn man weiß, daß der Rest 
einer Reihe etwa nach einer Rechenarbeit von der Dauer eines Menschen- 
lebens unter eine vorgeschriebene Grenze herabsinkt, sondern man will mit 
einer der Wichtigkeit des Problems angemessenen Zeit auskommen, und um 
zu erkennen, ob und wie dies möglich ist, muß der Grad der bei irgend 
einer Annäherung erreichten Genauigkeit weit eingehender diskutiert und die 
Untersuchung der speziellen Natur des betrachteten Ausdrucks weit mehr 
angepaßt werden, als es in der reinen Analysis meistens geschieht und als 
es für rein theoretische Zwecke nötig ist. 

Indem Herr Runge eine Reihe wichtiger analytischer Ausdrücke und 
die meist gebrauchten Darstellungsformeln unter beiden Gesichtspunkten, 
dem theoretischen wie dem praktischrechnerischen, bearbeitete, hat er an 
verschiedenen Stellen die Kluft zwischen der reinen Analysis und den An- 
wendungen überbrückt und sich dadurch den Anspruch auf den lebhaften 
Dank der Vertreter beider Untersuchungsrichtungen erworben. 

Das Werk beginnt mit einer allgemeinen Auseinandersetzung über die 
Konvergenz der Reihen und das Reebnen mit ihnen, entwickelt den Begriff 
der gleichmäßigen Konvergenz in anschaulicher Weise, wendet sich sodann 
den Potenzreihen zu und gibt handliche Methoden für die Division, Ein- 
schachtelung und Umkehrung dieser Reihen sowie zur Abschätzung des 
Rests. Es folgen Untersuchungen im Anschluß an das Cauchysche Integral, 
aus dem eine schöne, vom Verfasser des Werks vor Jahren entwickelte 
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Methode abgeleitet wird, eine analytische Funktion auf einem beliebigen 
Gebiet mit gleichmäßig vorgeschriebener Genauigkeit durch rationale Funk- 
tionen darzustellen. Ferner wird das Cauchysche Integral zur Entwicklung 
analytischer Funktionen nach gewissen Polynomen benutzt, die vor der 
Taylorschen Reihe gewisse Vorzüge bietet, wenn man auf einer ganzen Strecke 
möglichst guten Anschluß an eine gegebene Funktion herstellen will. Da- 
neben werden noch die Entwicklungen nach Legendresohen Polynomen sowie 
die aus der parabolischen Interpolation entspringenden Reihen betrachtet; 
bei ersteren wird von der Aufgabe ausgegangen, ein Polynom gegebenen 
Grades einer reellen Funktion so anzuschmiegen, daß der Mittelwert des 
Fehlerquadrats ein Minimum wird. 

Das Kapitel über die Fourierschen Reihen bietet wesentliche Vorzüge 
gegenüber den bisherigen Darstellungen des Gegenstandes. Es beginnt mit 
der endlichen trigonometrischen Reihe und stellt die Aufgabe, diese Reihe 
einer gegebenen periodischen Funktion so anzupassen, daß wiederum der 
Mittelwert des Fehlerquadrats ein Minimum werde* Daraus ergeben sich 
die Fourierschen Ausdrücke der Koeffizienten, und für den bezeichneten 
Mittelwert wird ebenfalls eine Formel abgeleitet. Ist die Funktion nur an 
diskreten Stellen gegeben, so erhält man aus der Forderung des Minimums 
endliche Summenausdrücke, zu deren Berechnung vervollkommnete Metboden 
gegeben werden; insbesondere wird der Michelsonsche Apparat für har- 
monische Analyse besprochen. 

Die Fouriersche Entwicklung einiger analytisch definierter Funktionen 
leitet über zu der Frage nach der größten Abweichung eines angenäherten 
Ausdrucks von der dargestellten Funktion, eine Frage, die offenbar durch 
die Untersuchung des mittleren Fehlerquadrats noch nicht erledigt ist. Sie 
führt zu denjenigen Betrachtungen, die dem Dirichletschen Beweis für die 
Konvergenz und Gültigkeit der Fourierschen Reihe zugrunde liegen. Dieser 
Beweis wird in sehr geschickter Weise vorgeführt, und der Rest der 
Fourierschen Reihe unter verschiedenen Voraussetzungen in Grenzen ein- 
geschlossen, insbesondere auch der Rest der Reihe, die entsteht, wenn man 
die eine gegebene Funktion darstellende Kurve durch Stücke einander 
oskulierender Parabeln ersetzt. 

Hieran schließt sich ein theoretischer Paragraph, der eine schöne 
Theorie des Poissonschen Integrals enthält, aus dem man bekanntlich schließt, 
daß eine beliebige stetige periodische Funktion mit vorgeschriebener Genauig- 
keit durch eine endliche trigonometrische Reihe dargestellt werden kann. 
Wo dieser Satz auftritt, vermißt man den Namen Weierstraß; es wäre doch 
wohl an dieser Stelle darauf hinzuweisen, daß der ausgesprochene Satz bei der 
vorausgegangenen Entwicklung der Theorie der Fourierschen Reihe eine 
große und überraschende Entdeckung gewesen ist, so einfach er auch jetzt 
bewiesen werden kann. 

In dem Abschnitt über unendliche Produkte werden die Elemente der 
Theorie der elliptischen Funktionen ausgehend von den Produktausdrücken der 
©-Funktionen entwickelt, und von ihnen wird zu den Integralen übergegangen, 
ähnlich wie Jacobi in den von Borchardt publizierten Vorlesungen von den 
8-Reihen ausgeht Unser Werk entwickelt die Metboden zur Berechnung 
vollständiger und unvollständiger Integrale erster Gattung, insbesondere auch 
die Theorie des arithmetisch -geometrischen Mittels. Im letzten Kapitel 
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werden einige der früheren Untersuchungen auf Funktionen zweier Variablen 
ausgedehnt. 

Alles in allem kann das Werk nach Tendenz, Form und Inhalt lebhaft 
willkommen geheißen werden. 

Berlin. — — A. Kneser. 

Weber, H. und Wöllstein, J. Enzyklopädie der Elementar-Mathe- 
matik. Ein Handbuch für Lehrer und Studierende. 1. Band: Elementare 
Algebra und Analysis, bearbeitet von Heinrich Weber. XIV u. 
447 8. gr. 8°. Leipzig 1903, B. G. 1 Peubner. 

Der vorliegende Band umfaßt diejenigen Teile der Algebra und Ana- 
lysis, die Gegenstand des Unterrichts an den höhern Lehranstalten sind, 
aber auch noch Kapitel, die auf der Schule wohl selten durchgearbeitet 
werden können, so einzelne Abschnitte aus der Zahlentheorie, den Sturmschen 
Satz, den Fundamentalsatz von der Wurzelexistenz, die algebraische Auf- 
lösbarkeit der Gleichungen. 

Von den in neuerer Zeit so zahlreich erschienenen Lehrbüchern der 
Elementar- Mathematik unterscheidet sich die Webersche Enzyklopädie aufs 
vorteilhafteste und ganz erheblich dadurch, daß sie ihren Stoff von Anfang 
an streng wissenschaftlich, dabei aber klar und verständlich, behandelt und 
überall die Ergebnisse der neueren Forschung berücksichtigt. Hervorgehoben 
als besonders interessante und wertvolle Kapitel seien die exakte Entwick- 
lung des Zahlbegriffs (nach Dedekindscber Anschauung) und der Verhältnis- 
lehre, der Fundamentalsatz der Algebra, die Anwendung der Theorie der 
Potenzreste auf die Umwandlung gemeiner Brüche in Dezimalzahlen, die der 
Gruppentheorie auf die Lösung der biquadratischen Gleichungen, die Be- 
handlung des casus irreducibilis der kubischen Gleichung, der Beweis für 
die Unauflösbarkeit der allgemeinen Gleichung fünften Grades durch Radi- 
kale, die Konstruktion des regelmäßigen Siebzehnecks, endlich die Beweise 
für die Transzendenz der Zahlen e und n. Die Enzyklopädie will 
kein Schulbuch im gewöhnlichen Sinne des Wortes sein, ist aber zur Vor- 
bereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den Lehrern 
der Mathematik dringend zu empfehlen, welche die bezüglichen Original- 
arbeiten nicht alle selbst studiert haben, sich aber doch orientieren wollen, 
wie vom Standpunkte der modernen Wissenschaft die Begriffsbildungen, 
Methoden und Entwicklungen der Elementar- Mathematik zu gestalten sind. 

Berlin. C. Färber. 



Engen Netto. Elementare Algebra, Akademische Vorlesungen für 
Studierende der ersten Semester. VIII u. 200 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 

Über den Inhalt seiner „Elementaren Algebra" sagt der Herr Verf. 
im Vorwort selbst das Folgende: „Die Kapiteleinteilung schließt sich an die 
Gleichungen der vier ersten Grade an. Die Behandlung der Gleichungen 
ersten Grades leitet auf die Determinanten zweiten Grades, auf Kettenbrüche 
und unbestimmte Gleichungen. Die reinen Gleichungen zweiten Grades 
führen in das Studium der Newtonschen Näherungsmethode, der periodischen 
Kettenbrüche, der komplexen Größen ein. Bei den allgemeinen Gleichungen 
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zweiten Grades werden die Begriffe der Mehrwertigkeit, der Gleichungs- 
transforraation, der Diskriminante eingeführt. Es folgt dann im vierten 
Kapitel ein Exkurs in das Gebiet der Kombinatorik; in ihm findet sich 
der binomische und der polynomische Satz, die Behandlung der arithmetischen 
Reihen, sowie die Vorbereitung auf eine im fünften Kapitel gegebene ele- 
mentare Theorie der Determinanten. An diese Theorie schließt sich die 
Behandlung von linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Die 
reinen Gleichungen werden im sechsten Kapitel behandelt; naturgemäß wird 
der Begriff der primitiven Einheitswurzeln eingeführt, und es folgt eine 
Besprechung der einfachsten, an ihn sich knüpfenden Probleme. Ausführ- 
lich ist dann in den beiden letzten Kapiteln die Theorie der kubischen und 
die der biquadratischen Gleichungen behandelt Sie führt zu den symme- 
trischen, den zwei- und den mehrwertigen Funktionen, zu Resultanten und 
Diskriminanten, zu Resolventen und zu Invarianten. Zum Schluß wird der 
Sturm sehe Satz hergeleitet." Aus dieser kurzen Inhaltsangabe geht schon 
hervor, daß, wenn auch die Vorlesungen sich scheinbar auf das elementare 
Gebiet der Gleichungen der vier ersten Grade beschränken, ihre Eigenart darin 
besteht, von Anfang an jeden Anlaß zu benutzen, um in vielerlei Probleme 
der höhern Algebra und auch der Zahlentheorie einzuführen und dem 
Studierenden das spätere Verständnis der allgemeinen Theorien dadurch 
zu erleichtern, daß sie ihm zunächst für die einfachsten Fälle vorgetragen 
und erläutert werden. Auf die erschöpfende Behandlung derjenigen Fragen, 
die das philosophische Gebiet streifen, wie „Grenzbegriff', „irrationale 
Zahlen", etc. hat der Verf. absichtlich verzichtet. Für Studenten solcher 
Universitäten, an welchen eine derartige vorbereitende Vorlesung nicht 
gehalten wird, dürfte das Buch von größtem Nutzen sein. Aber auch 
mathematisch befähigten und interessierten Primanern, die privatim ihre 
Kenntnisse erweitern und vertiefen möchten, ist das Studium dieser Vor- 
lesungen ihrer klaren, anregenden Darstellungsweise wegen durchaus zu 
empfehlen. 

Berlin. C. Färber. 

Julius König. Einleitung in die Theorie der algebraischen Größen. 

Leipzig 1903, B. G. Teubner. X u. 564 S. 

Die Algebra hat in der letzten Hälfte des vorigen Jahrhunderts sich 
zu nie geahnter Höhe entwickelt, und eine Reihe bedeutender Forscher war 
zu ihrer Förderung tätig. Da so von verschiedenen Seiten die neuen Begriffe 
geschaffen wurden, konnte es nicht ausbleiben, daß die Bezeichnungen auch 
verschieden ausfielen, weil sich die Begriffe zum Teil nicht deckten. Der 
Verfasser hat es nun unternommen, die verschiedenen Darstellungsweisen 
der algebraischen Tatsachen und Vorgänge zu einem einheitlichen Ganzen 
zusammenzuschmieden. Man darf wohl sagen, daß ihm dieser Versuch gut 
geglückt ist, und daß sein Buch wesentlich zur Annahme einheitlicher Be- 
zeichnungen beitragen wird. Er schließt sich zwar in der Behandlungsweise 
durchweg an Kronecker an und stützt sich auf die Gedanken der „Fest- 
schrift", aber er vergißt auch die anderen Forscher nicht und liefert selbst 
wertvolle Beiträge zum weiteren Aufbau. Die durch das Zusammenfassen 
nötige Neuprägung der Begriffe macht die Lektüre des Werkes etwas 
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mühevoll, aber man gewinnt durch die zwar abstrakte, aber klare und 
scharfe Darstellungsweise, die die Fragen immer bis zur letzten Allgemein- 
heit durchführt, bald einen großen Überblick über die Probleme der Algebra, 
so daß man dem Verfasser mit vielem Interesse auf seinem Wege folgt. 

Es wird vor allem meine Aufgabe sein, die vom Verfasser gegebenen 
Begriffsbestimmungen zu besprechen. 

Zunächst: Eine algebraische Größe wird inhaltlich durch eine Reihe von 
bestimmten und unbestimmten Zahlen festgelegt In diesem Sinne betrachtet 
der Verfasser Bereiche von algebraischen Größen, und zwar nach seiner Bezeich- 
nung holoide und orthoide Bereiche. Bemerkt sei, daß die ganzen Zahlen und 
die rationalen Zahlen derartige Bereiche bilden, aber sie nicht erschöpfen. 
Beide Bereiche haben dieselbe Eigenschaft, ein „gewöhnliches 14 Additions- 
[kommutativ, assoziativ] und Multiplikationsgesetz [kommutativ, assoziativ, 
distributiv] zu besitzen. Ferner haben die Gleichungen a -f- v = a, vß = va 
für beliebige <r, ß nur die eine Lösung v = 0. Eine Größe t, die für be- 
liebige a, ß die Gleichung ect = eß befriedigt, soll absolute Einheit heißen 
und mit 1 bezeichnet werden. Ein Bereich heißt dann holoid, wenn außer- 
dem die durch wiederholte Addition entstehende Reihe 1, 1 + 1, 1 -\- 1 
+ 1, . . . die Null nicht enthält, und wenn es im Bereich mindestens zwei 
Größen a und ß gibt, für die die Gleichung a% = ß nicht lösbar ist. Ist 
die letzte Bedingung immer erfüllbar, so heißt der Bereich orthoid. Der 

« . 

einem holoiden Bereich a v a s , . . . zugeordnete orthoide Bereich ist ß — • 

Später wird noch ein hyperorthoider Bereich erwähnt, in dem Teiler der 
Null vorkommen. Ist in dem holoiden Bereich die Gleichung a£ — ß lösbar, 
so ist a ein Teiler von ß. Zwei Größen, die sich nur um einen Teiler der 
Einheit unterscheiden, heißen ä'quivahni. Eine irredtuible Größe besitzt 
keine echten Teiler; eine Größe n heißt Primgröße, wenn ein Produkt aß 
nur dann durch n teilbar ist, wenn a oder ß es ist. Ein holoider Bereich 
ist vollständig, wenn zu zwei Größen a und 0, die gemeinsame Teiler haben, 
ein größter gemeinsamer Teiler gefunden werden kann, der alle anderen 
Teiler enthält. Dann gilt der Satz: In einem vollständigen Bereiche ist 
jede irreduzible Größe auch eine Primgröße. Als Beispiel eines unvoll- 
ständigen Bereiches wird [}/ — ö] betrachtet. 

Den Schluß des ersten Kapitels bildet die Erklärung des Begriffs der 
relativen Äquivalenz. Ein echter Teilbereich 77 des holoiden Bereiches [A] 
bedingt eine relative Äquivalenz a ~ ß, wenn es in 77 zwei Größen it l 
und ?r a gibt, die im Bereich [A] die Gleichung i^a — n t ß erfüllen. — 

Bei den späteren Untersuchungen werden scharf Formen von Funktionen 
unterschieden. Formen sind ganze Funktionen von Unbestimmten, deren 
Koeffizienten einem bestimmten Bereiche A angehören. Werden für die 
Unbestimmten Werte aus einem Bereich B genommen, so wird dadurch ihre 
Unbestimmtheit eingeschränkt, und die Form wird zu einer Funktion. 

Im zweiten Kapitel werden die Formen mit den Unbestimmten x v x m 
und Koeffizienten aus dem orthoiden Bereich (Ä) betrachtet, und zwar: 
Anordnung der Glieder, symmetrische Funktionen usw. 

Das dritte Kapitel beginnt mit der Teilbarkeit im Formenbereich. 
Zugrunde gelegt wird der Kroneckersche Satz von der Darstellung der 
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Koeffizientenprodukte mehrerer Formen durch die Koeffizienten des Formen- 
produktes. Diese Untersuchungen führen im holoiden Bereich [A] zu 
primitiven Formen. Die weitere Betrachtung legt wieder den Bereich [.4] 
zugrundo und erledigt einfache Sätze über Resultanten. Es folgt eine Dar- 
stellung der vom Verfasser neu eingeführten Resolventenform. Nach dem 
Kroneckcrschen Verfahron [Festschrift S. 29] wird aus einem Formensystem 
Fj des Bereiches [(Ä) } x v . . ., dessen Formen den gemeinsamen Teiler «D 
haben, ein anderes System F^ abgeleitet. Dieses System wird ebenso 
behandelt, und man gelangt nach einer endlichen Anzahl von Schnitten zu 
einem Teiler D (r) und einem Größensystem C/ r , das die Unbestimmten nicht 

mehr enthalt. Bekanntlich führen die Operationen wegen der fortgesetzten 
Resultantenbildung zu Kongruenzen. Diese werden zusammengefaßt in der 
Resolventenform 

d> = DD™ . . . D {r) ^Cj. = 0 (modd F lt . . , F k ). 

Des Verfassers Darstellung ist allgemeiner als die Festschrift; er berücksichtigt 
auch die Multiplizität. Im Anschluß hieran folgt das Gleichungsproblem: 
Es sollen dem holoiden Bereich [i4] angehörige Größen § n . . . | m bestimmt 
werden, für die das System Fj(£ u . . . | m ) = 0 (J = 1, . . . k) wird. Die 
Lösungen werden gruppiert nach den Lösungen der Teilresolventen D (h \ 
und für jede Lösung wird eine Kette von Gleichungen entwickelt, bei der 
jede Gleichung immer nur eine Unbekannte hat: 

JX'^a+h *a + »i •••**) = (>> <V*)(* A | r A + 1 . . . *J - 0„ . . . 

...*J-0. 

Dabei wird schon auf die Mannigfaltigkeit hingewiesen, die die Gleichung 
D<*> = 0 darbietet. 

Das vierte Kapitel beginnt mit der Erklärung, daß ein Formenbereich 
der einem beliebigen orthoiden Bereich (A) entstammt, wohl definiert heißen 
solle, wenn durch eine endliche Anzahl von Operationen jede Form als 
Produkt von Primformen hergestellt werden kann. Für solche Bereiche 
folgt die Einführung der algebraischen Zahlen und die Adjunktion der 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung, nebst den hierbin gehörigen Sätzen. 
Hier findet auch das Wort liationalitätybereich seine Erklärung: die Ge- 
samtheit der rationalen Funktionen von (9^, . . . ?ft, ( ), wobei die 9i irgend 
einem holoiden oder orthoiden Bereich angehören. 

Im nächsten Kapitel wird das allgemeine Kliminationsproblem in Angriff 
genommen. Mit dem holoiden Bereich [Ä\, der wie bereits im vorigen 
Kapitel auch ein Formenbereich sein kann, ist der orthoide Bereich (A) 
und damit der Bereich aller in (A) algebraischen Größen { A ) gegeben. 
Dann lautet die Frage: Die durch die Gleichungen Fj(x t , . . . x m ) = 0 be- 
wirkte Beschränkung der Veränderlichkeit der x in \A\ vollständig und 
möglichst einfach zu beschreiben [Festschrift S. 93]. Mit Hilfe der Liouville- 

schen Substitution x =- 2 x ih wlT ^ ^ er Inhalt der Resolventeugleichung 

i 

DD (V> . . . D (r) = 0 beschrieben. Es findet eine genaue Diskussion der 
Mannigfaltigkeiten statt. 
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Als spezielle Fälle folgen Resultanten und Diskriminanten, besonders 
der homogenen Formen und andere hierher gehörige Fragen. 

Die beiden nächsten Kapitel behandeln die linearen diophantischen 
Probleme, nämlich die Gleichungen F i0 =*^^\ f ^-j zu erfüllen, wenn die F 

und X dem Formenbereicbe [J, x t . . . x m ] angehören. Hierbei kommt 
man auf die Modul- oder Divisor cnsysüme^ und der Satz über die Endlich- 
keit von Divisorenketten, bei denen jedes System in dem vorhergehenden 
enthalten ist, führt zur Erkenntnis, daß jede Lösung der diophantischen 
Gleichung durch eine endliche Schar von Lösungen vollständig gegeben 
ist. Es tritt jetzt eine Scheidung in algebraische und arithmetische Probleme 
ein, je nachdem der Bereich A orthoid (Ä) oder der Bereich [l] ist. Im 
ersten Teil gibt der Verfasser die Hilbertschen Sätze [Über die vollen 
Invariantensysteme, Mathematische Annalen Bd. 36 u. 42]. Im zweiten Teil 
entwickelt er analog der vorher entwickelten absoluten Algebra eine Algebra 
relativ zu einem Primmodulsystem allgemeiner Art \p, f x (x^) y x t ), . . . 

fm i x m'i x n • • • ^m-i)]' W0D «> fk e * ne irreduzible Funktion im Kongruenzbereich 
des Modulsystems (/), / n . .. f h _ i ) ist. f k muß x k , darf nicht x t (l > k) 
und kann x t (l < k) enthalten. Die Angabe des Verfassers, daß diese Systeme 
bisher nur für den Fall m — 1 behandelt worden sind, ist ein Irrtum. 
[Man vergl. J. f. d. r. u. a. Math. 124 S. 121; 126 S. 102]. Dabei findet 
das Problem der linearen diophantischen Gleichungen für den Bereich 
»» 5^ 4 volle Erledigung; für m > 4 wird wegen der 
Schwierigkeit der Rechnung von einer Behandlung abgesehen. Der Kongruenz- 
bereich der zugrunde gelegten Primsysteme wird als ein pseudoholoider 
Bereich bezeichnet, da die Reihe 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . einmal zu 0 führt. 

Der letzte Abschnitt endlich behandelt die ganzen algebraischen Größen 
und die ihnen assoziierten idealen Zahlen. Zuerst werden ganze algebraische 
Formen besprochen, d. h. Formen, deren Koeffizienten ganze algebraische 
Größen sind. Es erfolgt die Einführung der idealen Zahlen als Quotienten 
einer ganzen algebraischen Form und einer primitiven Form. Dabei muß 
wegen des Fehlens des gemeinsamen Teilers eine primitive Form erklärt 
werden als eine Form, deren Norm eine primitive Form der Unbestimmten 
im Stammbereich der Gattung ist. Nach den Teilbarkeitseigenschaften der 
Ideale folgt eine Bestimmung des Fundamentalsystems der Gattung und 
eines Fundamentalsystemes der idealen Größen der Gattung, gestützt auf 
die Erklärung eines Bereiches, der zugleich Kongruenz- und Äquivalenzbereich 
ist: zwei aus einem vollständigen holoiden Bereiche entstammende Formen 
Slj und 91, sollen nach dem Äquivalenimodul m äquivalent heißen, wenn 
es zwei zu m relative Größen t x und gibt, für die die Gleichung besteht 
2tj e t 'S, e, (mod m). 

Dortmund. - H. Kühne. 

Hermann Schubert. Mathematische Mußestunden. 2. Auflage. 
Leipzig, G. J. Göschen 1904. 306 S. 

Die zweite Auflage ist ein fast unveränderter Abdruck der ersten Auflage, 
die vergriffen ist. Der Verf. ist seinem Wahrspruch: ludendo diseimus, getreu 
gefolgt, sodaß der Leser, der sich mit den Spielereien unterhalten will, 
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unmerklich durch die gelungene elementare Erklärung auch in seinen mathe- 
matischen Kenntnissen gefördert wird. Das Buch enthält im ersten Abschnitt 
Zahlenprobleme, unter denen Karten-, Würfel-, Dominokunststücke usw. vor- 
kommen. Der zweite Abschnitt bringt Anordnungsprobleme, unter denen 
magische Quadrate, Rösselsprünge, ewige Kalender für Wochentage und 
Osterfeste usw. sich befinden. Auch der Mathematiker wird bei diesen 
Problemen Anregung und Erholung finden. 

Dortmund. H. Kühne. 



Gustave Robin. Theorie nouvelle des fonotions, exclusivement 
fondöe aar 1'idee de nombre. Publice par Louia Baflfy. Paris 1 903, 
Gauthier- Villars. VI und 215 p. 

Die Einleitung des Werkes, das nach dem Tode des Verfassers von 
seinem Freunde Raffy herausgegeben worden ist, enthält eine begeisterte 
Schilderung von der Neuheit und den Vorzügen der Ideen, auf die der 
Verfasser die Funktionenlehre gründen will. Diese Ideen sind aber schon 
lange, wie man aus dem Bericht Pringsheims [Enc II A 1] sehen kann, 
Allgemeingut der Mathematiker. Das Bestreben des Verfassers, wenn ich 
mich so ausdrücken darf, ist es, die Funktionenlehre zu „arithmetisieren". 
Er erkennt also als Grundlage nur ganze Zahlen und Brüche an; alles 
Irrationale verweist er in das Reich der Fiktion. Er ersetzt es stets durch 
konvergente Zahlenfolgen. Er läßt durchblicken, er glaube der erste zu sein, 
der diese klare Anschauung vertrete. Das ist nun allerdings nicht sein Ver- 
dienst; aber das elegant und fließend geschriebene Buch bringt zum ersten 
Male eine Darstellung von funktionentheoretischen Begriffen, in der von der 
Existenz einer konvergenten Zahlenfolge nicht [wie man es wohl gewöhnlich 
der Einfachheit des Ausdrucks wegen tut] auf die Existenz einer durch 
sie definierten Größe geschlossen wird, sondern in der in jedem Falle zwischen 
der Folge und ihrer Grenze scharf unterschieden wird. Dies zur Einleitung 
des Buches. — Der Verfasser erklärt zunächst den Begriff der konvergenten 
Zahlenfolge, als einer Folge von Brüchen, deren Zähler und Nenner ganze 
Zahlen sind, hei der, je weiter man fortschreitet, die Glieder sich um weniger 
als einen vorher bestimmten echten Bruch unterscheiden. Äquivalente 
Zahlenfolgen sind solche, deren spätere Glieder sich außerordentlich nähern. 
Eine feste Zahl A, die von den späteren Gliedern einer Folge beliebig 
wenig verschieden ist, heißt Grenzwert. Es wird darauf aufmerksam ge- 
macht, ob eine Folge ihren Grenzwert erreicht oder nicht. Die Wörter 
„irrational", „beliebige Größe" werden vermieden; es heißt immer eine Zahl 
(gemeint ganze Zahl oder Bruch) oder eine konvergente Folge von Zahlen. 
Die Summation einiger Zahlenreihen schließt den ersten Abschnitt. Der 
zweite Abschnitt bringt die Erklärung der Funktion einer Veränderlichen x. 
Hier werden nun wieder die Fälle scharf unterschieden. Entweder ist x 
eine Zahl (in dem erklärten Sinne) und die Funktion y eine eben da- 
durch bestimmte Zahl; oder y ist eine Zahlenfolge, die durch x bestimmt 
ist (für y hat man dann irgend ein entferntes Glied zu nehmen). Oder 
x ist selbst ein Glied einer Zahlenfolge, für das man selbstverständlich 
wieder ein entfernteres Glied nehmen darf, und y bietet dieselben beiden 
Möglichkeiten wie vorher dar. Betrachtungen über Grenzen und Schwan- 
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kungen beenden den Abschnitt. Es folgt eine Besprechung der Integrier- 
barkeit, Stetigkeit, Rektifizierbarkeit und Differenzierbarkeit. Die Begriffe 
werden alle scharf umgrenzt. Die folgenden Abschnitte behandeln die Reihen 
von Funktionen und bringen Satze über Konvergenz, gleichmäßige Stetigkeit 
usw. Als besondere Fülle werden die Potenzreihen betrachtet. Den Schluß 
bilden Funktionen von 2 Variablen, unentwickelte Funktionen und die 
Differentialgleichungen erster Ordnung. — Die Lektüre der Arbeit ist sehr 
anregend; der eigenartige Aufbau und die strenge und klare Fassung der 
Begriffe halten das Interesse bis zum Schluß wach. Das Buch ist ein ge- 
eignetes Mittel, sich über die wichtigen Grundlagen der Funktionenlehre 
Klarheit zu verschaffen. 

Dortmund. _ H. Kühne. 

Emile Borel. Leoons sur les fonetions meromorphes. Beoaeillies 
et rödigees par L. Zoretti. Paris 1903, Gauthier- Villars. VI und 
119 S. 

Diese Vorlesungen bilden eine Fortsetzung der Vorlesungen Boreis über 
die fonetions entieres. Sie behandeln, nach Weierstraßscher Ausdrucks- 
weise, die analytischen Funktionen, die den Charakter einer rationalen 
Funktion haben, d. h. als Quotienten zweier beständig konvergenten Potenz- 
reihen darstellbar sind. Der erste Abschnitt bringt allgemeine Betrachtungen 
über analytische Funktionen, nämlich die Elemente ihrer Darstellung: Potenz- 
reihe, die Mittag-Lefflersche PartJalbruchzerlegung, die Weierstraßsche Zer- 
legung in Primfunktionen. Der zweite Abschnitt behandelt nach Cauchyschen 
Prinzipien, die jüngst von Hadamard aufs neue beleuchtet und erweitert 
worden sind, den Konvergenzradius und die an die Pole anknüpfenden 
Eigenschaften der Funktion, die man aus der Potenzreihe schließen kann. 
Der dritte Abschnitt erweitert einen Picardsehen Satz über ganze Funktionen 
auf meromorphe Funktionen. Der Verfasser bringt den Satz am Schlüsse 
eines langen Beweises, in dem er der Bequemlichkeit wegen verschiedene 
vereinfachende Ausdrücke eingeführt hat. Da er diese Ausdrücke auch im 
Satze benutzt, so ist die Fassung, die er ihm gibt, nicht allgemein verständlich. 
Ich würde den Satz vielleicht so formulieren: „Es seien f eine feste und 
qp eine beliebige meromorphe Funktion, von denen <p mit geringerer Starke 
unendlich wird als f. Dann werden die Differenzen f — tp im allgemeinen 
mit derselben Starke wie f unendlich. Aber für gewisse f sinkt die Stärke 
des Unendlichwerdens der Differenz, doch kann das höchstens für zwei ver- 
schiedene q> eintreten". Betreffs der Erklärung des Begriffs von der Stärke 
des Unendlichwerdens verweise ich auf Enc. II B 1. Im letzten Abschnitt 
werden Reihen behandelt, deren Elemente rationale Funktionen sind. Ge- 
nauer werden die Reihen untersucht, in denen die rationalen Funktionen die 

(1 1 z z*~ l \ Ae l 

+ ■- + -!+•••+ i ) — j — ' haben. Unter Annahme 
z-a a 1 a' ' ^ a l ) a\z-a) 

i_ 

eines regelmäßigen Wachsens der Pole a \a n — «?, lim n — oo] werden die 
A und X so bestimmt, daß die Reihe eine meromorphe Funktion von einer 
gegebenen Stärke des Unendlichwerdens q darstellt. Ferner werden so- 
genannte Konvergenzkurven abgeleitet, in denen die Reihe gleichmäßig kon- 
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vergiert, also gliedweise integriert werden darf. Das führt zu einer Ver- 
allgemeinerung des Caucbyschen Satzes. Einige allgemeine Sätze über die 
genannten Reihen und einige Noten, die die neuesten Arbeiten über mero- 
morphe Funktionen erwähnen, schließen die Vorlesungen. 

Dortmund. H. Kühne. 



Emil Haentzschel. Das Erdsphäroid und seine Abbildung. Leipzig 
1903, B. G. Teubner. VI u. 140 S. 

Nach einigen allgemeinen Retrachtungen über das Geoid und seine An- 
näherung, das Erdsphäroid, folgt die Erklärung der Begriffe geographische Breite 
und Länge. Das Sphäroid wird dann auf die Kugel abgebildet, die die Erde an den 
Polen berührt, und zwar werden einander Punkte gleicher Länge und gleichen 
Abstandes von der Äquatorebene zugeordnet Die Breite auf der Kugel 
heißt reduzierte Breite. Der Vergleich des Bildes mit dem Original wird 
bis ins einzelne durchgeführt; dabei werden die Ausdrücke längen- und 
flächentreu erwähnt, und es wird gezeigt, daß die Abbildung nicht flächen- 
treu ist, daß ferner die Abbildung auf eine Kugel, die das Sphäroid schneidet, 
zwei Parallelkreise längentreu abbildet. Es folgen Berechnungen von Stücken 
der Oberfläche, womit der Übergang zu den Sektionen der Generalstabskarte 
und den Meßtischblättern gegeben ist. 

Der zweite Abschnitt behandelt zuerst die von Mollweide durchgeführte 
winkeltreue Abbildung auf eine konzentrische Kugel. Es wird gezeigt, daß 
eine Kugel, die das Sphäroid in einem Parallelkreis P n schneidet, eine nicht 
zu breite Zone um P 0 mit ziemlicher Genauigkeit darstellt. Diese Darstellung 
ist von Gauß bedeutend verbessert worden. Er wählt einen Normalpunkt 
A 9 auf dem Sphäroid und wählt als Bildkugel die durch A 0 gehende Kugel, 
deren Mittelpunkt auf der Normale liegt, und die in A^ dasselbe Krümmungs- 
maß wie das Sphäroid hat. Die von ihm gewählte Kugel ist durch den 
Punkt B 0 = 52° 42'2,5325", L 0 = 31° (ö. F.) bestimmt; sie liegt seiner 
Messung des Königreichs Hannover zugrunde und ist für die kartographische 
Darstellung von Deutschland übernommen worden. Außer ihr existiert bis- 
her nur noch eine zweite Gaußische Kugel für Österreich. Der Punkt Aq 
entspricht auf der Kugel sieb selbst und soll A$ heißen. In der Kugel ist 
die Breite so gewählt, daß b Q — 5 2° 40' ist; in diesem Fall ist die Über- 
einstimmung zwischen Bild und Original sehr groß. Am größten ist die 
Abweichung in der Nähe des Parallelkreises B = 60° 2 3', wo sie auf der 
Gaußischen Kugel etwa 2' 20" beträgt, während sie bei der Mollweideschen 
Kugel 11 Vi' betragen würde. Die Gaußische Kugel erfüllt die Bedingungen, 
daß die Längendifferenzen L — L 0 und / — / 0 ein konstantes Verhältnis 
haben, daß der Vergrößerungsfaktor m für A 0 den Wert 1 hat [also das 
Original in unmittelbarer Nähe von A 0 genau wiedergibt], und daß die Ent- 
wicklung von w — 1 nach Breitendifferenzen erst mit der dritten Potenz 
von B — B 0 anfängt.. Diese Kugel wird schließlich durch die Merkator- 
projektion auf eine Ebene abgebildet. Zum Schluß werden wieder General- 
stabskarte und die Meßtischblätter genau betrachtet. 

Die Darstellung ist möglichst einfach gehalten; es genügen die Anfangs- 
gründe der Differential- und Integralrechnung sowie der Kurvenlehre. Das 
Buch kann deshalb in den weitesten Kreisen dazu beitragen, die Kenntnis 
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der Abbildung der Erdoberflache in Karten zu verbreiten. Für die mathe- 
matische Geographie füllt es eine Lücke aus, die sicher schon viele empfunden 
haben. Man wird auch die Grundlagen dieser Entwicklungen in der Prima 
zur Anschauung bringen können. 

Dortmund. H. Kühne. 



Ganter und Rudio. Die analytische Geometrie der Ebene. Fünfte 
Auflage. Leipzig 1903, B. G. Teubner. VIII u. 188 S. 

Es sind nur die Paragraphen über harmonische Strahlen und Kreis- 
büschel etwas verändert worden. 

Dortmund. H. Kühne. 



Salmon- Fiedler. Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Sechste 
Auflage, zweiter Teil. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 8°. XXIV u. 413 S. 

Die Veränderung, die die neue Auflage zeigt, ist vor allem eine Moderni- 
sierung der Darstellungsweise. Der Stoff ist im großen und ganzen derselbe 
geblieben, aber in den einzelnen Abschnitten hat unter Benutzung der neueren 
Untersuchungen, vor allem in dem Kapitel über die invariantentheoretischen 
Eigenschaften, eine Umordnung der einzelnen Sätze stattgefunden, verbunden 
mit einer den heutigen Gewohnheiten mehr angepaßten Darstellungsweise, 
sodaß das treffliche Buch weiter auf der Höhe der Zeit steht. 

Dortmund. H. Kühne. 



Vermischte Mitteilungen. 



L Aufgaben and Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

133. Haben die Teildreiecke des Dreiecks ABC den Inkreismittel- 
punkt zur gemeinsamen Spitze, so verhalten sich die Radien der zugehörigen 



Umkreise wie 

Berlin. E. Jahnkk. 



ß 7 , 7 a « ß 

a cos | cos £ : b cos cos ^ : c cos - cos 



134. Demontrer que toute loxodromique de la surface engendree par 
la developpee d'une ligne de Ribaucour, tournant autour de la directrice 
de cette ligne, a le rayon de courbure geodesique proportionnel a Tarc. 

Naples. E. Cesäro. 

2. Bei der Redaktion eingegangene Bücher. 

Abraham, M. , Theorie der Elektrizität. 2 Bände. II. Band: Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 406 8. 

Armix, P., ßläments d'analyse mathämatique. Cour» de l'Ecole Centrale des 
Arts et Manufactures. Paris 1905, Gauthier- Villars. 714 S. 2* Edition. 

»rösch, W., Leitfaden der Elektrizität im Bergbau. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Corona, J., Über eine Gruppe von 96 Kollineati onen und Korrelationen. 
Diss. Straßburg 1906. 37 S. 

Arehlr der M»them»tik und Phyalk. III. Reihe. IX. 25 
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Droz-Fabhv, A., Sur l'hyperbole d'Apollonius. S. A. aus den „Mitteilungen 14 der 
Naturforschenden Gesellschaft in Bern. 1906. 8 S. 

Fricee, R., Hauptsätze der Differential- und Integralrechnung. Als I/eitfaden 
zum Gebrauch bei Vorlesungen. Vierte Auflage. Braunschweig 1905, Vie- 
weg u. Sohn. '217 S. 

v. Geitler, J., Elektromagnetische Schwingungen und Wellen. Heft 6 der Samm- 
lung: Die WiB»en8chaft. Braunschweig 11)06, Vieweg u. Sohn. 164 S. 

Habkxicht, B ., Beiträge zur mathematischen Begründung einer Morphologie der 
Blätter. Berlin 1906, 0. Salle. „iC 1,60. 

Heffteh, L. und Koehler, C, Lohrbuch der analytischen Geometrie. In zwei 
Bänden. Krater Band: Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in 
der Ebene. Mit 136 Figuren im Text. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 628 S. 

LrsDF.MANN , F., Über Gestalt und Spektrum der Atome. S. A. aus „Süddeutsche 
Monatshefte". Stuttgart 1U05, A. Bonz u. Co. 10 S. 

Mabcise. Adolf, Handbuch der geographischen Ortsbestimmung für Geographen 
und Forschungsreisende. Braunschweig 1906, Vieweg u. Sohn. 341 S. 

Nersst, W. und Schokkflies, A., Einführung in die mathematische Behandlung 
der Naturwissenschaften. Kurzgefaßtes Lehrbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung mit besonderer Berücksichtigung der Chemie. Vierte Auflage 
München 1904, R. Oldenbourg. 370 S. 

Nein ann, E. R. , Studien über die Methoden von C. Neumann und G. Rodin zur 
Lösung der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Preisschriften der 
Fürstlich Jablonowskischen Gesellschaft. Leipzig 19U6, B G. Teubner. 194 S. 

v. Neumayer, G. , Anleitung zu wissenschaftlichen Beobachtungen auf Reisen. In 
zwei Bänden. Dritte Auflage. Lieferung 1. Hannover 1906, M. Jänecke. 48 S. Jt 3. 

PicAKn, E., Traite" d'analyse 2 vol. 2« Edition. XV et 488, XV et 586 p. Paris 
1901, 1905, Gauthier-Villars. 

Schmidt, E. , Entwicklung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener. 
Inaug.-Diss. Göttingen 1906. 33 S. 

Schröder, E., Vorlesungen über die Algebra der Logik (exakte Logik). Zweiter 
Band. Zweite Abteilung. Herausgegeben im Auftrag der Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung von Dr. Eoobk Mcll.br, Professor an der Oberrealschule 
zu Konstanz. Mit einem Bildnis Ernst Schröders. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
606 S. 

Schröder, R. , Die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung. Für 
Schüler von höheren Lehranstalten und Fachschulen und zum Selbstunterricht. 
Mit zahlreichen Übungsbeispielen und 27 Figuren im Text. Leipzig 1906, 
B. G. Teubner. 181 S. 

Stolz, O., und Gmriner, J. A., Einleitung in die Funktionentheorie. Zweite um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage der von den Verfassern in der „theoretischen 
Arithmetik'* nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine 
Arithmetik*' von 0. Stolz. In 2 Abteilungen. II. Abteilung. Mit 11 Figuren 
im Text. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 866 S. 

Strorel, F., Adreßbuch der lebenden Physiker, Mathematiker und Astronomen 
des In- und Auslandes und der technischen Hilfskräfte. Leipzig 1906, A. Barth. 

Sturm, Ch., Cours de me'canique de l'Ecole Polytechnique. 6« Edition. 2 vol. 
Paris 1906, Gauthier- ViUars. XIV et 278, 488 p. 

Thomson, J. J , Elektrizitätsdurchgang in Gasen. Deutsche autorisierte Ausgabe 
unter Mitwirkung des Autors besorgt und ergänzt von Dr. Erich Marx. In 
drei Lieferungen. 1. Lieferung. Mit 45 Textfiguren. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Weber, H. und Wkllstein, J. , Encyklopädie der Elementar -Mathematik. Ein 
Handbuch für Lehrer und Studierende. In 3 Bänden. Band H: Elementare 
Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Whllstein und W. Jacobsthal. Mit 
281 Textfiguren. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 604 S. 

Wehneb, H., Über die Kenntnis der magnetischen Nordweisung im frühen Mittel- 
alter. S. A. aus „Das Weltall", Heft 11. Berlin 1905, Schwetschke u. Sohn. 20 8 



Berichtigungen zum 3. Heft des IX. Bandes. 

S. 229, Zeile 16 v. u. fehlt zwischen den Zahlen 66, 64 die Zahl 67. 
S. 229, Zeile 16 v. o. ist die Zahl 57 zu tilgen. 
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Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Herausgegeben vom Vorstände der Gesellschaft. 

31. Sitzung am 25. Januar 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 30 Herren. 

Herr Schirdewahn: Über ein besonderes rechtwinkliges Koordinaten- 
system für ebene Dreiecke (s. u.). 

Herr Wallenberg: Konstruktionen mit Lineal und Eichmaß sowie mit 
dem Lineal allein (s. u). 

32. Sitzung am 22. Februar 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 34 Herren. 

Herr Lampe: Nachruf auf fr. Hauck. 

Herr Reißner: Mechanische und elektrische Masse (s. u.). 

33. Sitzung am 29. März 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 37 Herren. 

Herr Koppe: Lösung der von Herrn Zühlke in der Sitzung vom 
14. 12. 04 behandelten Aufgabe in geschlossener Form ohne ungültige Vor- 
Ziffern. 

Herr Sandor: Beiträge zur Theorie des Fachwerks. 
Herr Zacharias: Über die Vierecke, deren Diagonalen auf emander 
senkrecht stehen (s. u.). 

Über eine mechanische Auswertung der elliptischen Transzendenten. 

Von Rudolf Rothe. 

Im vierten Bande des Philosophical Magazine hat Herr T. H. Blakesley *) 
eine Methode beschrieben, welche die mechanische Auswertung der hyper- 
bolisch-trigonometrischen Funktionen mit Hilfe eines einfachen planimeter- 
ähnlicheu Instrumentes gestattet. Es besteht in einem geteilten, um den 



1) Phil. Mag. (6) 4, 238. 1902. Gelegentlich einea Referates über diese Ar- 
beit in der Zeitschrift für Instrumeutenkunde, 24, 151, 1904 habe ich einen Teil 
der folgenden Betrachtungen bereits mitgeteilt. 

SiUnngabericbte d. Bert. Math. Ger IV. 2 
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festen Pol 0 (Fig. l) drehbaren und durch ihn hindurch verschiebbaren Radius- 
vektor 0P= q, dessen Ende mit einem um ihn als Achse drehbaren Meßrädchen 

versehen ist; die Drehungsebene 
des letzteren liegt senkrecht zur 
Ehene der Zeichnung. Der Be- 
rührungspunkt P des Rädchens mit 
der Zeichenebene werde nun längs 
eines geteilten Maßstabes ver- 
schoben, was am einfachsten da- 
durch geschehen kann, daß ein 
die Achsenlager des Bädchens 
tragender, mit dem Radiusvektor 
fest verbundener Ring an einem 
Lineal gleitet; dann ist, wenn 0 die Ablesung am Meßrädchen, o die am 
Radiusvektor, s die am Maßstab, gerechnet vom Fußpunkt des Poles, bedeutet, 

9 — Po c08ü ^» s " ?o 8 * nn ®> 

unter p 0 den Anfangswert von q verstanden. 

Die Einfachheit des Instruments gestattet nun eine weit allgemeinere 
Verwendung desselben, als ihm Herr Blakesley zuerteilt. Es seien q und 
cp die Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes einer ebenen Kurve; das 
Bogeneleraent derselben , 

ds = ]/rf e 8 ' + ~ifdip\ 

kann dann in die beiden rechtwinkligen Komponenten dq und dO zerlegt 
werden, sodaß 

dO ■= (jd<p 

ist. Gleitet daher der Berührungspunkt P des Meßrädchens auf einer be- 
liebigen Kurve, deren Gleichung in Polarkoordinaten bekannt ist, so ist die 
Ablesung 0 am Meßrädchen, von einem geeigneten Nullpunkt aus gezählt, 
durch die Gleichung 




gegeben. Ist die Kurve im besondern eine nicht durch 0 gehende Gerade 
mit der Gleichung 




so wird das oben angegebene Resultat erhalten, durch welches die hyper- 
bolischen Funktionen ausgewertet werden. 

Die vorstehenden Formeln genügen, um mittels des Blakesleyschen 
Instruments beliebige Funktionen auszuwerten, wofern nur die Gleitkurve 

des Meßrädchens passend gewählt wird. Soll man z. B. die Funktion 
auswerten, so hat man 0 — — 9 dt P = 2 P d P> d- n - <f — {(9 ~ Vo) 

zu wählen, also eine archimedische Spirale als Führungskurve des Be- 
rührungspunktes, ihre Äquidistante als Führungskurve des Instrumentes zu 
nehmen. 
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Die mechanische Ausführung dieser Kurven als Führungslineale wird 
jedoch im allgemeinen mit Schwierigkeiten verknüpft sein, außer in dem 
einfach herzustellenden Fall, wo sie Kreise sind. Dieser Fall führt aber 
auf die Auswertung der ein- 
fachsten elliptischen Funk- 
tionen. 

Es sei (Fig. 2) ein vom 
Pole 0 um die Strecke k ent- 
fernter Punkt M das Zentrum 
eines festen Kreises mit dem 
1. Längs der Peripherie 
Kreises möge der Be- 
rührungspunkt P des Meßräd- 
chens entlang geführt werden, 
was dadurch bewirkt werden 
kann, daß P und M durch eine 
um M drehbare Alhidade fest 
verbunden sind. Zu einer bestimmten Lage von P gehört dann ein Radius- 
vektor OP=*(f und eine Amplitude q>, welche von der Richtung OM an 
gezahlt werden möge. Der Einfachheit wegen sei k nicht größer als Eins 
angenommen. Dann ergibt sich aus dem Dreieck OPM die Beziehung 




Flg. s. 



k* + o* — 2k(f cos q> =■ 1 , 



woraus 



p = k cos <p -± yi — k % sin* <jp 



folgt. Das doppelte Vorzeichen entspricht der Tatsache, daß zu jedem 
Werte <p der Amplitude zwei Punkte P und P' des Kreises gehören. Setzt 
man OP' — q' und berücksichtigt das Vorzeichen der Richtungen dieser 
Strecken, so wird 

(}(* + *') -Vi -**sTn*9>, 

l ifo - **') - * cos <p- 

Sind 0, 0' die entsprechenden Ablesungen am Meßrädeben, so erhält man 



(») 



*(•+»') 



k* sin'qp dtp , 



1(0-0') = k sin <p. 



Das Integral ist das bekannte elliptische zweiter Gattung, welches die 
Rektifikation der Ellipse bewirkt und von Legendre mit E(<p, k) be- 
zeichnet ist. 

Für k =» 1, d. h., wenn der Pol 0 auf die Peripherie des Kreises fällt, 
gehen die rechten Seiten der Formeln (p) übereinstimmend in cos <p, der 
Formeln (0) in sin <p über. 

Würde man daher das Instrument mit einer transporteurartigen Vor- 
richtung zur Ablesung des Winkels <p versehen, so könnte es zur Auswertung 

der Funktionen sin <p, cos <p, k sin qp, k cos <p, ]/l — 1* sin 8 <p, E(tp, k) dienen. 

2* 
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Aber auch das elliptische Integral erster Gattung 

0 

ließe sieh mit Hilfe des Instruments durch wiederholte Messungen be- 
stimmen, wenn man sich der Landenschen Transformation bedient, durch 
welche dieses Integral auf die Funktionen U(qp, k) und sin tp zurückgeführt 
wird. Bezeichnet man nämlich den Winkel PMB mit 2qp n so erhält man 
aus dem Dreieck OPM: 

Q * =» 1 + / 4 - 3 4- 2A- cos2<jp,, 
woraus 

folgt, unter jfc, der Wert 2\/k:(l + k) verstanden. Andrerseits erhält man 
aber aus demselben Dreieck: k sin g> =» sin (2<p, — <p)- Demnach wird 

und also , , N 

daraus folgt durch Integration 

E(<Px , *,) - FTÄ- (* 8in * + *) - 1 1 *' *X*i *)) • 

Dies ist die bekannte Lundeu scheu Transformation. Man hätte also zur 
Bestimmung des Funktionswertes F(<p, k) so zu verfahren, daß man zuerst 
die zur Amplitude <p gehörigen Werte 0 und g>, abliest, sodann bei ver- 
ändertem Modul fc, den Wert E(<p t , Ar,) und danach 

F(<p, *)- r _%,(0-(l + k) k t )) 

berechnet. 

Ob das Blakesleysche Instrumeut oder auch die erweiterte Form 
desselben für praktische Zwecke Anwendung finden würde, mag hier dahin- 
gestellt sein. Allein es schien mir wert zu sein, vom rein mathematischen 
Standpunkt aus auf die damit verbundene einfache mechanische Entstehungs- 
weise der elliptischen Transzendenten hinzuweisen. 

Charlottenburg, September 1904. 



Über ein besonderes rechtwinkliges Koordinatensystem für ebene Dreiecke. 

Von 0. Schirdewahn. 

I. In beliebigem Koordinatensystem seien G -) fl,or + o,y =-= c i (/' = 1, 2, 3) 
die Gleichungen dreier Geraden; die Ecken des entstehenden Dreiecks P^fi,). 
Es folgt: c t = a t X K -f o,ft x = a { X t + &,u, oder a t (X g — X t ) + b i (fi x — p r ) = 0 
(i, *, v zyklisch in 1,2, 3). Multiplikation mit a x a, und b K b y und Addition 
gibt ^Ja^AC** — X y ) = 2&<a* a »(M* — fO = °- Beiden Gleichungen wird 
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genügt durch A„ — k t = 06, D,, fi K — = — oa { D { , wo D { «* a M b w — a,b x . 
Daher ist X i — 0fl,6 x o r + A, ^ = o fya^a,, + f*- Unter Verschiebung des Drei- 
ecks um (1, fi) erhält man das System (S) eines Dreiecks mit den Geraden: 

+ b.y = 00,6,(^6,, + a,ftj und den Ecken ^(^"A^i ö^a^a,). 

Die Koordinaten der Ecken sind also ganz und rational in den (a 4 , &,). 
ö ist ein noch willkürlicher Faktor, desseh Wahl die Einheitsstrecke des 
Koordinatensystems bestimmt. Für ein solches System gelten zur Be- 
stimmung der wesentlichen Dreiecks- Punkte und Strecken die Formeln: 

1. Achsenabschnitte der Geraden: X, — 0 Y i ^ca i 8 i , wo 

s i — fl A + a A- 

2. Seiten: o i = w,!?,. = ]/a? -f 5?; das Zeichen von ic { ist bestimmt 
durch das von /),, da 0, wesentlich positiv ist. 

3. FläeJie: ± 2F = of, a<6„ 0? 1 = | a iy 6„ a^S, ! - D X D % D S . 

4. Sütenmütcn: Jf^X,, J F,). 

5. Schwerpunkt: S(jS>A*n JiA«*«,)- 

6. Mitteltransversalen: T t ) D x ^ = 7>,G,. /, =- }|/2^- 3«f Df , 
wo = 2>?i>?. ^ ^ 

7. If^n: H t ) b m G m - * 9 G„ wo s, - & A + 'W *, - , 
H(-a t a,a sy -6, 6,6,). ' 

8. Höhen fußpunkte: fA-**? {aß, - b^), forf, + 6,5,) ) ; wo 

<*, = *A 1 * ' ' 

6? — n? 

9. MittcUote: ML^ b t x — a t y = — ^ oder 

10. ITmArm; r - ; jtf ( J (SS X - H x ), \ (SS f - H p )), 

*» + f - x{38 M - IQ - a(3S v - H 9 ) = H x • 35, + 7/ y . 35,. 

1 1. Feuerbachs Kreis: r.„ = r - ; 0(i(3S z + H x ), \(ZS, + £,)). 

+ y 8 — 2x<I> x — 2yG> 9 — 0. 

Der Feuerbachsche Kreis geht also durch den Nullpunkt ü des Koordi- 
natensystems. 

12. WmÄel: a) Neigung zur X-Achse, tanqp 4 — — , ■ 

i 

Sei qp, > <p K > <p r , so gilt b) für die Dreiecks winkel 

K - <>\ - ; 4 - 9* - ^ x = 180 - (9, - v< ) ; 

tan (qp, - qp r ) - - • 

Wird der Winkelraum im Dreieck als positiv gerechnet, so erhalt tc x 
positives, tc i und u r negatives Zeichen, die Seiten *> 4 D 4 und r= i"'i M « tr 3 
werden positiv. 
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13. mnkelhalbkrendc: WA - * = 0; W ) — + — - 0. 

14. Berührungskreise: a) Mittelpunkte: 0{M X -f 2r£ x , 3/ y -f- 2r£ p \ 

wo 2£=£ 2£=£- 
w,. » tc, 

b) Radien: — 2p = 2r -f £ «VY» 2 p, = 2r — + '<'»*,)• 

c) Kreise: (x - 0,)' + (y - 0,)' - p»; (x - G> J» + (y - 0 <y )' = p? . 

Im Bereich (a^o?,) sind alle Koordinaten und Strecken (außer den f,) 
rational, mit Ausnutzung des a auch ganz. Sind die b ( ganze Wurzeln 
der pythagoreischen Gleichung x' -f- = 80 ist» ,r i g anz > all® Lösungen 
ganz und rational für ganze fc,. Sind sie Wurzeln von x* -f- y* ~-= wz*, 
so tritt nur die Irrationale ]/m auf; sonst nur die 3 Irrationalitäten ir,. 
II. Setzt man a A — ir, cos g>, 6, — tr, sin 9,, so erhält man eine trigono- 
metrische Form des Koordinatensystems. Die resultierenden Formeln 
sind ganz und rational in den cos (p ( , sin <p, und der Durchmesser des 
Umkreises gibt den einfachsten Maßstab. Z. B. 

Gf,-) x cos tp i -f y sin tp i = 2r • sin tp t cos tp f sin (qp x -f <p v ) ; 

Pj(2r cos <p< sin g? x sin qp,., 2r sin «jr, cos <p„ cos qpj. 

4>(— cos Jfy,, -f 2 sin x* -f + rx cos .Tqr, — ry sin Xqp, -» 0. 

Das Gesamtsystem der Formeln ist die Ergänzung des Systems, das die 
Strecken des Dreiecks in r und den Eckwinkeln berechnet. 
III. Sei nun in beliebigem Koordinatensystem ein Dreieck bestimmt durch 
a t x -f b t y = c t . Man transformiere durch: 

x = Xj cos u — sin « — p , 
y Xj sin a -f y t cos « — q y 

so wird: 

G ( ) (a, cos a + 6, sin a) Xj -f (— a, sin a -f fc f cos 0)$^ — a t p + b A q + c t 

oder ^x, + «= + + c,. 
Soll das ein System (S) werden, so muß 

«<J> + h<l + f. = + 

werden. 

Eliminiert man aber p und </, so fallt auch a weg, und man erhält 

Dieser Bedingung wird genügt, wenn man die Einheit des ursprünglichen 
Koordinatensystems im Verhältnis 1 : o verkleinert. Ist dann Gf,) a t x — b { y =» oc 4 , 
so gibt die Bedingung tf^c,/),. = D l D t J) l = 2F den Wert von 0. Die Deter- 
minante der aja -f b { q -f- <yc 4 = ^4,5,(^4,,^ -f- A^B^) wird Null, und man 
erhält für jede Drehung um a eine einzige Verschiebung (— p, — q) so, daß 
das System der 3 Geraden G, ein System (S) wird. Insbesondere bleiben für 
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o — 0 die Größen a,, 6, unverändert. Für jedes der Systeme (5) liegt der 
Nullpunkt anf dem Feuerbachschen Kreise (vgl. dessen Gleichungsform oder 
bestimme den Ort der Punkte (— />, — q)). Sei zudem die gleichseitige 
Hyperbel xy = A i A 1 A 3 ■ B.B t B 9 betrachtet. Sie geht offenbar durch 
Pi(AfB K B 9 , B^iA,) und H(—A i A t A Sl — B x B t B s ). Ihre Asymptoten sind 
die Achsen des transformierten Systems. Demnach ist dessen Lage bestimmt, 

Es gibt zu jedem Dreieck unendlich viele GleichungssyHeme (S). Die 
zugehörigen Koordinatensysteme haben als Achsen die Asymptoten einer dem 
Dreieck umgeschriebenen gleichseitigen Hyperbel und als Nullpunkt deren 
Mittelpunkt, der auf dem Feuerbachschen Kreise liegt. 

Transformiert man ein solches System (S) in ein anderes (S') durch 
Drehung um a und die entsprechende Verschiebung, so ist Winkel = 4 a. 

Sl muß sich also zweimal den Feuerbachschen Kreis entlang bewegen, bis 
das Achsensystem des (.S') inklusive seiner Hyperbel sich mit dem von (S') 
deckt. Der Feuerbachsche Kreis verhält sich also als Ort der Sl als Kurve 
4. Ordnung mit lauter Doppelpunkten. — Ist ein Achsenpaar bekannt, so 
ist jedes andere hiernach sofort leicht zu konstruieren, wenn Sl' gegeben 
ist. Die Aufgabe freilich, etwa die x- Achse durch <2> zu legen, verlangt die 
Winkel -Dreiteilung (cf. II <J>). Unter den {8) heben sich zwei Arten als 
besondere heraus. 

1. Ist (r. Achse, so ist die andere die zugehörige Höhe. 

2. Liegt Sl in einer Seitenmitte, so wird das System der (?<: 

G,) aj x + b t y — 0 G g ) a s x -\-b t y = — f/,o,D 3 G 3 ) a t x — b t y = — " 2 VV 

Gj und G s haben entgegengesetzt gleiche Neigungen zur x- Achse, die also 
der Halbierenden des Gegenwinkels parallel liegt. 
IV. Anwendungen: 

1. Da r - ^ "> , folgt 

4r»-M + 6{)(«5 + »SK«j + »ä) 

-2(aF«6j + bUUl) + {a\a\a\ + b\b\b\), 

also ist: 

4r> = SIP* -f SIF* -f SIP\ + SIH*. 

Diese Gleichung gibt in einfachster Weise den Satz: 

Jeder Punkt des Feuerbachschen Kreises hat inbezug auf die Ecken und 
den Höhenpunkt konstante Abstands- Quadratsummen (Trägheitsmoment) 4r\ 
also hat deren Schwerpunkt das Moment 5r*. 

Entsprechend gilt: Jeder Punkt des Umkreises hat in bezug auf die 
Mittelpunkte der Behihrungskreise das konstante Trägheilsmonunt 16 r*; der 
Umkreismittelpunkt das Moment 12 r*. 

2. Sei der Umfang eines Dreiecks gegeben. Für ein System (S), das 
den Nullpunkt im Mittelpunkt einer Seite hat, seien die Gleichungen in 
trigonometrischer Form: 

Gfj) x cos <p t -f y 8in <p t — 0, 

(?,) x cos <jp 8 — y sin <p a =» -f r sin 2 <p, sin (<p l — qp,), 
G g ) x cos <p t + y sin <p, — — r sin 2 <p t sin + <)?,). 
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Dann ist 

U = 2r(sin2<p t + sin (<jp 8 — gr, ) +sin (y, + <jp,)) — 2 r (sin 2^ + 2 sin <p ? cos <jp, ). 

Soll r möglichst klein werden, so ist die Klammer ein Maximum. Das 
geschieht bei jedem <p, für cos tp x = 1 , sin <p, = 0. (?, wird zur F-Achse, 
der Nullpunkt also zum Höhen fußpunkt, und das Dreieck ist gleich- 
schenklig. Der absolut kleinste Wert von r ist also der, für den dies bei 
Wahl jeder Spitenmitte als Sl eines Systems (S) gilt. D. h. l'nter alUn 
Dreiecken gleichm Umfangs hat das gleichseitige den kleinsten Umkrci*radius. 
Vgl. Crelles Journal 128, S. 69 u. 8. 71. IV. 

3. Auf die Verwertbarkeit des Systems (S) für die Lehre von den 
Kegelschnittbündeln, die einem Dreieck um- oder eingeschrieben sind, kann 
hier nur unter Anführung der grundlegendem Formeln hingewiesen werden, 
deren Beweis und Ausnutzung anderer Gelegenheit vorbehalten seien. Die 
Gleichung des umgeschriebenen Kegelschnitt« ist: 

K(a, b, c) = 0 

oder 

rix* -f 2bxg -f cg* — x(as { — i/q) — — «/*,) = tts t h t -f 2bh l h % -f- cs,Aj , 
die Tangentialgleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts: 

oder ag» + 2ß£y + yi?' + 2d£ -f 2en — a>, wo: 

« = 2«/f, — <jp* s /' t , 
y « 2d7q - qps,*,, 
= 2<J*, + 2t.«, -?>(Vj + Vs)- 



Hier sind (afcc) und (detp) willkürliche Parameter, s, , s 2 = 3iS' x , 3^y, 

In beiden Formen *ind die Grundkegelschnitte diejenigen, welche Sl 
und die unendlich fernen Achsenpunkte zu Zentren haben; die Bedeutimg 

der (ße<p) ist besonders einfach, indem , -- die Mittelpunkts-Koordinaten 
werden. 9 9 

4. Die in 1. konstatierte Einfachheit der Koordinaten eines Systems (S) 
gestattet die Aufstellung rechnerisch bequemer Aufgaben für die Zwecke 
des Elementarunterrichts in der analytischen Geometrie derart, daß bei Be- 
nutzung quadratisch liniierten Papiers stete Zeichnung die Rechnungen exakt 
kontroliert, was für das Verständnis der Korrespondenz zwischen algebraischen 
und geometrischen Operationen von größtem Werte ist, 



■ 
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Konstruktionen mit Lineal und Eichmaß Bowie mit dem Lineal allein. 

Von Georg Wallenberg. 

Der Vortragende behandelt zunächst im Anschluß an die Arbeiten 
von Adler („Über die zur Ausführung geometrischer Konstruktionsaufgaben 
zweiten Grades notwendigen Hilfsmittel", Sitzungsber. Her Wiener Akademie 
1890, S. 846 — 8,">9; ,.Zur Theorie der Zeicheninstrumente' 4 , Sitzungsber. der 
Berliner Math. Ges. I, 1902, S. 26 — 28), Hilbert („Grundlagen der Geometrie" 
2. Auflage 1903) und H. Simon („Geometrische Konstruktionen ohne Zirkel", 
Zeitschr. für math. u. naturw. Unterr. XXÜ 1891, 8. 81—90) die Lösung der 
geometrischen Konstruktionsaufgaben zweiten Grades mit dem Lineal und Eich- 
maß (einer festen Einheitsstrecke) sowie mit dem auf beiden Seiten benutzbaren 
I'arallellineal allein. — Was das Parallellineal anbetrifft, so ist zu unter- 
scheiden, ob man dasselbe nur mit einer Seite an zwei gegebene Punkte 
anlegen darf oder mit beiden Seiten, d. h. an jedeo der beiden Punkte mit 





Fig 1» 



Flg. lb 



je einer Seite, was übrigens auch als geometrisch genau anzusehen ist. Im 
ersten Falle fallt der Konstruktionsbereich des Parallellineals zusammen mit 
dem des (nur auf einer Seite benutz- 
baren) .Lineals und Eichmaßes, d. h. es 
lassen sich alle Aufgaben zweiten Gra- 
des lösen mit Ausnahme derjenigen, 

welche die Konstruktion von \a % — o 2 
erfordern, worin a und 6 gegebene 
Strecken sind (vgl. Hilbert 1. c); im 
zweiten Falle dagegen lassen sich, wie 
schon Herr Adler (Wiener Ber. 1. c.) 
gezeigt hat, sämtliche geometrischen 
Konstruktionsaufgaben zweiten Grades 
mit dem Parallellineal allein lösen. 

Es seien die Lösungen einiger Aufgaben mitgeteilt, die der Vortragende 
möglichst vereinfacht hat (die punktierten Linien bezeichnen das Parallellineal): 

1. Zu einer gegebenen Geraden G durch einen gegebenen Punkt 2' die 
Parallele zu ziehen. 




Fig 8. 
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Erste KonstruktPm: Durch zweimaliges beliebiges Anlegen des Lineals 
erhält man auf G die Punkte A, 2?, C derart, daß AB = B C. Die weitere 
Lösung ist die bekannte aus den harmonischen Eigenschaften des Vierseits 
folgende Konstruktion (Fig. la). 

Zweite (elementare) ParalleU'nkonstruktion: Man ziehe durch P eine be- 
liebige Gerade PA und dazu mit dem Parallellineal die Parallelen HB 
und KC, verbinde P mit C und A mit dem Schnittpunkt I) von PC und 
HB und verlängere AD bis zum Schnitt E mit JfC; dann ist PE die 
Parallele zu g (Fig. 1 b). 

2. Die Strecke AB auf AL von A aus abzutragen. 
Lösung: Durch Anlegen des Lineals an AB und AL erhält man den 
Rhombus ACED. Die Verbindungslinie von D mit JF\ dem Schnittpunkt 
von AE und sehneidet auf AL schon vi// = AB ab (Fig. 2). 

Anmerkung: Da 
I?f/ || CD, so ergibt sich 
aus Fig. 2 eine zweite 
elementare Parallelenkon- 
struktion ohne Benutzung 
der harmonischen Eigen- 
schaften des Vierseits — 
Da ferner BH JL AE, 
so resultiert aus Fig. 2 eine 
Konstruktion des von 2? auf 
AE zu fällenden Lotes. 
3. Einen Winkel zu 
Fig. a halbieren, dessen Scheitel 

nicht gegeben ist. 

Lösung: Man ziehe zu jedem Schenkel mit dem Lineal zwei Parallelen; 
die eine Diagonale des dadurch entstehenden Rhombus ist die gesuchte 

Halbierungslinie (Fig. 3). 

Die zweite Mitteilung des Vortragenden 
bezieht sich auf die Winkelsumme gewisser 
Kreisbogendreiecke: Bildet man ein Dreieck 
in bezug auf einen Kreis durch reziproke 
Radien ab, so erhält man als inverse Figur 
ein aus drei Kreisen gebildetes Dreieck, die 
sämtlich durch den Mittelpunkt des Be- 
ziehungskreises hindurchgehen. Da die Ab- 
bildung durch reziproke Radien winkeltreu 
ist, so beträgt auch in dem Kreisbogen- 
Fi K 4 dreieck die Winkelsumme zwei Rechte. Es 

ist nun merkwürdig, daß dieser Satz von 
der Winkelsumme eines aus drei durch einen festen Punkt gehenden Kreisen 
gebildeten Dreiecks sich, wie der Vortragende zeigt, direkt beweisen läßt, 
und zwar mit alleiniger Benutzung des Axiomes „zwei Halbkreise desselben 
Kreises sind kongruent" sowie des Satzes von der Gleichheit der Scheitelwinkel. 
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Mechanische und elektrische Masse. 

Von H. Reißner. 

Unter dem Namen mechanische Masse verstehen wir die den Newton- 
schen Bewegungsgesetzen und dem Newtonschen Gravitationsgesetz folgende 
Masse, unter dem Namen elektrische Masse diejenige elektrische Ladung, deren 
Konvektionsenergie in den Kathodenstrahlen in Wörme und andere Energie- 
formen sich umsetzt und welche dem Coulombsehen Gesetz der elektrostatischen 
Anziehung gehorcht. Wir stellen die folgenden Forderungen auf: 

1. Die ponderomotori8chen Kräfte der Gravitation und der Elektro- 
statik sollen vermittelt werden durch den Spannungszustand eines und des- 
selben Zwischenmediums (des Äthers). 

2. Die kinetische Energie der mechanischen und der elektrischen Masse 
sollen aus der kinetischeu Energie des sich ändernden Feldes folgen. 

3. Die in diesem Medium möglichen Störungen sollen den Maxwellschen 
elektromagnetischen Grundgleichungen gehorchen. 

Die Hilfsmittel zur Erfüllung dieser Forderungen sind die folgenden: 

1. Die Lokalisierung der Energie für Gravitation und Elektrostatik 
auf die Volumelemente des ganzen Raumes. 

2. Die Deutung der Laplace - Poissonschen Differentialgleichung 
/tqf = — 4jt£ als geometrischo Bediugungsgleichung zwischen den Para- 
metern benachbarter Volumelemente des Raumes. 

3. Die Deutung der Spannungsenergie des Äthers als kinetische Energie 
nach Herl/,' Prinzipien der Mechanik mit Hilfe der dort aufgestellten Be- 
griffe der isozyklUchen und adiabatischen Zustandsänderung. 

4. Die Aufstellung einer kinematischen Beziehung zwischen Spannungs- 
parametern und Strömungsgeschwindigkeiten im Äther, die dem einen Satz 
der Maxwell -Lorentzschen Gleichungen entsprechen. 

5. Die notwendige Hypothese, daß zwar für die statischen Kräfte 
/.wischen Massen die Zustandsänderung isozyklisch ist, dagegen adiabatisch 
für die schnellen Feldänderungen des Lichtes. 

Die neuen Ergebnisse bestehen in der Erfüllung der obigen Forde- 
rungen und im einzelnen in der zahlenmäßigen Auswertung der folgenden 
Größen: 

1. Des Verhältnisses von positiver und negativer Ladung, welches die 
ponderable Materie charakterisiert. 

2. Des Wertes der Dielektrizitätskonstante des Vakuums im cm, g, sec- 
System und damit die Zurückführung der elektrischen auf die mechanischen 
Maßeinheiten. 

3. Des Verhältnisses von Masse und Durchmesser des Massenatoms, 
welches gelten muß, wenn die durch die Gravitationskonstante gegebene 
Proportionalität zwischen gravitierender und träger Masse richtig sein soll. 

Die Anregungen zu dieser Arbeit hat Verfasser geschöpft aus Hertz' 
Prinzipien der Mechanik, aus der von Heaviside, J. J. Thomson, Loren tz, 
Wiechert, Abraham, Sommerfeld u. a. entwickelten Elektronentheorie und aus 
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den Arbeiten über Gravitation von Bjerknes 1 ), Koni 8 ) und Brill.*) Zu letzteren 
Arbeiten steht die vorliegende Auseinandersetzung in einem gewissen Gegensatz, 
insofern als die drei genannten Verfasser von der reinen Hydrodynamik aus- 
gehen, während hier das Bild des gyrostatischen Äthers von Fitzgerald, Kelvin 
und Larmor 4 ) erweitert uud in seinen Folgeschlüssen ausgebaut wird. Die 
Ergebnisse von Bjerknes und Korn jedoch umfassen keinen genügend großen 
Kreis von Erscheinungen und die von Brill gegebene Anwendung der 
Hertzschen Mechanik auf die Gravitation nach einer Andeutung von Riemann 
führt außerdem zu einem unmöglichen dynamischen Modell. 

Der Mechanik von Hertz ist Öfter der nicht unberechtigte Vorwurf 
gemacht worden, daß ihre dynamischen Modelle etwas sehr Künstliches 
haben, und daß ihre heuristische Kraft von einem gewissen Punkte ab 
versagt. Z. B. wird es wohl nicht gelingen, die Wärmeleitung nach Hertz' 
Prinzipien abzuleiten und auch die von ibm selbst in seinem Werk be- 
nutzten Bedingungen der adiabatischen und isozyklischen Zustandsänderung 
sind etwas seiner Mechanik Fremdes. Ferner ist von Carvallo 6 ) gezeigt 
worden, daß die Anwendung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, d. h. 
in "diesem Fall der Hertzschen Mechanik auf endlich ausgedehnte elektrische 
Ströme zu falschen Ergebnissen bei bestimmten Leiteranordnungen führt. 

Bei genauerer Betrachtung ist Verf. zu den folgenden Schlüssen inbezug 
auf diese beiden Klassen von Einwänden gekommen. 

1. Die zyklischen Eigenschaften eines Systems müssen hervorgehen 
aus Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen der statistischen Mechanik. Man darf 
also die Analogie zwischen physikalischem System und dynamischem Modell 
nicht zu weit treiben, sondern muß eine vollkommen ungeordnete Bewegung 
suchen, die die verlangten zyklischen Eigenschaften hat, ebenso wie die zykli- 
schen Eigenschaften des dynamischen Modells eines Gases aus der kinetischen 
Theorie nach Boltzmanns Andeutungen gewonnen werden können. Durch 
diese weitere Zurtickführung des Zyklismus auf die Statistik wird dann 
außerdem der Vorteil gewonnen, daß jedesmal ein neues heuristisches Ele- 
ment hinzutritt. In der vorliegenden Arbeit deuten die Verwendung der 
isozyklischen Zustandsänderung und das damit verknüpfte Abströmen der 
Energie auf eine im Hintergrund stehende ungeordnete Bewegung, die die 
zyklische Eigenschaft des Volumenelements des Raumes erzeugt. 

2. Soll eine kinetische Deutung in allen Konsequenzen stimmen, so 
muß sie sich auf Volumeneleraente beziehen und nicht auf endliche Raum- 
teile. Die Nichterfüllung dieser Forderung ist der Grund dafür, daß die 
Lagrangeschen Gleichungen nicht in allen Konsequenzen auf endliche Strom- 
kreise angewendet werden dürfen, ebenso wie die Zustandsgieichung eines 
Gases genau genommen nur bei unendlich kleinen Raumteilen als Bewegungs- 
gleichung gilt und eine elastische Maschine nicht einer endlichen Anzahl 
von Koordinaten gehorcht. Die Anwendung der Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen auf endliche Stromkreise führt die durch einen Querschnitt ge- 



1) V. Bjerknes, Vorlesungen Aber hydrodynamische Fernkräfte. 

2) A. Korn, Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen 
auf Grundlage der Hydrodynamik, 

8) A. Brill, Über zyklische Bewegung, Math. Ann. Bd. 68, H. 4, 8. 469 ff. 
4) J Luruior, Ether and Matter, Cambridge 1«.M»4. 
6) E. Carvallo, I.Ylectricite etc., Sammlung Scientia. 
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flossene Elektrizitätsmenge als Koordinate ein, die sich dann bei näherer 
Betrachtung unangenehmer Weise als nicht holonom erweist. 1 ) 

Eine Forderung der astronomischen Mechanik scheint auf den ersten 
Blick in der folgenden Abhandlung nicht erfüllt zu sein, daß nämlich die 
kinetischen Energien mehrerer Massen voneinander unabhängig seiu sollen, 
daß also die kinetische Energie nicht die Produkte der Geschwindigkeiten 
enthalten darf. — Treten die Produkte verschiedener Geschwindigkeiten auf, 
so müssen zwischen sich bewegenden Massen ponderomotorische Kräfte ähnlich 
wie die elektrodynamischen Anziehungen und Induktionen von Stromkreisen 
entstehen. Verf. hat aber durch Ausrechnung der Koeffizienten der Pro- 
dukte der Geschwindigkeiten in der lebendigen Kraft festgestellt, daß die 
so entstehenden Kräfte bei allen irdischen Geschwindigkeiten unmeßbar kleiu 
werden gegen die Gravitationskraft. Diese Rechnungen sollen an anderer 
Stelle gegeben werden. 

I. Gleichgewioht. 

Zur Aufstellung einer Nahwirkungstheorie sind zwei Voraussetzungen 
notweudig und hinreichend, nämlich die Lokalisierung der Energie und die 
Laplace • Poissonsche Differentialgleichung. 

Die bekannte lokalisierte Form der Gravitationseuergie lautet, wenn 
der Vektor (£ mit den Komponenten A', F, Z den Vektor der Feld- 
intensität und T r 0 eine Konstante bedeutet: 

(1) T=jdr$[U 0 -W\. 

Die Laplace -Poissonsche Differentialgleichung schreibt sich: 

(2) ydiv« = — Q. 

Diese Gleichungen sind in der Heaviside-Cohnschen rationalen Form 
angeschrieben, da von unserem Standpunkte aus der Faktor An keinen Sinn 
hat. y ist in den obigen Gleichungen eine Konstante und p ist die Dichtig- 
keit der Massenverteilung. 

Die Feldintensitäten. 

Für eine mechanische Deutung dieser Gleichungen (1) und (2) muß 
man nun der Feldintensität (5 einen Charakter beilegen. Eine Geschwindig- 
keit darf aber © offenbar nicht sein, denn dann würde (2) eine nicht 
homogene lineare Differentialgleichung zwischen den Geschwindigkeiten 
vorstellen, die nach Hertz aus Stetigkeitsgründen ausgeschlossen ist. 
(Hertz, Priuc. § 124 ff.) 

Brill hat sie in formal richtiger Weise aufgefaßt als die Gleichung 
für die Konstanz eines zyklischen Moments, also für das dauernde Ver- 
schwinden der auf die zyklischen Koordinaten wirkenden Kräfte und ist 
dabei auf physikalisch unzulässige Bilder gekommen. Hier sollen A', 1", Z 
als langsam veränderliche Koordinaten, Parameter, angenommen werden und 
demgemäß T zunächst als potentielle Energie. * 



1) H. A. Lorentz, Maxwell« elektromagnetisch« Theorie, Enzyklop. d. Math. 
Whw Bd. V, § 83. 
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Daß die Annahme von Gl. (2) als einer geometrischen Bedingungs- 
gleichung zwischen benachbarten Parametern X, Y, Z widerspruchsfrei ist, 
zeigen wir zunächst, indem wir die Werte von X, F, 7, aus ihr ableiten. 
Dazu dient die Vorschrift, daß unter Beachtung der geometrischen Be- 
dingung für das Gleichgewicht die potentielle Energie T den kleinsten mög- 
lichen Wert annehmen soll, 

dT = 0~-yJdT {[XiJX-f YÖY+ ZÖZ] + v <*[div© + *]}, 

und da nach einer partiellen Integration 

fit (**) ä, - fitX dy dz - f'£iXd, 

und außerdem die Variationen von X, F, Z im Unendlichen verschwinden 
sollen , 

°-/M(*-£)'M^:)«^*-s:m 

Es sind nun zwar die Parameter benachbarter Voluraelemente durch 
die Laplace-Poissonsche Gleichung miteinander verknüpft, jedoch die Para- 
meter eines und desselben Volumenelements voneinander unabhängig, so daß 
wir aus der obigen symbolischen Gleichung die folgenden drei ziehen können: 

V £?. v t><p V *t 
A ~ 1 dy ' ~ de 

oder in der Sprache der VektoranalysLs 

(3) <£ = grad7>. 

Man weiß, daß diese Gleichungen (3) zusammen mit Gl. (2) und den 
Bedingungen im Unendlichen das Problem eindeutig bestimmen und zwar 
mit Hilfe des Newtonschen Integrals: 

X - 1 d C 9dx 

B ™ 4»y dx J r * 
™ i*y dyj r » 

7 J_ /Vi 

*"~lny dtj r » 

oder in der Vektorform: 

(4) (5 — £ grad pot p. 

Die ponderomotorischen Kräfte. 

Die bekannte Betrachtung der Energieänderung bei einer Lageänderung 
des Systems zeigt nun auch, daß die ponderomotorischen Kräfte in unserem 
Ansatz richtig enthalten sind. 



igmzea Dy 
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wo jetzt die geometrische Bedingung schon in der Form der Energie T 
ist 



iT - - y fdx \ d * 6 ^ + -??- 6 - + I* 6 C * \ 
'J Lex cx ' cy Cy x Ct özA 

Eine partielle Integration liefert nun: 

ST yj doö<p || + yj 6<pJ<pdx. 

Unter der Voraussetzung, daß die Feldintensitäten im Unendlichen 
mindestens so stark verschwinden als das Quadrat des reziproken Radius, wird: 

*T-rf' 9 ä, (& »* + % 

wo sich jetzt also das lutegral nur auf die Elemente bezieht, wo d<p nicht 
verschwindet, also ponderable Masse sich befindet. 

Führt man nur an einem Punkte eine Verschiebung 6x aus, so wird 

6T — yJtpdx d x =» — qdx vj 9 öx 

Diese Energieänderuug kann nun bekanntlich aufgefaßt werden als die 
Arbeit der Kraft P r = — ¥<Jt|| auf dem Wege dx, sodaß also die pon- 
derablen Kräfte auf ein Volumenelement im Gleichgewichtszustand die Werte 





-« dT öx> 











oder in der Bezeichnungsweise der Vektoranalysis 
(5) $ dm gradgp, 

ein Ergebiiis, welches das Newtonsche Anziehungsgesetz in sich schließt. 
Setzt man Gl. (4) in (5) ein, so erkennt man, daß die Gravitationskonstante 

ist und also für y sich im egs System der Wert ergibt 

Das dynamische Modell. 

Wenn man nun die Form (1) der Gravitationsenergie des Volumen- 
elements sich genauer ansieht, so findet man, daß sie einer Auffassung als 
potentielle Energie erhebliche Schwierigkeiten entgegensetzt. Da nämlich 

^dtß* offenbar die äußere Arbeit ist, die von den Parametern des Volumen« 
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elements aufgenommen wird, haben wir es hier mit einer Energie zu tun, 
die um den Betrag der Süßeren Arbeit nicht zunimmt, sondern im Gegen- 
teil abnimmt. Ein solches elastisches System ist unbekannt und, um dem 
Satz von der Erhaltung der Energie zu genügeu, müssen wir annehmen, 
daß der doppelte Betrag der zugeführten Energie auf anderem Wege abströmt. 

Ein mechanisches System, das dieser Forderung genügt, finden wir nun 
in Hertz' Prinz. § 579 ff. in dem isozyklischen System wieder. 

§ 580 lautet dort: 

„Wenn ein isozyklisches System durch die Kräfte nach seinen Para- 
metern Arbeit aufnimmt, so nimmt gleichzeitig die Energie des Systems 
ab uud zwar um den Betrag der aufgenommenen Arbeit." 

Hertz hatte das System mit isozyklischer Zustandsänderung offenbar 
aufgestellt, um die Euergie eines Systems konstanter elektrischer Strom- 
kreise darzustellen. Bei diesem System nimmt bekanntlich die Energie um 
den Betrag der geleisteten äußeren Arbeit ab, indem sie von den strom- 
erzeugenden Elementen oder Maschinen verzehrt wird. 

Es entsteht also jetzt die Aufgabe, die Energie dT eines Volumen - 
elements mit Hilfe verborgener Massen und Geschwindigkeiten als die kine- 
tische Energie eines isozyklischen Systems darzustellen. 

Es genügt dazu ein monozyklisches System und daher ist dT in die 
Form zu bringen <ir= >ap». 

Hierin bedeuten m die Gesamtmasse des zyklischen Systems, a einen von 

den Parametern abhängigen Ausdruck, p = *J die zyklische Geschwindigkeit. 

Die beiden Formen der Euergie gehen nun ineinander Über, wenn 
wir setzen ~ = u \ Uq _&^ 



(«) 



, ■ a 1 V li X 



was wir tun dürfen, da ja die zyklische Geschwindigkeit konstant sein soll. 

Elektrostatik. 

Ais heuristischen Versuch kann man nun die Forderung stellen, daß 
die Gravitations- und elektrostatischen Wirkungen durch dasselbe Medium 
übertragen werden sollen, d. h. daß die beiden Energien wesensgleich seien 
und von denselben Koordinaten abhängen müssen. 

Die elektrostatische Anziehung unterscheidet sich von derjenigen der 
Gravitation nur durch das Vorzeichen der ponderomotorischen Kraft, d. h. 
dadurch daß gleiche Ladungen sich abstoßen, ungleiche sich anziehen, 
während bei der Gravitation Massen gleicheu Vorzeichens sich anziehen und 
solche ungleichen Vorzeichens nicht auftreten. 

Damit ist auch weiterhin die Form der elektrischen Feldenergie eine 
andere, die hier im Heaviside-Cohnschen rationalen Maßsystem den Wert hat: 

wo f die Dielektrizitätskonstante des Vakuums, l r 0t eine zum Volumenelemeut 
gehörige Konstante und ©, der Vektor der elektrischen Feldintensität. 
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Hier ist also die durch die Parameter aufgenommene Arbeit «IfcJ 

gleich der Zunahme der Energie, und deswegen können wir, wiederum nach 
Hertz 1. c, die Energie des elektrostatischen Spannungszustandes als die- 
jenige eines monozyklischen, jetzt adiabatischen Systems deuten durch die 
folgende Gleichsetzung 

wo q — map = const. das zyklische Moment und b ^ ist 

Es soll jetzt (& t eine Funktion von ($ und die Anfangsenergie im 
neutralen Zustand dieselbe sein wie im neutralen Gravitationsfeld. Daraus 
folgt: 

yd* _ nix 

Ferner, da b =- 1 : 

wo 0 eine Konstante. 

Führen wir auf der rechten Seite die partielle Division aus, so er- 
halten wir: 

D '* + «-*(i + ^« , + ^«* + ---)- 

Setzen wir ß = Ul so ergibt sich, wenn man voraussetzt, daß ©* 

klein sei gegen J/ 0 , daß also die Änderung der Energie klein sei gegen 
ihren Anfangswert, eine Übereinstimmung durch die einfache Beziehung 

Daß die im Vakuum aufgespeicherte Energie, mit Hilfe deren es Para- 
meteränderungen Widerstand leistet, groß ist gegen die durch jene Parameter- 
änderungen geleistete Arbeit, ist offenbar eine durchaus berechtigte Annahme. 

Man sieht also, daß bei dieser Auffassung das Gravitationsfeld vom 
elektrostatischen sich nur durch die Art der Zustands&nderung unterscheidet. 
Während im elektrostatischen Feld die zyklischen Geschwindigkeiten der 
einzelnen Volumenelemente von einander unabhängig sind und keine Arbeit 
durch die zyklischen Koordinaten aufgenommen wird, findet im Gravitations- 
feld ein solcher Ausgleich zwischen den zyklischen Geschwindigkeiten aller 
Volumenelemente statt, daß jene durch das unendliche Reservoir des Welt- 
raums konstant gehalten werden. Daß die isozyklische Bedingung p = const. 
analog wie die isothermische durch Strömungsausgleich entstehen muß und 
nicht als geometrische Bedingung aufgefaßt werden darf, sieht man daraus, 
daß sie als inhomogen unstetige Zusammenhänge voraussetzen würde. (Hertz, 
Princ. § 124 ff.) 

Die Ladung der Materie. 

Die oben abgeleiteten Beziehungen zwischen mechanischen und elek- 
trischen Vektoren (Gl. 7) sagen aus, daß die Dimension der Ladung oder wahren 

SitsuDg*b«richt« d Borl. Math. Uet. IV. 8 
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Elektrizitätsmenge mit der Dimension der Masse übereinstimmt, und gestatten 
infolgedessen die elektrische Ladung der gravitierenden Masse mit Hilfe der 
Gravitationskonstante zu bestimmen. Wenn wir außerdem die Angaben über 
Ladungen und Massen der Kathodenstrahlenteilchen zu Hilfe ziehen, können 
wir auch eine Aussage machen über die Beträge an positiver und negativer 
Ladung, die in gravitierender Masse enthalten sind und sich zwar elektrisch 
zum größten Teil aufheben, aber in bezug auf ihre lebendige Kraft addieren. 

Die wahre Ladung einer Kugel vom Inhalt t mit der räumlichen 
Dichte — f div G, ist : 

/, = — f div {& t x. 

Es war min nach (7): 

<*,=]/>. 

(8) l f = y/ys div (S • t = j/-* m. 

Letzteres nach Gl. (2). 

Dieses sind die Beziehungen zwischen Ladung und Masse im Heaviside- 
Cohnschen rationalen Maßsystem, das hier gewählt ist, weil es sich am 
besten der mechanischen Grundlage anpaßt Um Gl. (8) mit den an 
Kathodenstrahlen gewonnenen Ergebnissen vergleichen zu können, müssen 
wir dieselbe im elektromagnetischen Maßsystem hinschreiben. Zur Trans- 
formation benutzt man am besten die invariante Energie. Es muß sein: 



' ff» = 1 Cr 2 
2** 8*«?* '" 



wo w = 3 • 10 10 cm sec -1 die Lichtgeschwindigkeit und der Index m das 
elektromagnetische Maßsystem bedeutet. Daraus zieht man: 

(5 = ff * 



(8a) 
Schließlich 



l e „ _ f div ®,r - - y 4 ; k , div ® m r - l m *YÄn~i , 

= - : div S m T. 

"» 4 nie* m 



t _J w ^ V66,8.10 -» w 

m w^Any 3 10«° ' 



-1*. 



(9) l m = 0,861- 10 

Gl. (9) gibt an, daß jede Masse eine elektromagnetische gemessene 
Ladung l m von obigem Betrage besitzt, die aber nur bei technisch unmög- 
lichen Geschwindigkeiten bemerkbar wäre. 

Wir müssen nun annehmen, daß die gravitierende Masse sich aus posi- 
tiven und negativen Ladungen zusammensetzt. Zur Berechnung der trägen 
Masse m sind diese Ladungen zu addieren, zur Berechnung der Gesamt- 
ladung zu subtrahieren, sodaß wir schreiben dürfen: 

0,861 10-"(/, + O«- 

Nun sind aus den Messungen an Kathodenstrahlen die Verhältnisse 
zwischen Ladung und Masse bekannt und zwar ist 
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_ * 1 _ i\ 

" f„ " 1,866 10" > 

+ ~ 4 ' 62 • 10 '" (/ ' + °' 

7,(1 - 4,62 - 10" M ) = 7,(1 + 4,62- 10-»), 
f. 1 -f 4,62 . 10-« 

Hierbei ist wie üblich vorausgesetzt, daß die Kathodeastrahlea nur 
negative Ladungen mit sich rühren. 

Wir können jetzt als Ergebnis der Untersuchung die folgende Be- 
hauptung aussprechen: 

Die ponderable Materie setzt sich aus positiven und nega- 
tiven Ladungen zusammen. Die Gravitation entsteht dadurch, 
daß Ladungen des eines Vorzeichens diejenigen des anderen Vor- 
zeichens um einen winzigen Bruchteil überwiegen und ferner da- 
durch, daß im elektrisch neutralen Feld die Zustandsänderung 
eine isozyklische ist 

Die Dielektrizitätskonstante des Vakuums. 

Unter derselben Voraussetzung, daß die Elektronen der Kathodenstrahlen 
aus rein negativen Ladungen bestehen, kann auch die Größe der Dielektri- 
zitätskonstante des Vakuums im cgs System ermittelt werden. Die Gravi- 
tationskonstante nämlich gibt die Anziehung zwischen Differenzen positiver 
und negativer Ladung, die Dielektrizitätskonstante zwischen rein positiven 
oder rein negativen Ladungen. 

Bestände die Materie aus rein negativen Ladungen, so würde die Di- 
elektrizitätskonstante gleich der entsprechenden Konstanten der Gravitation 

sein e y = 'ÄitG un ^ kad un 8 * m rationalen System würde gleich Masse 
im egs System sein 

l t «= tH. 

Nun ist andererseits nach (8 a) 

7, - /.«Vi«! 

und aus Messungen 

l m = m- 1,865- 10 7 , 1 ) 

also 

t» =- wVZnf 1,865- 10 7 -»i, 

daraus 

, 1 

fj -4*«- w ,. lt äj 6 ,-: 10 i. 

* = TSfTTTTTjmTTJSSBfTm ~ 2 > 542 * 10 ~* : Z*™* cm_:1 

«! = 4«« ist hier die Dielektrizitätskonstante im irrationalen elektrischen 
Maßsystem. 

Daß die Dielektrizitätskonstante des Vakuums einen so kleinen Wert an- 
nimmt, bedeutet, daß die elektrische Anziehung außerordentlich groß gegen die 

1) Siehe z. B. H. Starke, Experimentelle Elektrixitätslehre, S. 398. 

8* 
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Gravitation ist und ferner nach (8 a), daß die elektrostatisch gemessene Ladung 
der ponderabelen Materie wegen ihrer Kleinheit sich der Messung entzieht. 

Durch die Angabe des Wertes der Dielektrizitätskonstante im cgs System 
sind alle elektrischen Maßeinheiten auf die mechanischen zurückgeführt. 



II. Langsame Bewegung. 

Die statische Seite genügt jedoch zu einer befriedigenden Lösung noch 
nicht Es muß vielmehr vor allem noch gezeigt werden, daß die Pro- 
portionalitat der trägen und der gravitierenden Masse eine Folge unseres 
Bildes ist. 

Die kinematische Bedeutung der Parameter (£(X, Y, Z). 

Zu diesem Zweck müssen wir über den Vektor (£ eine bestimmte 
kinematische Vorstellung schaffen. Dieser Vektor muß im leeren Raum der 
Bedingung div © = 0 genügen, und da der Vektor der Rotation dos Volumen- 
elements eines kontinuierlichen Mediums diese Bedingung erfüllt, erscheint 
es als das nächstliegende, (5 als die Verdrehung des Volumenelements und 
seine zeitliche Änderung als die Wirbelgeschwindigkeit des von ponderabler 
Materie freien Äthers zu deuten. 

Dort jedoch, wo ponderable Materie sich befindet, muß diese kine- 
matische Beziehung noch ergänzt werden, entsprechend der Laplace-Poisson- 
schen Gleichung: 

y div @ = — q 

oder 

>*«>--«• 

Im freien Äther ist q — 0 und deswegen ^ = 0, dort wo ponderable Masse 
sich befindet, muß sein 

dQ n , v cq v da v cq 

_ = o - u ■ + V, a ~ + F y ,- + V iVz , 

wo V,, V y , V t die Geschwindigkeiten der Materie. 

Bedingungen entsprechen wir am einfachsten, wenn wir setzen: 



(11) y|® = yg = crotü + 

wo 0 der Vektor der Strömungsgeschwindigkeit des Äthers, $B derjenige der 

Denn bilden wir mit dieser Gl. y div (S =- — ~ , so erhalten wir: 

d. h. also ^ = 0, wenn die 93 = 0 angenommen wird, was ja auch richtig 

ist, wenn in keinem Volumenelement eine Dilatation der ponderablen Materie 
stattfinden soll. 

Man bemerke, daß nicht 93 = ö gesetzt ist, d. h. daß nicht voraus- 
gesetzt wird, daß Äther und Materie dort, wo sie zusammenfallen, dieselbe 
Geschwindigkeit besitzen. 
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In der Tat wird sich ergeben, daß der Äther an der Translation pou- 
derabler Materie nicht teilnimmt, ebensowenig wie das Wasser des Meeres, 
wenn Wellen auf ihm forteilen oder nach einem Bilde von Larmor eine 
Schnur, auf der ein Knoten sich verschiebt. 

Allerdings schließt die aufgestellt ekinematische Beziehung (11) eine ge- 
wisse Willkürlichkeit in sich, da noch ein beliebiger Wirbelvektor hinzugefügt 
werden dürfte, ohne das Gesetz von der Erhaltung der Masse hinfällig zu 
machen, was jedoch nur dann getan werden soll, wenn Widersprüche dazu 
zwingen. 

Die Ätherströmung. 

Bei der Darstellung der lebendigen Kraft der Materie als kinetische 
Energie des Gravitationsfeldes soll zunächst als Vereinfachung angenommen 
werden, daß die Geschwindigkeit der Materie klein ist gegen die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von Störungen im Äther, daß wir also die auf- 
einanderfolgenden Zustände des Feldes als Gleichgewichtszustände ansetzen 
dürfen. Damit schließen wir uns der von Hertz aufgestellten Forderung 
für die zyklischen Systeme an. Betrachten wir als Geschwindigkeit von 
Störungen im Äther die Lichtgeschwindigkeit, so ist dies Verhältnis bei der 
Bewegung der Erde - 10 - *. 

Es möge nun die lebendige Kraft der Ätherströmung im unendlichen 
Raum bei einer geradlinigen Translation eines Massenteilchens bestimmt werden. 

Es sind zunächst auszuwerten die Strömungsgeschwindigkeiten im Va- 
kuum, wenn der Vektor der Feldintensität @ und die Geschwindigkeit des 
betrachteten Massenteilchens bekannt sind. 

Aus dem Vektor 6 können wir die Wirbelgeschwindigkeiten der Äther- 
strömung sofort ableiten durch die Gleichung (1 1) 

rot ü = 7 6 - 9 ». 

c c 

Aus den später aufzustellenden Bewegungsgleichungen wollen wir hier 
das Ergebnis vorwegnehmen, daß das Gravitationsmedium inkompressibel ist, 
daß also 

div 0 = 0. 

Fügen wir dann noch die Bedingung hinzu, daß die Geschwindigkeiten 
im Unendlichen nicht schwächer als das Quadrat des reziproken Radius 
verschwinden sollen, so dürfen wir den Vektor 0 aus dem Vektor rot 0 in 
folgender Weise ableiten. 

Wir führen einen neuen Vektor Ä ein durch die Beziehungen 

div * = 0, 
rot <»t - b. 

Durch nochmalige Anwendung der Operation rot erhalten wir aus der 
zweiten Gleichung 

rot rot ?( = rot D 

und unter Berücksichtigung der ersten obigen Gleichung (div SI = 0) 
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Es kann also % als das Potential der Mossenverteilung rot 0 bestimmt 
werden nach dem Newtonschen Integral zu 



(12) 



H-potrotö-^j r ~, 
. / 1 Air rot ö\ 

"- rot UJ , )■ 



Wir nehmen jetzt ein Teilchen von der Masse tu, das sich mit der 
Geschwindigkeit 58 bewegt. In Gl. (8a) ist festgestellt worden, daß sich 
die ponderable Materie aus positiven und negativen Ladungen so zusammen- 
setzt, daß im Heaviside - Cohnschen rationalen Maßsystem die Beziehung 
besteht: 



(») 



Bezeichnen wir wiederum mit die Dichte der elektrischen Ladung 
und setzen wir als geometrische Bedingung fest, daß sich Ladung eines 
Vorzeichens in einer inneren Kugel mit Radius r 4 , Ladung des anderen 
Vorzeichens in der äußeren Kugelschale mit den Radien r t und r a befinden 
und zwar beide mit der konstanten Dichte p, bezw. — p € , so müssen wir 
die folgenden Bedingungen vorschreiben: 



(13) 



mi r> V y' 



Da |/* sehi- klein ist, kann man sagen, daß die innere Kugel gegen 

die äußere Schale sich um einen winzigen Bruchteil des Volumens unter- 
scheidet. 

Die Ausführung der zur Bestimmung von b notwendigen Operationen 
vereinfacht sich dadurch beträchtlich, daß die Operation rotation, angewandt 

auf die Potentialabgeleitete (5 = ~ - (grad y), den Beitrag 0 liefert. Es geben 

einen Beitrag zu dem obigen Integral also nur die Geschwindigkeiten der 
Materie. Setzen wir, ohne die Allgemeinheit zu vermindern, SU und SB 4 = 0, 
lassen wir also das Massenteilchen nur in der Richtung der £- Achse fort- 
schreiten, so wird zunächst der maßgebende Teil der Rotationskomponente 



(ii.) 



rot», = - - 93,, 

rot ö y «- rot D 4 = 0 . 
Innerhalb der inneren Kugel hat man nach (12) 
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Innerhalb der Kugelschale 



Lm Außenraum 



Durch die Anwendung der Operation rot gewinnen wir die Geschwindig- 
keiten des Äthers zu: 



Im Innonraum 



In der Kugelschale 



to * «** 

n _ 4- i 

Im Außeuraum unter Beachtung der Gl. (13): 

rj, = 0, 



Li 



9 ^ r* ixe 

» V 7 - ** 

Aus diesen Werten der Strömungsgeschwindigkeiten sieht man, daß 
der Äther in der Richtung der materiellen Bewegung ruht und daß seine 
mit der Translation ponderabler Massen verbundene Bewegung nur in einer 
Rotation um die Bewegungsrichtung als Achse besteht, die innerhalb der 
Materie mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, aber je nach dem Vor- 
zeichen der Ladung in verschiedenem Drehsinne erfolgt, außerhalb der 
Materie mit einer Winkelgeschwindigkeit, die mit der dritten Potenz des 

Abstandes vom Massenteilchen abnimmt. Da ~\/ ~ e i° e 8ß h r kleine Zahl 

(siehe S. 35) und c wahrscheinlich eine sehr große Zahl ist, wird die 
Rotation schon in kurzer Entfernung unmerkbar sein. 

Mit dem Ergebnis, daß der Äther an der Translation der Materie 
nicht teilnimmt, wird der Tatsache der Aberration des Fixsternlichtes ge- 
nügt unter der nachher betrachteten Voraussetzung natürlich, daß das 
Medium der Newtonschen und elektrostatischen Anziehung auch die Licht- 
schwingungen vermittelt. 

Die Werte der Strömungsgeschwindigkeiten des Äthers zeigen außer- 
dem, daß die Materie nicht an den Ätherelementen haftet, sondern sich in 
jedem Augenblick aus anderen primären Massen zusammensetzt und das 
Bleibende an ihr die geometrische Bedingung und die Bewegungsform ist. 
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Die kinetische Energie. 

Aus den obigen Werten der Geschwindigkeiten können wir die kinetische 
Energie auf folgende Weise ausdrücken durch die Geschwindigkeit der 
ponderabeln Materie: 



wo ö die Dichtigkeit des Äthers bedeuten möge. 

Mit den Werten der Gl. (10) wird dieses Integral 

L r a 0 - 

wo die Strömungsgeschwindigkeiten im negativen Innenraum und der posi- 
tiven Kugelschale zusammengefaßt werden dürfen, da es sich um ihre 
Quadrate handelt. 

Das erste Integral der Klammer hat den Wert £ * , das zweite In- 

tegral " 5 *- • Die kinetische Energie einer Masse in, die sich mit der Ge- 
sch windigkeit 5ß x bewegt, wird also 

*! _ 9 m '' \ f * * _i_ » iL! ** = o (7 + ») 
t c'lG»' Ly 9 r„ + »fj 2 c s r a 6* 2 ' 

Nach S. 35 ist nun -* =*» ^"H alio*'' » eine g e g en 5 außerordent- 
lich kleine Zahl, d. h. die kinetische Energie des Außenraumes ver- 
schwindet gegen diejenige innerhalb der ponderablen Materie, 
obgleich sich die erstere auf den unendlichen Kaum, die zweite 
auf ein Atom erstreckt, und wir können die letzte Gleichung verein- 
fachen zu 

( 14 ) m ~ c* r„ 30«' 

Daraus folgt zwischen Masse und Durchmesser eines Elementarteils die 
Beziehung: 

m = 30 «r a . 
0 



Weiterhin wird die Konstante noch ausgewertet werden. 

Bestände dio Masse aus Ladungen eines Vorzeichens, so hätte sich mit 

und diese Beziehung ist identisch mit dem Resultat der Elektronentheorie 
filr langsamo Geschwindigkeiten. 

Unsere Annahme bezüglich der Verteilung der Ladungen verschiedenen 
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Vorzeichens bringt eine gewisse Willkür mit sich, sodaß Gl. (14) wohl 
nur eine Größenordnung angibt. Immerhin ist die Voraussetzung zweier 
Ladungen konstanter Dichte innerhalb des Atoms die einfachste und die 
neueren Betrachtungen von J. J. Thomson über die Gleichgcwichtastellungcn 
der zu einem Atom gehörigen Ladungen würde zu schwierigen Fragen führen. 



HL Die Fortpflanzung von Störungen. 

Bisher sind nur Bewegungen betrachtet worden, die langsam im Ver- 
hältnis zu der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Störungen im betrachteten 
Medium sein sollten. Wollen wir nun die Forderung erfüllen, daß das 
Gravitationsmedium auch Träger der elektromagnetischen und der Licht- 
schwingungen sei und wollen wir den Wert der in den letzten Ergebnissen 

vorkommenden Konstanten C finden, so müssen wir die Voraussetzung der 

ff 

aus lauter Gleichgewichtszuständen bestehenden Veränderung des Feldes 
fallen lassen und die strengen Bewegungsgleichungen des Feldes aufstellen. 
Es handele sich jetzt darum, aus der vollständigen Form der Energie: 

(1 a) T = j\ dztf + ß 2 dx{U, - «■) 

und der kinematischen Beziehung zwischen @ und ö im freien Äther 
(8) — y@ = c rot 0 

die Bewegungsgleichungen und damit die Art der Fortpflanzung von 
Störungen kennen zu lernen. 

Eine solche Ableitung ist für die Elektrizitätslehre zuerst von Fitz- 
Gerald gegeben worden und in einem Teil von Boltzmanns Vorlesungen 
über die Maxwellschen Gleichungen zum Ausgangspunkt genommen worden. 
Geht man hier analog vor, so ergeben sich Bewegungsgleichungen, die den 
Maxwellschen Gleichungen durchaus entsprechen, aber wegen des Minus- 
zeichens in der Gravitationsenergie, dem zweiten Gliede in Gl. (la) würden 
in den so aufgestellten Gleichungen die Vorzeichen andere sein. Eliminiert 
man z. B. dann die Feldintensität aus den Bewegungsgleichungen mit Hilfe 
der kinematischen Beziehung, so würde eine Wellengleichung von der Form 
entstehen: 

- CJ > - ,/«■ • 

Dieser Wellengleichung entsprechen nun aber wegen der ungleichen Vor- 
zeichen auf beiden Seiten keine reell periodischen Funktionen, sondern man 
müßte zur Integration Exponentialfunktionen negativen Arguments ver- 
wenden. Eine eingeleitete Störung würde sich also mit Dämpfung ausbreiten. 

In Wirklichkeit jedoch sehen wir, daß die Störungen in dem Medium, 
das die Gravitation vermittelt, sich als Licht bemerkbar machen, und daß 
die Lichtschwingungen ohne Dämpfung im freien Äther rein periodisch vor 
sich gehen. Es scheint also, als ob das hier gewählte mechanische Modell 
versagte. Erinnern wir uns jedoch, daß es sich beim Licht um außer- 
ordentlich schnelle Zustandsänderungen handelt und bedenken wir, daß der 
isozyklische Ausgleich bei dieser Schnelligkeit vielleicht nicht möglich ist, 
ebenso wie bei den viel langsameren Schallschwingungen ein isothermischer 
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Auagleich nicht stattfindet, so werden wir dazu gefuhrt, bei den billionen- 
mal in der Sekunde erfolgenden Lichtschwingungen adiabatische Zustands- 
änderung vorauszusetzen und die auf S. 6 umgewandelte adiabatische Form 
der Energie hier zu verwenden. Die Energie nimmt dann nach dem dort 
Auseinandergesetzten die Form an: 

Leitet man hieraus und aus der kinematischen Gleichung (8) die Be- 
wegungsgleichungen ab, so gelangt man zu Gleichungen, die den Maxwell- 
schen in jeder Beziehung entsprechen, und da die elektromagnetische Licht- 
theorie wohl heute unbestritten herrscht, damit zu dem Ergebnis, daß das- 
selbe Medium, welches die Gravitation vermittelt, auch die Eigenschaft 
besitzt rein transversale Wellen fortzupflanzen und zwar in der von der 
Optik geforderten Weise. Erinnern wir uns nun noch, daß der Äther, wie 
auf S. 39 gezeigt, an der Translation der Materie nicht teilnimmt, so ge- 
winnen wir eine weitere Bestätigung durch die Tatsache der Aberration des 
Fixsternlichtes. c t 

Es sollen nun zwecks Berechnung der oben gebrauchten Konstante g 
die Bewegungsgleichungen wirklich aufgestellt werden. 

Durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips ergeben sich, wie man 
bei Boltzmann nachlesen kann, die drei Gleichungen 

- C ö - rot (5, 
c 

welche zusammen mit den kinematischen Gleichungen 

(£ *= c rot ö 

die Maxwellschen Gleichungen im freien Äther und damit alle ihre Folgen 
wiedergeben. 

Differenziert man einen der Gleichungssätze nach t und setzt ihn in den 
anderen Gleichungssatz ein, so gewinnt man die bekannten Wellengleichungen 

— Ö =rot rot 0 = — 

c 

Aus dieser Form dor Wellengleichungen sieht man, daß die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von Wellen im Äther ist: 

c 

tc — 

Vy° 

Setzen wir diese gleich der Lichtgeschwindigkeit, so haben wir 

^ g =(3lQ l0 y(cm*sec- s ) 

und die oben benutzte Konstante 

c * = yw * = 9 10»- 1,19 10 6 - 1,07 2 • 10 r . 
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Setzen wir diesen Wert in das Ergebnis der Gl. (14) ein, so erhalten 
wir in Grammen und Zentimetern: 

(14a) m = r„ • ZOnyw* = r« • 1,011 • 10*". 

Die Masse befindet sich also in den Atomen im Zustande enormer 
Dichtigkeit 

Trotzdem die vorhergehende Untersuchung als leitendes Prinzip allein 
die Mechanik benutzt hat, befindet sie sich doch in engem Anschluß an die 
neueren Versuche einer elektromagnetischen Begründung der Mechanik von 
W. Wien, H. A. Lorentz, J. J. Thomson u. a. Wie allerdings das nicht 
unwichtige Schlußglied Aber die Art der Zustandsänderung des Äthers und 
damit der Übergang von Gravitation zu Elektrostatik in eine rein elektro- 
magnetische Begründung eintreten müßte, kann Verfasser nicht übersehen. 
Beiden Methoden gemeinsam ist jedenfalls die Anschauung, daß für die 
ponderable Materie die Newtonschen Bewegungsgesetze nur näherungsweise, 
allerdings mit außerordentlich großer Annäherung erfüllt sind. 



Vierecke mit rechtwinkligen Diagonalen. 

Von M. Zacharias. 

Die Vierecke, deren Diagonalen auf einander senkrecht stehen, werden 
in der elementaren Euklidischen Geometrie nicht als besondere Art be- 
handelt. Solche Vierecke wurden zuerst von dem indischen Mathematiker 
Brahmagupta (geb. 598 n. Chr.) betrachtet. 1 ) Die von ihm untersuchten 
Vierecke sind jedoch zugleich Kreis Vierecke, so daß wir es hier mit einem 
speziellen Falle zu tun haben. In neuerer Zeit ist noch eine andere be- 
sondere Art von Vierecken mit rechtwinkligen Diagonalen behandelt worden, 
nämlich solche, deren Diagonalen zugleich dieselbe Länge haben.') Über 
den allgemeinen Fall der Vierecke mit rechtwinkligen Diagonalen ist in der 
Literatur wenig zu finden. Sporer hat nachgewiesen, daß diese Vierecke 
die einzigen sind, deren umgeschriebene Rechtecke alle untereinander ähnlich 
sind. 3 ) Neuberg hat gezeigt, daß die Spitzen ähnlicher gleichschenkliger 
Dreiecke, die man über den Seiten eines Vierecks mit rechtwinkligen Diago- 
nalen nach außen konstruiert, die Ecken eines Vierecks mit gleich langen, 
aber im allgemeinen schiefwinkligen Diagonalen sind/) Er erwähnt ferner 
die leicht ersichtliche Eigenschaft, daß die Summe der Quadrate zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen Gegenseiten 
ist. Ich möchte heute Djre Aufmerksamkeit auf einige andere Eigenschaften 
dieser Vierecke lenken. 

AB CD sei ein Viereck, dessen Diagonalen AC und BD sich in dem 
Punkte F rechtwinklig schneiden (Fig.). Eine merkwürdige Eigenschaft 
dieses Vierecks findet man, wenn man in den Ecken auf den Seiten Lote 
errichtet. Den Schnittpunkt der auf BA in B und auf DA in D er- 
richteten Lote nenne man A Y . Durch zyklische Vertauschung der Buch- 

1) Cantor, Geschichte der Mathematik I, 610. 

2) Collignon, C. R. de TAssoc. Fran<;. 1891. S. a. diese Sitzungsber. III, 74. 

3) Arch. d. Math. u. Phys. (2) IV, 828—324. 

4) Mathesis (2) IV (1894), 268-271. 
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staben A, B, C y D ergeben sich entsprechende Definitionen der Punkte B x , 
C x und D x . Da ABA X und ADA X rechte Winkel sind, so ist AA^ ein 
Durchmesser des Umkreises des Dreiecks ABD. Entsprechendes gilt von 
den Strecken BB X , CC X und DD X . Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks 
ABD heiße jfcf\,, derjenige des Dreiecks CBD heiße M c . BD ist die 
gemeinsame Sehne der beiden Kreise. Mithin ist M A McA_BD oder 
M A M ( || AC. Aus der Proportion AM A .M A A X = CM C :M C C X folgt daher 
A 1 C l | AC. Ebenso ergibt sich B x D x || BD. Das Viereck A X B X C X D X hat 
also auch rechtwinklige Diagonalen. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt ferner, daß in den Dreiecken BDA X 
und B l D i A je zwei entsprechende Seiten parallel sind. Die beiden Drei- 
ecke sind also ähnlich und ähnlich liegend. BB X1 DD X und AA X gehen 




also durch einen und denselben Punkt, Da dasselbe für je drei der vier 
Linien AA X , BB X , CC X und DD X bewiesen werden kann, so schneiden sielt 
alle vier in einem Punkte. Dieser merkwürdige Punkt des Vierecks AB CD 
heiße F x . Wenn man in einem Dreieck von einer Ecke aus die Höhe und 
den Umkreisdurchmesser zieht, so liegen diese bekanntlich symmetrisch in 
bezug auf die entsprechende Winkelhalbierende. Da nun AV eine Höhe 
des Dreiecks ABD und AA X der Durchmesser des Umkreises ist, so liegt 
AA X oder AF X symmetrisch zu der Diagonale AC in bezug auf die 
Halbierungslinie des Winkels BAD. Wir wollen deshalb AF X die Winkel- 
gegengerade von AF nennen. Dann können wir den Satz aussprechen: 

I. Stehen die beiden Diagonalen eines Vierecks auf einander scnkrecltt, 
so schneiden sich ihre vier Winkelgegengeraden in einem Punkte. 

Durch den Punkt F x gehen noch andere bemerkenswerte Linien. Man 
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bezeichne den Schnittpunkt der Gegenseiten AB uud CD mit S, denjenigen 
von BC und DA mit T. Dann sind SF, BF und CF drei durch einen 
Punkt gehende Ecktransversalen des Dreiecks SBC. Nach einem bekannten 
Satze der Dreiecksgeometrie 1 ) gehen die drei Winkelgegengeraden dieser 
Transversalen wieder durch einen Punkt, den Winkelgegenpunkt von .F. Die 
Winkelgegengeraden von BF und CF sind aber BF X und CF X . Die in 
8 und T konstruierten Winkelgegengeraden von SF und TF gelten also auch 
durch den Punkt F x . 

Dieser Umstand führt zu einer einfachen Deutung des Punktes F x . 
F und F x sind Winkelgegenpunkte der Dreiecke SBC und TAB. Dann 
sind aber F und F x nach einem bekannten Satze 2 ) die beiden Brennpunkte 
zweier Kegelschnitte, von denen der eine dem Dreieck SBC, der andere 
dem Dreieck TAB eingeschrieben ist. Diese beiden Kegelschnitte haben 
außer den gemeinsamen Brennpunkten F und F x noch zwei gemeinsame 
Tangenten, nämlich AB und BC. Ein Kegelschnitt ist aber schon durch 
die beiden Brennpunkte und eine Tangente eindeutig bestimmt. Also sind 
die beiden Kegelschnitte identisch. Demnach ist F x der zweite Brennpunkt 
eines dem Viereck ABCD eingeschriebenen Kegelschnitts, der den Diago- 
nalenschnittpunkt zum Brennpunkte hat. Der Inhalt des Satzes I läßt sich 
also auch in folgender Form aussprechen: 

II. Stehen die beiden Diagonalen eines Vierecks auf einander senkrecltt, 
so läßt sich in das Viereck ein Kegelschnitt besdtreibcti, der den Schnittpunkt 
der Diagonalen zum Brennpunkte hat 

Die einem Viereck eingeschriebenen Kegelschnitte bilden eine einfach 
unendliche Mannigfaltigkeit, die als Kegelschnittschar bezeichnet wird. In 
der Lehre von den Kegelschnittscharen wird bewiesen, daß das aus den 
Geraden AC, BD und ST gebildete Dreiseit für jeden Kegelschnitt der 
Schar ein Poldreiseit ist, und daß die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der 
Schar auf der geraden Linie liegen, welche die Mitten der Diagonalen des 
Vierecks verbindet. 9 ) Aus der ersten Eigenschaft folgt, daß für den Kegel- 
schnitt mit dem Brennpunkte F die Gerade ST die Polare des Brennpunktes, 
d. h. die Leitlinie, mithin das von F auf ST gefällte Lot die Achse ist 
Ferner ist nach der zweiten Eigenschaft der Mittelpunkt M dieses Kegel- 
schnittes der Schnittpunkt des eben genannnten Lotes mit der Verbindungs- 
linie der Diagonalenmitten. Der Punkt F x ergibt sich sodann sehr einfach, 
indem man FM über M hinaus um sich selbst verlängert. 

Es fragt sich, ob die im wesentlichen gleichbedeutenden Satze I und 
II umkehrbar sind. Zunächst ist aus dem Vorhergehenden ersichtlich, daß, 
wenn die vier Gegengeraden der Diagonalen eines Vierecks durch einen 
Punkt gehen, ein dem Viereck eingeschriebener Kegelschnitt mit dem Brenn- 
punkt F existiert. Da die Geraden AC, BD und ST ein Poldreiseit dieses 
Kegelschnitts bilden, so sind AC und BD konjugierte Strahlen des zu F 
gehörigen Strahlsystems. Nun ist aber bekanntlich das zu einem Brenn- 
punkte gehörige Strahlsystem stets zirkulär, d. h. je zwei konjugierte 
Strahlen stehen auf einander senkrecht. 4 ) Mithin ist notwendig AC ± BD. 
Also gilt die Umkehrung: 

1) Steiner, Gesammelte Werke I, 193. 

2) Steiner, a. a. O. I, 194. 

8) Schröter, Die Theorie der Kegelschnitte 147, 276. 
4) Schröter, a. a. O. 190. 
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IIa. Schneiden sich die vier Winkelgegengeraden eines Vierecks in einem 
Punkte oder, was dasselbe ist, läßt sich in ein Viereck ein Kegelschnitt be- 
schreiben, der den Schnittpunkt der Diagonalen tu einem Brennpunkte hat, 
so stellen die Diagonalen des Vierecks auf einander senkrecht 

Bekanntlich liegt bei jedem Kegelschnitt der Fußpunkt des von einem 
Brennpunkte auf eine Tangente gefüllten Lotes auf dem Scheitelkreise. 
Daraus folgt: 

HI. Stehen in einem Viereck die Diagonalen auf einander senkrecht, so 
liegen die Fußpunkte der von dem Diagonalenschnittpunkte auf die Seiten 
gefällten Lote auf Kreise. 

üla. Liegen die Fußpunkte der von dem Diagonalenschnittpunkte eines 
Vierecks auf die Seiten gefällten Lote auf einem Kreise, so stehen die Diago- 
nalen des Vierecks auf einander senkrecht. 

Zum Schluß will ich noch vier bemerkenswerte gerade Linien angeben, 
die durch den Punkt F t gehen. Wenn man in einem beliebigen Viereck 
AB CD in A und B auf AB und in C und D auf CD Lote errichtet, so 
bilden die Punkte A' und B', in denen die beiden ersten Lote die Gerade 
CD schneiden, und die Punkte C und D', in denen die beiden letzten 
Lote die Gerade AB schneiden, ein Viereck A' B'C'D', das dem gegebenen 
Viereck ahnlich ist. Den Beweis für diese Behauptung will ich seiner Ein- 
fachheit wegen übergehen. Errichtet man auf BC in B und C und auf 
DA in D und A Lote, so bilden die Schnittpunkte der beiden ersten Lote 
mit DA und der beiden letzten Lote mit BC, die Punkte B", C" , D" 
und A", auch ein dem gegebenen Viereck ähnliches Viereck A" B" C"D" . 
Ist nun AB CD ein Viereck mit rechtwinkligen Diagonalen, so haben die 
beiden ähnlichen Vierecke dieselbe Eigenschaft. 

Da AF eine Höhe des Dreiecks ABD ist, so schneiden sich die beiden 
Lote von B auf AD und von D auf AB in einem Punkte N der Diago- 
nale AC. Da nun AA' || ND und AA" || NB ist, und da sich ferner A D, 
AN und A"B in einem Punkte schneiden, so ist A AA' A" ~ A NDB, 
folglich A'A" || DB\ ebenso beweist man, daß C'C" || DB ist. Die beiden 
Dreiecke A'C'D und A"C B liegen demnach perspektivisch in bezug auf 
den unendlich fernen Punkt von DB. Die Schnittpunkte ihrer entsprechen- 
den Seiten müssen daher in einer geraden Linie liegen, d. h. der Schnitt- 
punkt von A'C" und A" C' liegt auf AC. Die beiden Dreiecke A'C'B 1 
und C' A" B sind demnach ebenfalls perspektivisch in bezug auf die Ge- 
rade AC. Die Verbindungslinien ihrer entsprechenden Ecken müssen also 
durch einen Punkt gehen, d. h. A'C', A"C" und BB i treffen sich in einem 
Punkte. Dasselbe laßt sich von A'C, A" C" und DD t beweisen. A'C 
und A"C" gehen also durch den Schnittpunkt von BB X und DD X , d. h. 
durch F v Ebenso ergibt sich, daß B' D' und B" D" durch F x gehen. 
Der Punkt F, ist also der gemeinsame Diagonalenschnittpunkt der beiden 
ähnlichen Vierecke A' B'C'D' utul A"B"C"D". 
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Über die günstigste Form des Gitterträgers, ein Beitrag zur Theorie 

des Fachwerks. 

Von E. Sändor. 

1. Einleitung. — Die Praxis hat schon längst nachgewiesen, daß 
der Materialaufwand der Tragwerke von der Form des Fachwerkes sehr 
abhängt. Es ist uns jedoch noch nicht gelungen, durch theoretische Unter- 
suchungen aut die günstigste Form zu kommen. Die diesbezüglichen Schwierig- 
keiten sind sehr groß, zumal nicht nur die Zahl der theoretischen, sondern 
auch die der praktischen Variabein sehr groß ist. Außerdem sind einzelne 
Fragen, wie z. B. Wahl der Querschnitte, beschränkte Anzahl der Profile, 
also Ausnutzung des Materials, und damit die Spannungsverhältnisse teilweise 
willkürlich, vom Konstrukteur abhängig; lauter Fragen, die in die Rechnung 
nicht mit hineingezogen werden können. 

Alle Untersuchungen dieser Art können demnach nur mehr oder weniger 
angenäherte sein. 

Mit der folgenden Arbeit lege ich eine allgemeine Theorie vor; erlaube 
mir aber noch zu bemerken, daß ich bis jetzt die Frage nur teilweise, 
nämlich für einen einzigen Belastungszustand gelöst habe, also z. B. für 
ständige Belastung. Dagegen , ist die Methode ganz allgemein, also auch 
für statisch unbestimmte Systeme geeignet. 

Die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, lautet: 

Es ist die Spannweite eines gegliederten Tragwerkes gegeben. Man soll 
für einen gegebenen Belastungszustand die Form des Faciiicerkes so bestimmen, 
daß der Materialaufwand womöglich ein Minimum werde. 

2. Die Meüiode der Lösung. — Das Prinzip der Lösung beruht auf 
der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen, welches besagt, 

SiUuog»bericht« d B«rl. M»th. Oet. IV. 4 
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daß die Arbeit der Bußeren Kräfte 2PÖ gleich der der inneren Kräfte £S t Js t 
sein muß. Da 

wo S; = Stablänge, F, = Querschnitt, J£, = Elastizitätsmodul des Stabes i 

S 

und die Beanspruchung ff, = ^ , so ist 



(i) 



F { s ( ist der Kubikinhalt des Stabes t (K t ) und JB. bleibt, im Falle daß 
das Fach werk aus homogenem Material besteht, konstant = E\ dann ist 



EP6 



ff { ist, wie schon erwähnt, von vielen Umständen, und zwar, abgesehen 
vom Konstrukteur, hauptsächlich von den vorhandenen Profilen abhängig. 
Wir können immer einen Mittelwert ff finden, so daß 

(2) £^K { - o % ZK„ und 



(3) 



v« 8 v 



Die Bedeutung von ff* ist sehr einfach. Wenn wir die K i als parallele 
Kräfte ansehen, welche von einem willkürlich gewählten Punkte 0 die Ent- 
fernungen oj besitzen, dann 




Fi* i 



istff* die Entfernung der Mittel- 
kraft ZK { vom Punkte 0. Da 
nun ff,, innerhalb gewisser 
Grenzen als willkürliche Zahl 
angesehen werden kann, so 
kann auch ff, wenn sich K f um 
A Kf ändert, innerhalb dieser 
Grenzen, den praktischen An- 
forderungen genügend kon- 
stant angenommen werden, 
und da £Ki - K, der Kubik- 
inhalt des Tragwerkes, so ist 

(4) £P6 = ^K, 

wobei, mit Rücksicht auf das 
Vorhergesagte, nur P, Ö und K 
als Variable angesehen werden 
können. 

Soll K ein Minimum wer- 
den, so muß £Pd ein Mini- 
zwischen £Pd und der Form des Gitterträgers 



mum werden. Es herrscht aber 
ein sehr enger Zusammenhang. 

«) Handelt es sich um gkichßrmig verteilte Belastung, dann ist P 
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direkt proportional dem horizontalen Abstand der Knotenpunkte des be- 
lasteten Gurtes. 

ß) Die Durchbiegung der einzelnen Knotenpunkte (<$) des untersuchten 
Gurtes ist auch hauptsächlich von der Form des Trägers abhängig. 

Führen wir die von Müller-Breslau eingeführten elastischen Gewichte 
(tc) ein (die in den einzelnen Knotenpunkten angreifen), so sind bekanntlich 
die Werte d die von den fr- Lasten erzeugten Momente des einfachen Balkens 
an den einzelnen Knotenpunkten. (Fig. 1.) 

Es seien die horizontalen Abstände der Knotenpunkte des belasteten 
Gurtes (z. B. Untergurtes) a t , a s , « 3 , . . . usw., g sei die Belastung pro m, 
dann ist nach a) 

(5) P, - («, + «,)§ ; P, = («, + «,)•} ; P, = («, + « 4 )f usw.; 
so daß 

(6) zpd - p.a, + p, d, + p s d s + • • • = p [ ö, 4^ 'i + + H- J » + • • •] - 

wo .F der Flächeninhalt der in Fig. 1 gezeichneten Momentenfläche ist. 

f/m fta/ier dtf günstigste Form des Trägers tu erhalten, brauchen wir 
nur F auf ein Minimum zu bringen (bei konst. g). 

Um der Aufgabe näher treten zu können, betrachten wir zunächst 
die »-Werte. (Es ist selbstverständlich, daß wir, praktischer Rücksichten 
wegen, den Abstand der Knotenpunkte des belasteten Gurtes konstant machen.) 

Betrachten wir einen Gitterträger. Es mögen die Lasten an den 
Knotenpunkten des Untergurtes angreifen. Handelt es sich dann um die 
Durchbiegung des Untergurtes, so ist nach Müller-Breslau für den m-ten 
Knotenpunkt, welcher die Entfernung x vom linken Auflager besitzt (siehe 

Fig- 1), 

(7) «f m = ^tg/J m - o„ +l tgß m+l — A#, 

ß 1 »n-ten | 

wobei } die Neigungswinkel des } Untergurtstabes gegen die 

0w+iJ m + 1-tenJ 

<s m ) m-ten ) 

Horizontale, } die Beanspruchungen des \ Untergurtstahes 

<r M + J m + ltenj 

sind, und A fr die Änderung des von dem m-ten und m -f- 1-ten Untergurt- 
stabe gebildeten Winkels 9 ist. 

Die für die Praxis besonders wichtigen Fälle sind diejenigen, bei 
welchen der belastete Gurt 

o) horizontal ist (z. B. bei Brücken), 
ß) geradlinig ist (bei Dächern). 
Für o) ist dann 

(8) * m = -AS, 

und für ß), wenn a m = auch 

(9) » m = - A *. 
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A O ist bekanntlich eine lineare Funktion der Kotangenten der dem 
m-ten Knotenpunkt benachbarten Dreieckswinkel und der « Werte der diese 
Dreiecke einschließenden Stäbe. Ganz allgemein kann man w m bei einer 
gesetzmäßigen Gliederung des Tragwerkes als eine Funktion der die Form 
des Tragwerkes chaiakterisierenden Größen er, 0, y, . . . und des Abstandes 
des m-ten Knotenpunktes vom linken Auflager x ausdrücken, so daß 

(10) «> m -f(a, ß, y, x). 

Zur leichteren Darstellung der Momentenfläche dieser Einzellasten werden 
wir eine derartige kontinuierliche Belastung über die ganze Öffnung des 




Trägers legen, welche dieselbe Momentenfläche hervorruft wie die w- Lasten. 
Diese Belastungsfläche muß so beschaffen sein, daß der in Fig. 2 gezeichnete 

Flächenteil F m von x — | bis x + £ gleich dem tc m - Werte sei. 

y = y(x) sei das Gesetz, welches die Belastungskurve befolgt. Es ist 
dann nach dem Satz von Rolle: 

•(«+;)- ♦(«-;) _,„,,,,, 
R) («-!) ~ [ *' u 

wo 

x - f < i < x + " , 



Es ist al>er f» rner 




* 
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oder 

(H) „(,+!)_„(,_•)_.£. 

dtc m /dtj>(x)\ 

Betrachten wir Gleichung (12), so folgt <— a y~ ( i x ~j > una * daraus, 
wenn man § angenähert x gleichsetzt, 

(15) tc m + C=a^(x). 

Wenn aber w m — 0, so ist auch t^(x) — 0, und daraus folgt, daß 
w m = a*(x), oder 

(16) j, 

die Gleichung der Belastungskurve. 

Diese Belastung wirke auf einen einfachen statisch bestimmten Balken, 
der die Stützweite l besitze (Fig. 2). 

a) Die Querkraft für einen beliebigen Querschnitt g, der den Abstand x 
von der linken Auflager- Reaktion A besitzt, ist 

X 

(17) Q{x)-A-jydx. 

b) Das statische Moment für denselben Querschnitt 

* * 

(18) Jlf(x) - A • x -J y(x - k)dl. 

o 

c) Der von den Momentenordinaten gebildete Flächeninhalt 

I I X 

(19) * i= f M ^ dx = jX Ä ' X ~j V( " X ~ ^ dX '\ dX ' 

i 

Es ist abor bei symmetrischer Belastung A=S J und y = ^» , 
demzufolge t t x 

(20) F x = l lJ^ dx-j*dx J'w m (x -k)dk, 

wobei x = A in w m zu setzen ist. 

Nun erhalten wir aus denjenigen Werten der Variabein «, 0, y, . . ., 
welche F t zu einem Minimum machen, die günstigste Form des gesuchten 
Trägers. 

Bemerkung: Wenn wir gleichzeitig noch die Bedingungsgleichungen 

(21) <jP,(or, ß, y, . . .) — 0, ?>,(«, 0, y, . . .) — 0, . . . o>,,(a, /?, y, . . .) = 0 

erfüllen, so bilden wir bekanntlich, um F x zu einem Minimum zu machen, 
die Funktion 

(22) Ä - ^ + + ^ + . . . + v^,, 



Digitized by Google 1 



48 Sitzungsberichte der Berliuer Mathematischen Gesellschaft 

deren erste partielle Ableitungen 

(23) ?*_*»..?£_. .._0 
K ' da cß cy 

gesetzt, uns mit den gegebenen Bedingungsgleichungen diejenigen Werte 
von o, 0, y, . . . und v iy v,, . . v n geben, die F t zu einem Minimum 
machen, falls auch die Bedingung erfüllt ist, daß 

(24) d'Sl » + • • ■ + * d %«°dß + • • • 

beständig positiv ist. 

Wenn in die Mitte des Tragwerkes ein Knotenpunkt des belasteten 
Gurtes fallt, also infolge der symmetrischen Anordnung des Tragwerkes, so 
tritt in der Mitte ein w k ein, welches nicht das Gesetz aller anderen w m 
befolgt. In diesem Falle ist 

(25) u k - ,r 0 + w k (x) 

zu setzen, wobei w k (x) dem Gesetze aller anderen w-Werte folgt, so daß die 
Kurve y = ty(x) bestimmt werden kann. Es wird dann eine Einzellast w 0 
in der Mitte auftreten, deren Moment in bezug auf die Mitte 

(26) 

und deren Momentenfläche 

( 21 > '» 2 2 2 ~ 8 * 

Die endgültige Momentenfläche ist dann 

(28) F-F^F,, 

welche wir zu einem Minimum machen. 

(Absolutes Minimum, das in Wirklichkeit niemals auftreten kann, wäre 
es, wenn 

(29) «) ^=2^ = 0, ß) F t --F r ) 

3. Anwendungen. — Beispiel 1. Es soü die günstigste Höhe h und dir 
günstigste Knotenpunktabstand a des in Fig. 3 gezeicJmeten Parattelträgers 
ermittelt werden. 

Gegeben: die gleichmäßig verteilte Last pro m. : g\ Spannweite: l. 
Untergurt sei belastet. 

Da der Untergurt horizontal ist, folgt 

(30) = 

Treten nun in den Stäben 1, 2, 3, . . . die Spannungen <r,, o v ff 5 , . . . auf, 
so ist (wenn E der Elastizitätsmodul des Materials ist) nach Müller-Breslau 



(81) 



E A & = (<r, — ff,) cotg« + (<r, — <f 8 ) cotgy + 
+ K ~ *») cot g ßi + K - * 6 ) cotg Yl + 
+ (*• - «s) cotg a, + (<J 6 - a 9 ) cotg ß t . 
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Da nun aber 

cotg y = cotg y, — 0, cotg a — cotg tt x — cotg et, — * , 



so folgt: 



cotg ß = cotg = cotg & — ä . 



(32) £ a » - - ^ £ + k - ffJ ) j + k - ^ + o« - «•) ; 




Kig. 3 



Nehmen wir an, daß alle gezogenen Stäbe (2, 3, 6, 9) dieselbe Spannung 0, 
die gedrückten Obergurtstäbc (4, 7) dieselbe Spannung — q 1 und die ge- 
druckten Vertikalen (1, 5) dieselbe Spannung — Q t besitzen. Dann ist: 



und 

(33) 

und 

(34) 



°i °i ~ ff « ~ °9 ~ 0 



a i — a & = — ei» 



<y 7 — — Pi , 



-A* 



Pi 4- 9 a 

E h 



Es sei p x konstant; dann ist w m auch konstant. Eine Ausnahme bildet w 
in der Mitte, wo 



(35) 



A'Aaj« (<r 8 — G n ) cotg cr 4 -f (a H — a i0 ) cotg y 4 

+ (*w - ^n) cot s & + (*u — *u) cot & rs 

+ ( 6 i6 - ff i5)«otga 7 + (tf 16 - <J 17 )eotgy 7 . 
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Da nun 

fcotgo 4 - cotga 7 =- * , cotg/? 5 - cotg/3 6 - 
( 36 ) j cotg Yi = cotg y 6 = cotg y Ä — cotg y 7 = 0; 

so folgt 

'uA* 4 --2( fc + *)£-2( ft + <r)J 



(37) 



» 4 --Ad 4 -i[(„ + tr)i + (ft + tr)j] 



p, -f- ff a 1 /i 1 a 

K Ti ' E" 



Es ist also tr k = m» w -f kj 0 , wobei 

(38) „ 0 - A jfo + ,) « + 2 + a) -*] . 

Demnach ist unser statisch bestimmter Balken durch die Einzellasten tc m 
gleichmäßig belastet (siehe Fig. 3) und zwar mit der konstanten Belastung 

— pro m. Die Momentenfläche (Durchbiegungsfläche) derselben ist eine 



3 
a 



Parabel mit der Pfeilhöhe {pt* = und dem Flächeninhalte 



(39) 



12 a 



Außerdem ist unser Balken in der Mitte durch die Einzellast w 0 belastet, 

tv l 

deren Maximalmoment -= -•- • , und deren Momentenfl&cbc 

i £ 

(40) F, 
Es wird daher die ganze Biegungsfläche 

F_F 1 + F,-ie[ä-i w „ + p] 



2 2 ' 2 8 W *' 



(41) 



Ist die Felderzahl = n. so ist a — — und 

' n 

(42) r - (* + .) + 8 ~„(* + .) + + 



Es tritt für die Variabein /* und n ein Minimum ein, wenn 
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nl 



und 



cF 
dn 



(44) 

Aus Gleichung (44) folgt, 
(45) 

ist pj = o s , dann ist 
(46) n - iyl 

Aus Gleichung (43) folgt: 



4 E L n* / J 



oder „==0,7 £-0,7^ 



(47) 

Ist q 1 = dann ist 
(48) 



J "l^n 0 + in)' 



Aus Gleichung (45) erhalt man ]A\J/-~ a « \ )'2 . Dies in Gleichung (47) 
eingesetzt, ergibt: 

* -V'^WW+lä und diraus 1 - 2 "(ä + s 1 ») und » - °- 

Dieses Resultat müssen wir für die Praxis umwandeln. Wir soffen 
einfach : es ist zweckmäßig n so klein wie möglich anzunehmen. Es gilt dann 
für h die Gleichung (47) oder (48). 

Bemerkung: Daß für die Variahein h und n die Funktion F an der 

c F BF 

Stelle -1 h = ~ n =0 wirklich ein Minimum wird, das zeigen «) die /.weiten 

partiellen Ableitungen von F nach h und w; ß) die daraus gebildete 
Hessesche Determinante. Nämlich, da | (», \ < | a | und | fc, 1 < so ist 
für jeden positiven Wert von h und n 



(49) 



?*F 

n> > °- 



1 r/«?n 



rhdn 

?*F 
tn* 



>0. 



Ist 2 der kleinste Wert von w, so ist nach Gleichung (48) -j = 0,54 

der größte Wert von j. Für n = 10 ist ■* = 0,195. 
Es seien z. B. 

/ = 10 m, so ist h =- 1,95 m, 
1 = 36 „ „ „ h — 7,05 „ 
/= 100 „ „ „ A = 19,5 „. 



2: Es soll die günstigste Neigung der Füllungsstäbe eines Parallel- 
trägers von der Höhe h und der Feldlänge a untersucltt werden. 
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Voraussetzungen: Der Untergurt sei belastet, x sei die horizontale 
Verschiebung der Knotenpunkte des Obergurtes gegen die des Untergurtes. 
Dann ist für den Knotenpunkt m (siehe Fig. 3), wenn wieder die gezogenen 
Stube die Spannung o, die gedrückten Obergurtstäbe die Spannung — p, 
und die gedrückten Vertikalen die Spannung — p, besitzen: 

(50) E A # = — (p 8 4 ff) cotg er' — (p, + °) cotg ß' — (p t 4 0 ) cotg y 

~ (°i — <?*) cot f?«' + ( a + Qi) coi Sß' + (* — ff)cotgy' 

- -cotga'(e, 4 «)-(ei + «)wtg/--(*i + «)(x + i x^ 

Und da ii? m = — A d, so ist w m unabhängig von x, also von der Neigung 
der Füllungsstäbe. 

Für die Mitte gilt nun 

E A & k = — (pj 4" ff) cotg ß' - (p, + ff) cotg «' 

- + <0 cotg y' - (fc - p,) cotg 90° 

- (fc - fc) cotg 90° - (p, 4 0) cotg y ' 

- (p, 4 ö) cotg j3' - (p, 4 ff) cotg a' 

= - 2(p, + ö)cotg(3' - 2 (fr + ff)cotg«' 

- 2(p, 4 ff) cotg y' 

= - 2(p, 4 ff)cotg0' - 2(p s 4- ff)* - 2 (fr + o) a -~- 

oder 

(51) J5 A & k - - 2(p 2 4 ff) cotg /T - | |s(o, - p,) 4- a(p, 4 ff)]- 
Setzen wir p t = p,, so ist 

(52) Ä AO t =- 2(p 8 4 ff) cotg ß' - (fr 4 ff). 

Wie wir gesehen haben, sind alle anderen w m -Werte von ß' und x unab- 
hängig; da w k = — A & k ist, so wird die Durchbiegungsfläche für denjenigen 
Wert der Variabein ß' ein Minimum, für welchen A & k ein Minimum wird, 
oder wenn cotg/3' ein Minimum oder ß' ein Maximum wird. Für diesen 
Fall haben aber die Füllungsstäbe gleicJie Neigung. 

c) Beispiel 3: Es soll bei horizontalem Untergurt die günstigste Form 
des Obergurtes ermittelt werden. 

Voraussetzungen: a) Die Felderbreite a sei konstant; ß) die Füllungs- 
stäbe seien teils vertikal, teils diagonal; y) die Kräfte greifen am Untergurt 
an. Tn diesem Falle ist wieder w m = — A und (siehe Fig. 4) 

E A & — — (p, 4 ff)cotga — (p 2 4 o)cotg|J 

- (p, 4 ff) cotg «, 4 (fr - Pi) cotg ß x 

(53) 4 (ff 4- p,) cotg «, 4 (0 - ff) cotg ß t 

- (Pi + *) (cotg«, - cotg/3) - ( Pl 4 ff)cotg ai 4 (fr 4 Pi)cotgft 

* (pi + ö)Q - **) ~ (pi 4 ff)cotg ai -|- (p, - fr) cotg ft. 
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Da aber - ' ^ ^* — cotg^ (siebe Fig. 4), so ist, wenn g i = p, 
(54) E A * - + «) (cotg 0, - cotg «,). 

Die allergünstigste Form des Obergurtes ist aber diejenige, bei welcher 
A 0 = 0 oder 

(55) 

Also müssen die Dreiecke A l A l B iy A i A i B 31 . . . gleichschenklig sein. 

Setzen wir A X B X — y 0 , JB t 5, — B g £ 8 — • • — a, so folgt ^ 2?,' + B\B t 9 

= -B, 8 — ^, B, J — yj, oder + a s — jfj; ebenso + a" — f| — jfj + 2 a 2 , 
und im allgemeinen jf* « jfo -f w« s . Da = x die Abszisse ist, so folgt: 

(56) = ^ -f za. 

i)tc Endpunkte der y- Werte liegen dalier auf einer Parabel. 



-o. 




Fig. 4. 



Wenn die Endvertikale y 0 = 0, so ist die Gleichung der Parabel 
(57) y* = na 1 = zu. 



Hieraus erstellt man, daß mit dem Wachsen von a auch die PfeiUtöhe 
der Parabel wäciist. Für die Mitte des Tragen aber trifft dies wieder nicht 
zu. Für diese Stelle ist nämlich (siehe Fig. 4) 



(58) 



EA» k = 2[- ( Ps + tf)cotg/3' - (e, + <r)cotg«' - (?, + <r)cotg«; 



~ (ft -ft)cotgjj;]- 
Nehmen wir wieder angenähert q x = ^ an, so folgt: 

EA» k 2fo + <r)(cotg£' + cotg«,'). 

Da 0' durch y k _ x schon festliegt, wird A & k und damit auch um so 
kleiner, je größer a x wird. 
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Anwendungen der Massenreduktionen nach Reye und nach Poinsot. 

Von R. Skutsch. 

Zwei Massensysteme heißen nach Reye 1 ) äquivalent hinsichtlich ihrer 
Trägheitsmomente, wenn die letzteren für jede Ebene des Raumes den 
gleichen Wert haben. Die Massensysteme haben dann auch gleiche Schwer- 
punktslage und gleiche Masse. Unter dem Einfluß gleicher oder statisch 
äquivalenter 8 ) Kräftesysteine — also nach vorstehendem auch ihres Gewichts — 
und gleichen Bedingungen unterworfen, führen sie die gleichen Bewegungen 
aus und für die Bestimmung etwaiger Reaktionen haben die nämlichen 
Gleichungen Geltung. 

Jeder starre Körper läßt sich nach Reye durch mindestens 4 Massen- 
punkte äquivalent ersetzen, und zwar liegen dieselben in den Ecken eines 
beliebigen Antipolartetraeders zum Culmannschen Zentralellipsoid. Wird 
der Körper zur ebenen Scheibe, so wird eine Achse dieses Ellipsoids Null, 
und es genügen zum Ersatz schon 3 Massenpunkte in den Ecken eines 
beliebigen Antipolardreiecks zur Culmannschen Zentralellipse. 

Daß Reye sehe Äquivalenzen, wie Routh 9 ) bemerkt, oft mit Vorteil 
angewendet würden, den gegebenen Körper mit einem anderen zu vertauschen, 
dessen Bewegung sich leichter finden läßt, scheint die Literatur nicht zu 
bestätigen. Routh selbst gibt — in auffallendem Gegensatz zu dem Reich- 
tum an Beispielen äquivalenter Systeme im Kapitel ^Trägheitsmomente" — 
nur 2 ziemlich dürftige dynamische Anwendungen des Scheibenersatzes und 
diese merkwürdigerweise in dem Kapitel von der ebenen Bewegung, trotzdem 
„eigentlich" kein Fall ebener Bewegung vorliegt und bei solcher, wie wir 
sehen werden, die Reye sehe Äquivalenz überhaupt ihre Bedeutung völlig 
verliert. Von räumlichen Anwendungen wüßte ich in der Tat nur den 
Ersatz des symmetrischen Kreisels durch 4 Massenpunkte nach Poggendorff 
und Koppe anzuführen. Da Herr Koppe 4 ) eine rotierende Scheibe — 
von gleichen Hauptträgheitsmomenten — betrachtet, so nimmt er die 4 
Punkte selbstverständlich in der Scheibenebene an und zwar gleichmäßig 
verteilt auf dem Umfang eines Kreises, der den polaren Trägheitshalbmesser 
j der Scheibe zum Halbmesser hat, und jeder Massenpunkt erhält den vierten 
Teil der gesammten Scheibenmasse m. Es bedeutet aber kaum eine Komplikation 
der Betrachtung, wenn man der Schwungmasse auch noch ein endliches 
Trägheitsmoment mi J inbezug auf die zur Kreiselachse senkrechte Schwer- 
ebene zuschreibt. Man braucht dann nur noch einen fünften Massenpunkt 
im festen Punkte A der Kreiselachsc, der den Schwerpunktabstand o habe, 
anzunehmen, die vier übrigen aber nunmehr in der Antipolarebene zu A, 

d. h. in der Entfernung von der Schwerebenc. Von der Masse m entfällt 



1) Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 1865. Bd. X S. 433. 

2) Zwei Kräftesysteme beißen äquivalent oder besser statisch äquivalent, wenn 
jedem von ihnen ein und dasselbe Kräftesvstem Gleichgewicht hält, s. z. B. Somoff, 
Statik II S. 323. 

3) Dynamik der Systeme starrer Körper I, 1898, S. 136. 

4) Zeitschr. f. d. phys. u. ehem. Unterr. IV. Jahrgang, 1890/91, S. 75. 
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der Bruchteil ^i^j^i * »» auf den festen Punkt, der Rest auf die übrigen 
4 Mass enpunkte, die infolgedessen nunmehr auf einem Kreis vom Halbmesser 

. j anzunehmen sind. 

o 

Bei der Bewegung einer trägen Scheibe in ihrer Ebene 1 ) kommen nur 
die Trägheitsmomente um Achsen senkrecht zur Scheibe, d. h. die polaren 
Trägheitsmomente, in Betracht. Infolgedessen genügt hier nach einer ge- 
legentlichen Bemerkung von Poinsot*), die nie beachtet worden zu sein 
scheint, eine viel einfachere Äquivalenz, die ich im Gegensatz zu der Rey eschen 
die Poinsotsche nennen will. Die polaren Trägheitsmomente zweier Scheiben 
stimmen nämlich offenbar überein, sobald es die Masse m und die polaren 
Trägheitsmomente mi* um den Schwerpunkt tun und die Schwerpunkte 
zusammenfallen. Man kann also z. B., da vier Bedingungen zu erfüllen 
sind, eine träge Scheibe durch 4 Massenpunkte ersetzen, deren Lage man 
willkürlich angenommen hat. Diesen Weg schlägt neuerdings Herr Witten- 
bauer') ein, um z. B. die Massenwirkung der Pleuelstange beim Kurbel- 
trieb graphischer Behandlung zugänglich zu machen. Es kommt in solchem 
Fall, wo mehrere Scheiben gelenkig aneinander hängen, nicht auf weitgehende 
Beschränkung der Ersatzpunkte an der einzelnen Scheibe an, da die Ver- 
legung von Massenpunkten nach den Gelenken den Vorteil mit sich bringt, 
daß die Punkte schließlich doch paarweise zusammenfallen. Nach Poinsot 
kann man freilich jede beliebige Scheibe schon durch zwei Massenpunkte 
m t und in, ersetzen und dabei sogar noch die Lage des einen von ihnen 
willkürlich annehmen. Der zweite muß dann selbstverständlich auf der 
durch den ersten bestimmten Schwerachse liegen und zwar auf der andern 
Seite des Schwerpunktes S. Bezeichnet man ihre Schwerpunktsabstände 
mit a und £>, so muß zunächst sein 

m, (« + b) = >»«; w> = „, ^ ^- • 

Das Trägheitsmoment der beiden Massenpunkte inbezug auf den Schwer- 
punkt ist 

Da dies gleich wi J sein soll, so hat man 

ab = i 8 . 

Die beiden Punkte liegen also invers inbezug auf einen Kreis mit 
dem Halbmesser i und dem Mittelpunkt S. Die so oinfache Erkenntnis von 
der gegenseitigen Lage dieser beiden Reduktionspunkte und der Verteilung 

1) Auf welche Körpersysteme die folgenden Betrachtungen anwendbar sind, 
bleibe hier nnerörtert. Jedenfalls gehören dazu alle solchen, welche eine Symmetrie- 
ebene parallel zur Ebene der Bewegung haben, d. h. die überwältigende Mehr- 
zahl der technischen Konstruktionen. 

2) LiouvUles Journal 1857, Sur la percussion des corps S. 294. 

3) Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 1904. Bd. 60, S. 67. Auch Herrn W ittenbauer 
scheint die Poinsotsche Bemerkung unbekannt geblieben zu sein. 
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der Masse auf sie führt zu außerordentlich anschaulichen Lösungen der ein- 
schlägigen Aufgaben. 

Schon Poinsot leitet die reduzierte Pendellänge des physischen Pendels 
daraus ab. Legt man nämlich den einen Reduktionspunkt in den Auf- 
hängungspunkt, dessen Entfernung vom Schwerpunkt a sei, so liegt der 

andere in der Entfernung ~ unter dem Schwerpunkt. Da der erstere als 

ruhend auf die Bewegung keinen Einfluß hat, so wird das physische Pendel 

zum mathematischen mit der Pendellänge a -j- - • 

Die Reaktionen an der Aufhängungsachse des physischen Pendels sind 
in der technischen Mechanik für die Berechnung der Glockenstühle wichtig. 
Die Formeln von Kopeke und Keck für diese Kräfte wurden von Herrn 
Schupmann 1 ) durch ein schönes Diagramm der Auflagerdrucke ergänzt 
Die bisher gegebenen, nicht gerade übersichtlichen Ableitungen können ver- 
mittels Poinsotscher Massenreduktion ganz erheblich vereinfacht werden. 
Unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen haben wir in den Aufhängung»- 

punkt den Bruchteil -y-y t m der Glockenmasse m zu legen, im Schwingung« 

" a« 4- i* 

mittelpunkt aber, d. h. im Abstand —~ von der Aufhängung die Masse 

,°. -, m anzunehmen. 

Den Auflagerdruck kann man aus zwei Komponenten zusammensetzen, 
deren eine, von m l herrührend, unveränderlich gleich m t g und senkrecht 
abwärts gerichtet ist, während die zweite, der Auflagerdruck des mathe- 
matischen Pendels mit der Masse m,, noch zu bestimmen ist. 

Ein mathematisches Pendel von der Masse m t und der Länge l schwinge 
bis zu einem Winkel y über der Horizontalen aus. Im Augenblick, wo es sich 
um den Winkel <p unter der Horizontalen befindet, ist seine lebendige Kraft 
bzw. die von der Schwerkraft geleistete Arbeit 

n \t = m<t gi (sjn 9 -f- siny). 

Die Auflagerkraft, die beim mathematischen Pendel selbstverständlich 
in die Richtung des Pendels fällt, setzt sich zusammen aus der Zentrifugal- 
kraft und der in die Pendelrichtung fallenden Komponente m^g sin <p 

der Schwerkraft, sie ist also 

2 rn^g (sin <p -f- sin y) m t g sin <p = m i g (3 sin <p + 2 sin y). 
Trägt man ihre Werte von einem Pol 0 aus auf den einzelnen Pendel- 
richtungen ab, so erhält man ein Diagramm der Auflagerkräfte des mathe- 
matischen Pendels und zwar der Gleichung zufolge in Gestalt einer Pas calschen 
Schneckenlinie. Die Auftragung gestaltet sich sehr einfach, da die Endpunkte 
der von 0 aus zunächst abzutragenden Strecken 3 m^g sin <p auf einem durch 
0 gehenden Kreis liegen und der zweite positive oder negative Summand 
2m^g sin y unveränderlich ist. 

1) Deutsche Bauzeitung 1876, S. 426. Eine sehr saubere Zeichnung des 
Schupmannschen Diagramms hat Herr Kohfahl in der Ztsch. d. Ver. Deutsch, 
lug. 1904 geliefert. 
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Dieses Diagramm gilt aber nach obigem auch für das physische Pendel, 
nur daß hier noch die vertikale Komponente m x g hinzuzufügen oder mit 
andern Worten der Auflagerdruck nicht vom Pol 0 aus, sondern von einem 
in der Entfernung m i g senkrecht darüber liegenden Punkt zu messen ist. 

Nach der vorstehenden Darstellung erscheint es nicht gerade glücklich, 
wenn z.B. Autenrieth 1 ) vorschlägt, sich die ganze Masse des Pendels im 
Schwingungsmittelpunkt vereinigt zu denken. Will man überhaupt den 
Schwingungsmittelpunkt als Reduktionspunkt auffassen, so ist es nur einer 
von zweien, der zweite liegt im Aufhängungspunkt, und die Gesammtmasse 
ist nach bestimmtem Verhältnis auf beide verteilt zu denken. 

Ein im Schwingungsmittelpunkt eines physischen Pendols befindliches 
M a.ssenelement u, bewegt sich so, als ob es von den übrigen Massen- 
elementen unabhängig und nur an seine Bahn gebunden wäre. Infolgedessen 
muß seine in die Bahntangente fallende Schwerkraftkomponente dauernd 

mit der Massenkraft — fi ^- im Gleichgewicht sein. Für alle andern 

Massenelemente dagegen trifft dies, wie leicht zu bestätigen, nur in dem 
Augenblick zu, in welchem sie einen durch den Schwingungsmittelpunkt 
und durch den Aufhängungspunkt gebenden Kreis passieren, dessen Mittel- 
punkt mit letzterem in einer Höhe liegt. 

An der im Jahre 1H75 im Kölner Dom aufgehängten Kaiserglocke zeigte 
sich die eigentümliche Erscheinung, daß der Klöppel relativ zur Glocke 
sich gar nicht bewegte, sondern stet» in der Mittellinie derselben verharrte. 
Herrn Veitmann') gelang es alsbald, das seither allgemein bekannt 
gewordene „Problem von Glocke und Klöppel" zu lösen; er stellte die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art in den Koordinaten <p 
und qp, , den Elongationen der Glocke und des Klöppels, auf und fand 
das Kriterium für das Versagen der Glocke, indem er <p setzte. Über 

die Diskussion des Sonderfalles <jp — q> t haben aber auch die aufgestellten 
Differentialgleichungen, soweit endliche Schwingungen in Betracht kommen, 
nicht hinausgeführt, und in das Wesen dieses Sonderfalls gewähren die 
vorstehenden Betrachtungen einfacheren, aber zugleich auch noch tieferen 
Einblick. 

Wir nennen zur Abkürzung den Klöppel Pi, die Glocke P u , A\ den 
Aufhängungspunkt von Pi und das System, welches entsteht, wenn Pi 
in A\ statt gelenkiger Aufhängung steif mit Pu verbunden wäre Pj t n- Der 
kritische Fall der Massenverteilung kann offenbar dadurch definiert werden, 
daß beim Schwingen des Systems P l<n in der Befostigungsstelle Ai des 
Klöppels kein biegendes Moment auftritt. Einen allgemeinen Ausdruck für 
dieses Moment gestattet die Poinsotsche Reduktion der Klöppelmasse sofort 
hinzuschreiben. Da m x mit A\ zusammenfällt, so kann das Moment nur 
von der im Schwingungsmittelpunkt von Pi vereinigt zu denkenden Masse 
niy herrühren. Ist / ihre Entfernung von Ai, v ihre augenblickliche Geschwin- 
digkeit und cc der augenblickliche Ausschlag von i'i.n, so ist das fragliche 



Moment 




1) Technische Mechanik 8. 4S&. 

2) Dingler« Polytecbn. Journal 1876 S. 481. 
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Nach den obigen Ausführungen kann aber dieser Ausdruck dauernd 
nur dann gleich Null sein, wenn sich tn, im Schwingungsmittelpunkt von 

befindet, d. h. es muß hierzu der Schwingungsmittelpunkt von Pi mit 
dem von Pi, n zusammenfallen. 

Herr Veit mann hatte, wie das seine Methode naturgemäß mit sich 
brachte, nur die Abmessungen der Massensysteme Pi und Pn in die Rechnung 
eingeführt. Zwischen diesen Abmessungen besteht aber im kritischen Fall durch- 
aus keine übersichtliche Beziehung, und nur der Umstand, daß die Masse des 
Klöppels sehr klein gegen die Masse der Glocke ist, ermöglichte ihm schließlich 
eine einfache Formulierung, und zwar die, daß der Schwingungsmittelpunkt 
von Pi ntüiczu mit dem von P it zusammenfallen müsso. Die hier vorgeführte 
Betrachtung liefert dagegen das völlig neue Ergebnis, daß der Schwingungs- 
mittelpunkt von Pi genau mit dem von P lt n zusammenfällt, also natürlich 
bei verhältnismäßig leichtem Klöppel auch annähernd mit dem von Pjt. 
Selbstverständlich liegt zwischen Herrn Veitmanns Endformel und der hier 
mitgeteilten Beziehung nur eine elementare Umrechnung, aber die Möglichkeit, 
Herrn Veitmanns Endfonnel so sehr viel eleganter zu gestalten, ist eben 
bisher nicht erkannt worden. Es mag auch betont werden, daß die neue Be- 
trachtungsweise sich im Gegensatz zu der V eltma ansehen ohne Komplikation 
auch auf mehrfache Pendel anwenden läßt. Hängt Pi an Pu, Pn »an Pm 
und so fort, und verwandelt man alle Aufhängungen in starre Befestigungen, 
so müssen für den kritischen Fall die biegenden Momente in allen diesen 
Befestigungsstellen verschwinden. Das ist aber nur möglich, wenn der Reihe 
nach der Schwingungsmittelpunkt von Pi zusammenfallt mit dem von Pi, u, 
dieser mit dem von Pj, n, X \i und so fort. 

Über die einer ebenen Scheibe durch Momentankräfte erteilte Bewegung 
liefert die Poinsotsche Reduktion ebenfalls Aufschluß in anschaulichster 
Form. Es handelt sich hier zunächst um die Zuordnung von Impuls und 
Momentanpol, ferner um die Feststellung der durch einen gegebenen Impuls 
hervorgerufenen Winkelgeschwindigkeit der Scheibe. Man fälle vom Schwer- 
punkt H der Scheibe das Lot auf den Impuls, dessen Fußpunkt A als erster 
Reduktionspunkt diene. Dann liegt der zweite mit AS = a auf dem näm- 
lichen Lot in der Entfernung ~ jenseits des Schwerpunktes. Nun können 

die Geschwindigkeiten von A und B jedenfalls nur die Richtung des Impulses 
haben, weil sich sonst bei rechtwinkliger Zerlegung die Summe der Bewegungs- 
größen senkrecht zum Impuls von Null verschieden ergeben müßte; der 
Punkt B kann aber andrerseits auch keine Geschwindigkeitskomponente 
senkrecht zu AB haben, weil sonst die Momentensumme der Bewegungs- 
größen inbezug auf A nicht verschwände. B ist also Momentanpol, während 

vi i * 

die in A befindliche Masse , t . ^ die gesamte Bewegungsgröße des Impulses 

enthält, ein Umstand, der natürlich sofort die Geschwindigkeit von A und 
damit die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe hinzuschreiben gestattet. 

Diese Beziehungen sind zu einfach, als daß ihre Ableitung Gelegenheit 
bieten könnte, die durch Poinsots Reduktion erreichbaren Vorteile ins Licht 
zu rücken; das nachstehend bebandelte Beispiel dürfte dazu geeigneter sein. 

Bereits Poinsot hatte die Reduktion benützt, um die Bewegung einer 
ebenen Scheibe zu ermitteln, mit der plötzlich ein Massen punkt gekoppelt 
wird. Diese Aufgabe kann als ein Sonderfall der folgenden angesehen werden: 
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Zwei koraplatiar bewegte ebene Scheiben werden plötzlich mit einander 
fest verbündet). Die Bewegung nach der Koppelung ist zu ermitteln. 

Es gelingt leicht, die beiden Scheibeu auf zwei zusammenfallende 
Punktepaare zu reduzieren. Errichtet man nämlich in den Schwerpunkten 
der beiden Seheiben S und T auf ihrer Verbindungslinie Lote i und j von 
der Länge der Trägheitshalbmesser, so findet sich leicht auf ST der Mittel- 
punkt eines Kreises, der durch die Endpunkte von i und j hindurchgeht. 
Die beiden Schnittpunkt* A und B diese« Kreises mit ST haben offenbar 
die Eigenschaft, daß 

AS-SB-i*, ATTB-f, 

sie können also gleichzeitig zur Reduktion der ersten, wie der zweiten, also 
natürlich auch der durch die Koppelung entstehenden neuen Scheibe ver- 
wendet werden, und es mögen dabei auf die Punkte A und B von der 
Masse der ersten Scheibe die Teile m, und »n^, von der der zweiten die 
Teile m, und r^, von der durch die Koppelung entstehenden Scheibe also 
die Teile m, -f- m, und tu, + n 9 entfallen. 

Zerlegen wir jetzt den Impuls der ersten Scheibe vor der Koppelung in 
zwei Komponenten m l v l und tn^ v t senkrecht zu AB und eine dritte (m, -(- »4) v 
in Richtung von AB y ebenso den der zweiten Scheibe in die drei Kom- 
ponenten «i «fj, w, tf,, (n, + »J,j if, so ergeben sich die entsprechenden 
Impulskomponenten für die durch die Koppelung entstehende Scheibe durch 
Addition beziehentlich zu im, t>, + »*, to x , v t -j- Mg w 8 , (»m, t»j) v + 
(*, + Ii,,) w und die betreffenden Geschwin^igkeitskomponenten sind 

c _ '"i l 'i + "i " i c — «4 »i «>, . 

c = K + r -f (n, -f *„) w 
m, + m, -f », + «, 

Mögen noch die Worte hier Platz fiuden, mit welchen Poinsot selber 
für seiue Massenreduktion und ähnliche Betrachtungen eintritt: 

L'esprit humain ne s'avanee guere qu'a l'aide de ces idees plus simples, 
ou de ces instruments plus commodes, quil imagine et qu'il manie, pour 
ainsi dire, avec plus de facilite. 



Bemerkung zu dem Vortrage „Üher eine quadratische Kongruenz". 

Von P. Zühlke. 

Einer gütigen Mitteilung des Herrn Lampe verdanke ich die Kenntnis 
der Tatsache, daß die in meinem Vortrage vom 14. Dezember 1904 be- 
handelte Kongruenz bereits 1814—1815 untersucht worden ist. In Gergonnes 
Annalen t. V, p. 220 findet sich unter den gestellten Aufgaben auch die 
Frage nach den Zahlen, in deren sämtlichen Potenzen die n letzten Ziffern 
der Reihe nach dieselben sind wie die n letzten Ziffern der ursprünglichen 
Zahl. Die Aufgabe wird in den drei a. a. 0. S. 305) — 327 abgedruckten 
Lösungen (Tedenat, Francais, Gergonne) reduziert auf die Frage nach 

BiUuugtborlclit» d Herl. M>U>. 0«« IV 5 
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allen n-siffrigen Zahlen, tn deren Quadraten dir n letzten Ziffern wieder die 
ursprüngliche Zahl bilden; diese Frage wird ausführlich beantwortet. Da sich 
die von mir vorgetragene elementare Lösungsart von der in Tedenats 
Antwort benutzten Methode nur wenig unterscheidet, so soll die oben 
(S. 10 dies. Jahrg.) angekündigte Publikation als zwecklos unterbleiben. 

Auf die Stelle in Gergonnes Annalen ausdrücklich aufmerksam zu 
machen, erscheint mir im Interesse einer endgültigen, historischen und sach- 
lichen Erledigung der Aufgabe um so notwendiger, als die genannte Stelle 
trotz ihres beträchtlichen Umfanges bisher gänzlich unbeachtet geblieben 
zu sein scheint; sie wird weder in den oben S. 10 angeführten, noch in 
den von Herrn Meißner im Arch. d. Math. u. Phys. (3) 8, 1905, S. 332 
mitgeteilten Arbeiten, die sämtlich erheblich später erschienen sind, erwähnt. 
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Herausgegeben vom Vorstande der Gesellschaft. 
35. Sitzung am 31. Mai 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 25 Herren. 

Der Antrag des Vorstandes, daß die nach dem 1. April eintretenden 
Mitglieder, soweit sie in Berlin und den Vororten wohnen, für das laufende 
Gesellschaftsjahr nur die Hälfte des Jahresbeitrags zu entrichten haben, 
wird angenommen. 

Herr Salkowski: Zur Bestimmung solcher Raumkurven, für welche 
zwischen Krümmung, Torsion und Bogenlänge eine gegebene Gleichung be- 
steht (s. u.). 

Herr Hessenberg: Neue Begründung der Sphärik (s. u.). 
Fortsetzung der Diskussion über den von Herrn S kutsch in der letzten 
Sitzung gehaltenen Vortrag. 

36. Sitzung vom 28. .Toni 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 26 Herren. 

Herr Fleck: Über Darstellung ganzer Zahlen als Summen von positiven 
Kuben und von Biquadraten ganzer Zahlen. 

Herr Rothe: Über das Problem der Bekleidung einer Fläche mit einem 
biegsamen, unausdehnbaren Netz. 



Mechanische und elektrische Masse. 

Von H. Reißner. 

Zu dem auf S. 23 — 39 dieses Jahrg. der Sitzungsberichte d. Beil. 
Math. Ges. unter dem obigen Titel veröffentlichten Vortrag ist in bezug auf 
den letzten Abschnitt, der von der „Fortpflanzung von Störungen" im Äther 
handelt, eine Berichtigung nachzutragen, die Verf. um so lieber anbringt, 
als sie den Ergebnissen der Arbeit eine größere Abrundung und Ungezwungen- 
heit verleihen dürfte. 

Auf S. 23 der Einleitung findet sich die Behauptung, daß eines der 
Hilfsmittel zur Erfüllung der Forderungen der Abhandlung die notwendige 
Hypothese sei, daß zwar für die statischen Kräfte zwischen Massen die 
Zustandsanderung des Zwischenmediums isozyklisch, dagegen für die schnellen 
Feldänderungen des Lichtes adiabatisch sei. Diese Hypothese ist jedoch 
nicht notwendig, und es läßt sich zeigen, daß die Fortpflanzung von Störungen 

SiUungtheriohte d. B«rl. Math. Qm. IV. 0 
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im Ätfier nach denselben Gesetzen (den Maxwellschen elektromagnetischen 
Grundgleichungen) erfolgt, sowohl wenn die Zustandsänderung des Äthers 
adiabatiscJi , als auch wenn dieselbe isozykliscJt vor sich geht. 

Der Irrtum des Verf., daß jeno Hypothese notwendig sei, rührt von 
einem falschen Ansatz des Hamiltonschen Prinzips her. Das Hamiltonsehe 
Prinzip lautet bekanntlich: 

Die Variation des Zeitintegrals der Summe von kinetischer Energie 
und Kr&ftefunktion zwischen festen Endlagen soll verschwinden, wenn ent- 
sprechende Lagen der variierten und der unvariierten Bahn zu denselben 
Zeiten durchlaufen werden. 

Nun stimmt aber nicht nur die kinetische Energie der Parameter in 
beiden Fällen der verschiedenen Zustands&nderungen üborein, sondern auch 
die Kräftefunktionen haben in den Parametern und Konstanten ausgedrückt 
völlig übereinstimmende Werte und zwar aus folgenden Gründen: 

Auf S. 29 u. 37 meines Vortrags ist darauf hingewiesen, daß die 
Energien der zyklischen Bewegung in den Fallen adiabatischer und isozykli- 
scher Zustandsänderung sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, da 
man sie unter Vernachlässigung kloincr Größen in der Form schreiben darf: 

dT u . ~ ? f T (' r 0 -<£*)• 

Hertz 1 ) zeigt nun, daß die Kräftefunktion der adiabatischen Bewegung gleich 
der Abnahme der Energie der zyklischen Bewegung, diejenige der iso- 
zyklischen Bewegung gleich der Zunahme der Energie zu setzen ist. Aus 
dieser und der vorhergehenden Bemerkung folgt sofort, daß die beiden 
Kräftefunktionen miteinander übereinstimmen. 

Da also sowohl kinetische Energio der Parameter als auch Kräfte- 
funktion in beiden Fällen identisch sind, muß das Hamiltonsehe Prinzip 
für beide Arten der Zustandsänderung auch dieselben Bewegungsgleichungen 
liefern, und diese sind, wie wohl zuerst Fitz-Gerald 8 ) abgeleitet hat, die 
Maxwellscheu elektromagnetischen Grundgleichungen. 

Die Übereinstimmung des Hamiltonschen Prinzips mit seinem System 
der Mechanik hat Hertz allerdings nur für adiabatische Systeme bewiesen, 
indem er die von Hamilton verlangte Variation bei festgehaltenen End- 
werten aller, auch der zyklischen Koordinaten, in eine solche mit fest- 
gehaltenen zyklischen Momenten verwandelte. 8 ) An das Auftreten konser- 
vativer Systeme mit isozyklischer Bewegung hat Hertz offenbar nicht ge- 
dacht, sonst hätte er wohl darauf hingewiesen, daß das Hamiltonsehe 
Integral bei isozykiischer Bewegung mit dem Zeitintegral der gesamten 
kinetisch vorgestellten Energie und also mit dem Inhalt seines Grundgesetzes 
identisch ist. 4 ) Denn einesteils ist die Summe von kinetischer Energie der 



1) Hertz, Princ. § ß66, S. 241. 

2) Fitz-Gerald, Scientific writingß ll»02, S. 45 ff L. ßo Hz mann, Vor- 
lesungen über die Maxwel lache Theorie Bd. II. 

3) Hertz, Princ. § 628, S. 263. 
4; Hertz, Princ. § 3ö«, S. 177. 
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Parameter und Kräftefunktion bei isozyklischer Bewegung bis auf eine 
Konstante mit der Gesamtenergie übereinstimmend, andererseits ist die Un- 
verrückbarkeit der Grenzen durch die Vorschrift konstanter zyklischer Ge- 
schwindigkeit von selbst erfüllt, 

Allerdings scheint es zunächst, als ob das isozyklische System kein 
freies sei, für das allein ja das Hertzsche verallgemeinerte Trägheitsgesetz 
gilt, weil auf die Grenzen des Systems äußere Kräfte wirken müssen, um die 
zyklischen Geschwindigkeiten konstant zu halten. Man braucht jedoch auf 
die zyklischen Koordinaten im Unendlichen keine Kräfte wirken lassen und 
wird dennoch die Bedingung des Lsozyklismus mit unendlich großer An- 
näherung erfüllen, wenn die Feldintensitäten im Unendlichen in der von 
der Potentialtheorie verlangten Weise verschwinden. Unter dieser Bedingung 
darf also das isozyklische System wie ein freies behandelt und das Hertz- 
sche verallgemoinerte Trägheitsgesetz auf dasselbe angewendet werden. 

Eine weitere Zusatzbemerkung betrifft Nr. 3 der Ergebnisse auf S. 23. 
Es war dort, sowie auf S. 3fi Gl. (14) ein bestimmtes Verhältnis von 
Masse und Durchmesser des Massenatoms gefordert worden, damit die Pro- 
portionalität zwischen träger und gravitierender Masse gewahrt bleibe. Eine 
solche Beziehung für das Massenatom ist nicht notwendig, wenn schon bei 
den einzelnen Ladungen, aus denen sich die ponderable Materie zusammen- 
setzt, das von der Elektronentheorie verlangte Verhältnis zwischen Ladung 
und Durchmesser besteht, sodaß Gl. (14 a) S. 39 keine notwendige Beziehung 
darstellt, sondern nur die auch von der Elektronentheorie geforderte Be- 
ziehung S. 36 unten „ 

m = C« r 6* 

IX 

für die reine Elementarladung gelten muß, die sich auch in der Form 
schreiben läßt: 

m - 5 nyto* • r a - 1,68 • 10 w r a . 

Zum Schluß möchte Verf. noch erwähnen, daß ihn außer den auf 
S. 23 u. 39 angeführten Schriftstellern zu der Abfassung des vorliegenden 
Aufsatzes ganz besonders das Referat von Drude 1 ) über Fernwirkungen, 
die Heavisi deschen Analogien*) zwischen Gravitation und Elektromagnetismus 
und das Referat von Zenneck 8 ) über Gravitation angeregt haben. 

Außerdem stehen öftere Gespräche des Verf. mit Herrn A. Wohl in 
Beziehung zu seiner Arbeit, Z. B. stammt von Herrn A. Wohl die durch 
chemische Gesichtspunkte gestützte Bemerkung, daß die Gleichgewiebtsstellung 
der Moleküle ermöglicht werde durch die Hinderung des Abströmens der 
Energie des Binnenäthers, oder anders ausgesprochen, daß die Ungültigkeit 
des New ton sehen Gesetzes für molekulare Entfernungen herrühre von einer 
veränderten Bedingung der Zustandsänderung des Äthers. 

1) P. Drude, Über Fernwirkuugeu. Ref. f. d. 69. Vera. d. Nat. u. Ärzte 
1897 Wied. Ann. 

2) 0. Heaviside, Electromagnetic Theory. Vol. I, p. 455. 
.'{) Zenneck, Gravitation, Knoyklop. d. math. Wiasensch. 
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Zur Bestimmung aller Raumkurven, für welche zwischen Krümmung. 
Torsion und Bogenlänge eine gegebene Gleichung besteht. 

Von E. Salkowski. 

1. Eine Gleichung 

/•(X, T, S) = 0 

zwischen der Krümmung x, der Torsion x und der Rogenlänge s definiert 
eine Klasse von unendlich vielen Raumkurven. Lie 1 ) hat die endlichen 
Gleichungen dieser Kurven durch Quadraturen gefunden, indem er sich 
imaginärer Restiramungsstücke bediente. Es ist möglich, in einer großen 
Reihe von Fällen die Aufgabe durch reelle Restimmungsstückc zu lösen, 
wenn man dabei eine gewisse geometrische Zuordnung zweier Raumkurven 
zueinander zu Hilfe nimmt. 

2. Es seien y, t die Koordinaten eines Punktes einer Raumkurve, 
x ihre erste, r ihre zweite Krümmung, ds ihr Linienelement, dw der Winkel 
zweier Tangenten, dw' der Winkel zweier Rinormalen in benachbarten 
Punkten. Dann ist 

, v dw _ dw' 

(1 > ds =X ' ds =X - 

Der Kurve y, e) sei eine zweite (A', F, Z) so zugeordnet, daß in 
entsprechenden Punkten die Tangenten einander parallel sind; d.S', A", T sei 
Linienelement, Krümmung und Torsion der zweiten Kurve. Zwischen den 
beiden Kurven bestehen die Gleichungen 

, . dx dX dy _dY_ dz dZ 

W ds ™ dS ' ds ~ dS ' <h ~ dS' 

Da die entsprechenden Tangenten parallel sind, so sind es auch die 
Schmiegungsebenen; die Hauptnonnalen und mit ihnen auch die Rinormalen 
in entsprechenden Punkten sind daher ebenfalls parallel und gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet. Da die Rechnung für den zweiten Fall sich im 
wesentlichen nur durch das Vorzeichen von dem ersten unterscheidet, so sei 
in der Folge immer angenommen, daß die Rinormalen und Haupt normalen 
in entsprechenden Punkten gleich gerichtet sind. Für die zweite Kurve 
haben dann dw und dw' dieselbe Redcutung wie für die erste; es ist 
daher: 

Aus den Gleichungen (l) und (3) folgt unmittelbar 
(4) %ds = KdS, xds = TdS 

und hieraus: 

fr\ x K 

1) S. Lie, Uestimmung aller Kaumkurven, deren Krümmungsradius, Toreions- 
radius und Bogenlänge durch eine beliebige Helatiou verknüpft sind. Christian ia 
VidenskabH-SeUkabet« Forhaudlinger Nr. )0. 6 S. 
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d. h.: Sind zwei Raumkur een so aufeinander bezogen, daß in entsprecfienden 
Punkten ihre Tangenten parallel sind, so ist das Verhältnis von Krümmung 
und Torsion bei bilden Kurven dassdbe. 

Diese Beziehung ist schon von Herrn N. J. Hatzidakis 1 ; aus den 
Frenetschen Formeln durch Rechnung hergeleitet worden. 

Aus (2) und (4) ergeben sich die Gleichungen: 

xdx^KdX, zdx=TdX, 

(6) xdy-KdY, xdy=TdY, 

xdz = KäZ, xdz = TdZ. 

3. Alle Kurven, welche in entsprechenden Punkten mit einer gegebenen 
Kurve (x, y, z) parallele Tangenten besitzen, können durch Quadraturen 
gefunden werden. Setzt man nämlich 

JT-9>(ä), 

wo <jp(ä) eine beliebige Funktion von s bedeutet, in das erste System der 
Gleichungen (6) ein, so ergeben sich X, Y, Z. 

Dies Problem ist übrigens identisch mit der schon seit langem er- 
ledigten Aufgabe, alle Kurven zu bestimmen, die eine gegebene sphärische 
Indikatrix der Tangenten besitzen. 8 ) Dabei versteht man unter der sphäri- 
schen Indikatrix die Kurve, die dadurch entsteht, daß man durch den An- 
fangspunkt der Koordinaten zu den Tangenten der Kurvo die Parallelen 
zieht und diese Linien mit der Einhcitskugel zum Schnitt bringt. Offenbar 
haben alle gesuchten Kurven die durch die gegebene Kurve bestimmte 
Indikatrix. 

4, Den Kurven einer Kurvenklasse, die durch ihre natürliche Gleichung 

(7) /•(*, r, s) - 0 

definiert ist, kann man jede Kurve des Raumes durch parallele Tangenten 
zuordnen. Eine Ausnahme bilden, wie aus Gleichung (5) leicht ersichtlich 
ist, die allgemeinen Schraubenlinien 

x 

= const, 

die sich nur einander zuordnen lassen. Diese mögen hier außer Betracht 
bleiben. Es seien (A r , F, £), die Koordinaten eines Punktes einer beliebigen 
Raumkurve, als Funktionen eines Parameters u gegeben. Bildet man dann 
Ä", T y S als Funktionen von w, so kann man aus (7) in Verbindung mit (5) 
x und r als Funktionen von s und u bestimmen: 

(8) x = <p(s, m), t = t|;(.s «). 

Diese Gleichungen, zusammen mit (7) und (4), bestimmen dann in der vor- 
gelegten Klasse diejenige Kurve ( x, y, z), deren Tangenten in entsprechenden 
Punkten zu denen der Kurve (X, Y y Z) parallel sind. Die Bestimmung 

1) N. J. Hatzidakis, Om nogle Konsekvenaer af Frenet's og Brunel'8 Formler. 
Nyt Tidsekrift f. Math. Bd. 13, Nr. 3. 

2^ Vgl. z. B. Scheffers, Ginführung in die Theorie der Kurven. S. 240. 
Leipzig 1U01. 
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dieser Kurve erfordert im allgemeinen die Lösung der gewöhnlichen Differential- 
gleichung 1. Ordnung 

(9) y^^ds-K^du. 

Ist die Lösung dieser Gleichung bekannt: 

(10) s = Z ( M ), 

so findet man die zweite natürliche Gleichung der Kurve durch Elimination 
von u aus (8) und (10), wahrend durch das System (2) ihre endlichen 
Gleichungen, d. h. die Ausdrücke von x, y, z sich mit Hilfe von Quadraturen 
ergeben: 

(11) x=j*^.s'du, y = I s'du> z = j ~ s' du. 

Der Strich bei der Funktionsbezeichnung bedeutet wie üblich dio Ableitung 
nach u. Da zu jeder Kurve (r, f/, *) im Räume unendlich viele mit 
parallelen Tangenten zugeordnet werden können, so erhält man durch die 
Gleichungen (11) alle Kurven der vorgelegten Klasse. 

In einer großen Anzahl von Fällen vereinfacht sich die Gleichung (8) 
so, daß das Problem durch Quadraturen allein gelöst wird. 

Dies sind die Fälle, auf die zu Anfang hingedeutet wurde, in denen 
man die Kurven einer Klasse durch reelle Bestimmungsstücke ausdrücken 
k;inn. Kinige Beispiele dafür mögen hier angeführt werden. 

5. 1) Kurven konstanter Krümmung, bezw. konstanter Torsion. 

Ist 

x = const., bezw. t — const., 
so erhält man aus (6) die Formeln 

x - * J KX'du, bezw. x = -- f TX'du, 

z - * y* KZ' du, * = * j TZ' du. 

Sie sind zuerst von Herrn J. N. Hatzidakis 1 ) mitgeteilt worden. 

2) Die Kurven zu bestimmen, für welche zwischen erster und zweiter 
Krümmung eine gegebene Gleichung 

(12) /t*,t) = 0 
besteht. 

Aus (12) und (5) erhält man x und z als Funktionen von m, so daß 
dio gesuchten Kurven durch die Gleichungen 

x=j*X'du, y^j^Y'du, z—j^Z'du 

1) J. N. Hatzidakis, Über invariante Differentialausdriicke. Joum. f. Math. 
Bd. 104, 8. 101—116. 
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oder durch die gleichbedeutenden * 

x=J?X'du, y^f^Y'du, z=f?Z'du 

dargestellt werden. 

Speziell ergeben sich die Koordinaten eines Punktes der Bertrand- 
schen Kurven 

Ak+ Bt- 1 

in der Form 

x=>f(AK + BT)dX = a( KdX + ßj TdX 
y =j (AK+BT)dY=A Jh'dY + B J TdY 

z=J(AK + BT)dZ = A f Kd Z + B f TdZ. 

Die auf der rechten Seite an erster Stelle stehenden Integrale stellen 
die Koordinaten für einen Punkt einer Kurve konstanter Krümmung, die 
an zweiter Stelle stehenden ebenso von einer Kurve konstanter Torsion 
dar, die mit der ersten in entsprechenden Punkten parallele Tangenten 
besitzt. Aus der Form der Gleichungen ergibt sich der Satz: 

Wenn man die entsprechenden Punkte zweier Haumkurven, von denen 
die eine konstante Krümmung, die andere konstante Torsion besitzt, und 
die Überall parallele Tangenten baben, miteinander verbindet und die Ver- 
bindungsstrecken nach einem beliebigen, aber festgewäblten Verhältnis teilt, 
so liegen alle Teilpunkte auf einer Bertrandschen Kurve. 

An Stelle der Kurven konstanter Krümmung und konstanter Torsion 
kann man in obigem Satze auch allgemeiner zwei beliebige Bertrandsche 
Kurven setzen, die sich durch parallele Tangenten aufeinander beziehen lassen. 

3) Die Kurven zu bestimmen, für die das Verhältnis der 1. und 
2. Krümmung eine bestimmte Funktion des Bogens ist. 

Die gegebene Gleichung laute 

Hieraus und aus (5) erhält man s als Funktion von u und damit jr, z 
nach Ausführung von je einer Quadratur. 

Eine spezielle Klasse dieser Kurven bilden die geodätischen Linien auf 
Kegelflächen, die durch die natürliche Gleichung 

r 

■= ms -f n 

charakterisiert sind, und deren endliche Gleichungen sich demnach in 
der Form 

ergeben. 

4) Die Kurven zu bestimmen, für die 

//(*, r) - f(s) 
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ist. Dahei bedeutet H eine homogene Funktion von der Ordnung X. 
Dann ist 



wobei F eine aus H in bestimmter Weise hervorgehende Funktion bedeutet. 
Nach (5) ist: 

*■(-;-) 

und daraus ergibt sich 

Vi 

* - M 
qp(tt) 



so 



daß auf Grund von (4) s durch eine Quadratur als Funktion von u 
bestimmt werden kann. Dio Gleichungen (2) ergeben dann x, y, e durch 
weitere Quadraturen. 

Spezielle Falle unserer Annahme sind die Gleichungen x = f(s), bzw. 

x = r (•). 

Daß das Verfahren auch dann vielfach zum Ziele führt, wenn die 
Kurvenklasse durch eine Differentialgleichung definiert ist, möge das folgende 
Beispiel zeigen. 

5) Die sphärischen Kurien sind durch die Differentialgleichung bestimmt 



x d 



Eine beliebige Baumkurve ( X, Y, Z) bestimmt eine sphärische Kurve 
mit parallelen Tangenten (x, y, z) durch die Gleichungen (4) und (6). 

SebtBan ras -d*, 

so ist da das Bogenelement einer Kurve konstanter Torsion 1 , die mit x 
durch die Beziehung 

1 + -"- - o 



verbunden ist. Hieraus ergibt sich 

l 



^ = Asiua -f- jBcoscj, 
oder wenn man 

A B 

... = cos«, , - = sin« 

Va>+b> + 

einführt, 

* - VA*~+B* sin (a + «). 

Aus der Bedeutung von <s folgt, daß « ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit gleich Null gesetzt werden darf, so daß 



l = YA* + B'si 



sintf 
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wird. Der Radius R der Kugel ergibt sich aus der Gleichung 

Ii'- 



es ist also 
Damit wird 



' + 1 (-)* 

X* + T» \dsj> 



1 r> 

- : R = sin a , 
x 



in Worten: 

Das Verhältnis des Krümmungsradius einer sphärischen Kurve zum 
Radius der Kugel ist gleich dem Sinus der Rogenlänge einer Kurve von der 
konstanten Torsion i, welche mit der spiiärischen Kurve in entsprechenden 
Punkten parallele Tangenten hat. 

Der Bogen a ist demnach gleich dem Winkel, den der Kugelradius 
nach einem Kurvenpunkte mit der Krümmungsachse dieses Punktes bildet. 

Die endlichen Gleichungen der sphärischen Kurve ergeben sich in 
der Form: 



R 



lj KsinadX, y = rJ Ksixusd F, i = rJ KsinodZ. 

6. An Stelle der benutzten Zuordnung von Raurakurven zueinander 
durch parallele Tangenten kann man zur Bestimmung der endlichen Glei- 
chungen von Kurvenklassen mit wesentlich gleichem Erfolge andere Ver- 
wandtschaften setzen, wenn diese einfache Beziehungen zwischen den Be- 
stimmungsstücken der Kurven von der Art der Gleichungen (4), (5) und (tf) 
ergeben. Beispielsweise könnte man diejenigen Kurven suchen, deren Tan- 
genten in jedem Punkte den Binormalen einer gegebenen Kurve parallel 
sind. An Stello der Gleichung (5) tritt dann die folgende 

x . T 
7~ K ' 

Die zu integrierenden Punktionen nehmen dann andere Formen an, die 
im einzelnen Falle vielleicht den von uns erhaltenen vorzuziehen sind. 



Nene Begründung der Sphärik. 

Von Gerhard Hessenberg. 

Die Aufgabe, die nichteuklidischen ebenen Geometrien mit ausschließlicher 
Benutzung ebener Axiome, also ohne räumliche Betrachtungen, elementar 
zu begründen, ist unlängst von Herrn Hilbert für den Fall negativen 
Krümmungsmaßes gelöst worden, und zwar zugleich mit Vermeidung des 
archimedischen Axioms. 1 ) Der Vortragende hat den Fall positiver Krümmung 
in einer demnächst in den Mathematischen Annalen erscheinenden Arbeit 



1) Neue Begründung der Bolrai -Lobatachefsk yschen Geometrie. Math. 
Ann. 57. Abgedruckt in „Grundlagen der Geometrie", 2. Auflage. 
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erledigt und gibt im folgenden einen zweiten Weg an, der von seiner zuerst 
gefundenen Methode nicht unwesentlich abweicht. Auch hier bleibt das 
archimedische Axiom unbenutzt. Will man überhaupt Stetigkeitsbetracbtungen 
zulassen, so gibt es bereits in der Differentialgeometrie einen bekannten 
Weg, um aus rein ebenen Betrachtungen zu den Formeln der nichteuklidi- 
schen Geometrie zu gelangen. 

Es ist seit langem bekannt, daß die Schwierigkeit einer „zweidimen- 
sionalen" Begründung der SphUrik sich auf den Bends des projektiven Fun- 
damenUtlsatzea konzentriert. Von ihm aus gelangt man nach Staudt und 
Lttroth zur Definition des Wurfes und zum Rechneu mit Würfen. Die 
trigonometrischen Funktionen lassen sich dann als Würfe definieren. Eine 
Darstellung dieses Weges ist. mir in der Literatur nicht begegnet; es soll 
daher im zweiten Teil dos Vortrages eine solche gegeben werden. Daß 
aber die Tatsache au sich bekannt ist, geht z. B. daraus hervor, daß auch 
Herr Dehn sie kürzlich ohne Literaturangabe angeführt hat. 1 ) 

Um den projektiven Fundamentalsatz zu beweisen, genügt es, im Be- 
sitze des Pascal sehen Schließungssatzes zu sein, da sich die Figur des 
Desarguessehen Satzes aus drei Pascalschen Konfigurationen zusammen- 
setzen läßt. Ein Beweis dieser Behauptung erscheint demnächst in den 
Mathematischen Annalen. (Das umgekehrte ist, wie Herr Hilbert gezeigt 
hat, nicht der Fall. Die allgemeine Pascal sehe Konfiguration läßt sich 
nicht aus Desarguessehen Konfigurationen zusammensetzen). 

Mein in den Annalen erscheinender Beweis des Pascalschen Satzes 
ist auf die Geometrie von positiver Krümmung zugeschnitten, und zwar 
auf die eigentliche „SphKrik", in der zwei Gerade sich zweimal schneiden. 
Der hier gegebene Beweis ist dagegen für die euklidische und die beiden 
Formen der elliptischen Geometrie zugleich gültig; nach Einführung uuend- 
lichferner Punkte läßt er sich auch in der Lobatsehefsky sehen Geometrie 
durchführen, doch dürfte da der von Herrn Hilbert eingeschlagene Weg 
den Vorzug größerer Einfachheit besitzen. Ich will noch erwähnen, daß 
meine beiden Beweise durch eine einfache Transformation auseinander her- 
vorgehen. 

I. 

Beweis des Pascalschen Satzes. 

1. Als Winkel (p, q) zweier (Inaden p, q definieren wir den Winkel 
zweier Halbgmiden von p und c/, die im Sinne des Uhrzeigers aufeinander 
folgen und dabei nicht durch die andern Halbgeraden getrennt sind. Der 
so definierte Winkel ist also positiv und spitz oder stumpf. Ist P ein 
Punkt auf p, Q ein Punkt auf q und A der Schnittpunkt von p, q, so 
ist (p, q) =- (.4 1\ AQ) gleich -^i(PAQ), wenn dieser im Sinne 
des Uhrzeigers gemessen wird; dagegen ist -%i(AP, A(/) gleich dem 
Supplement von -^(PAQ), wenn der Sinn dieses Winkels dem des Uhr- 
zeigers entgegengesetzt gerichtet ist. 2 ) 

2. Sind 6, c, p, q vier Gerade durch einen Punkt A und <; (p, b) = (c, q), 
so nennt man &, c Gegengerade in bezug auf p, q. Es sind dann auch 

1) Über den Inhalt sphärischer Dreiecke, Math. Ann 60. 

2) Speziell «ind ^? (p, q) und •< (q, p) Supplemente! 
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Pi Q Gegengerade in bezug auf b, c. Man kann die Gegengerade von p 
in bezug auf 6, c durch folgende, vom Parallelenaxiom unabhängige Kon- 
struktion finden: Ein Punkt P auf p werde 
an b und c nach P h und P e gespiegelt. Dann 
halbiert q den Winkel P b AP e , wie sich durch 
Vergleiehung der Winkel an A leicht ergibt. 
Da aber A 1\=>A P=AP e , folgt sofort weiter, 
daß q die MittelsenkreeJite von P b und 
P e ist. 

3. Spiegeln wir nun einen Punkt P an 
den drei ßeiten a, b, e eines Dreiecks ABC, 
nach P a , P 6 , P c , so laufen die drei Mittel- 
senkrechten von P (1 , P h , P e durch einen Punkt Q 
und sind die Gegengeraden von PA, PB, PC 
in den drei Ecken des Dreiecks. Wir nennen 
Q den Gegenjntnkt von P in bezug auf ABC. 
Da P zugleich der Gegenpunkt von Q ist, 
sagen wir auch: P und ^ sind ein Paar von 
Gegenpunkten in bezug auf ABC. 

4. P, P und P c sind die Spiegelbilder 
von P b in bezug auf AC, CQ und QA, also 
ist 5 der Gegenpunkt von P h in bezug 

auf AQC (£P = - BP C ). Daher ist ^(2f<?, C'V) - ^(AQ, P,Q). 

Ist umgekehrt ^(BQ, CQ) - ^{AQ, P b Q), P h das Spiegelbild von 
P an &, und PA die Gegen- 
gerade von QA in bezug ^ 
auf b, c, so folgt daß P h A ^ ^>J> 

und BA Gegengerade in 
bezug auf AQ, AC, ferner 
P b Q und BQ in bezug auf 
<?.4, QC, mithin J' h und 
£ Gegenpunkte in ACQ 
sind, woraus wir rückwärts 
schließen, daß P und Q 
Gegenpunkte in ABC sind. 

5. Wir beweisen nun 
folgenden Hilfssatz: 

I) .S7m</ ztcii unter 
den drei Geradenpaaren 
von einem Punkt Q naeh 
den drei Gegeneckenpaarm 
eines vollständigen Vierseits 
Gegengeraden zueinander, 
so sind sie auch Gegen- 
geraden in beeug auf das ^ 
dritte Paar. 

Drei Seiten des Vier- 
seits seien mit tt, b, c, ihre Schnittpunkte mit A, B, C bezeichnet. Die 
vierte Seite m schneide a, b, c in £7, V, W, sodaß A U, B V, C W die 




Flg. S. 



72 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 




Klg 3 



Gegeneckenpaare sind. Nach Voraussetzung sind QB, QV Gegengerade zu 

qa, qw, «iso QC) _^ {l}Wi QV) , 

Ist in A, B, C der Gegenpunkt P von Q konstruiert, und an b nach P h 
gespiegelt, so ist ^(BQ, CQ) = ^.(AQ, P b Q), also *£(AQ, P b Q)-<.(QW,QY), 

woraus wir nach 4. folgern, 
daß P auch in bezug auf 
AVW der Gegenpunkt 
von Q ist. 

Ist umgekehrt der 
Gegenpnnkt von Q in 
ABC und AWV der 
gleiche, so ist 

^(QB,QC) = ^(AQ,P b Q) 
= <(QW, QV), 

also sind QB, Q V Gegen- 
gerade zu QC, QW. 

Den Gegenpunkt P 
kann man nun auch als 
Mittelpunkt des Kreises Q a , 
Q h , Q e konstruieren, wenn 

Qm Qt» Q e durch Spiege- 
lung von Q an a, 6, c 
entstehen. Sind also QB, QV Gegengerade zu QC, QW, so ist P auch 
Mittelpunkt des Kreises Q b , Q e , Q m , d. h. die vier Spiegelbilder von Q lieget* 

auf einem Kreise. 
R Aus der Symmetrie 

dieser Beziehung in 
bezug auf die vier 
Seiten des Vierseits 
folgt, daß P, Q in 
allen 4 Dreiecken 
ABC, AVW, CVU, 
BWU Gegenpunkte 
sind, und daß somit 
auch QA, und QU 
Gegengerade zu QB, 
QV oder QC, QW 
sind. Damit ist unser 
Hilfssatz bewiesen. 

6. Den Pascal- 
sehen Satz beweisen 
wir unter folgender 
Form: 

II) Laufen die 

Seiten eines einfachen Sechsecks abwechselnd durch zwei feste Punkte P, Q, 
so laufen die drei Hauptdiagonalen durch einen dritten Punkt B. 

Unter den zahlreichen Formulierungen des Satzes entspricht diese dem 
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Brianchonschen Satz für den in zwei Strahlbüschel degenerierten Kegel- 
schnitt. Die Seiten des Sechsecks, die durch P laufen, nennen wir p v p„ j» 3 , 
ihre Gegenseiten q ly q t> q y Sie laufen nach Voraussetzung durch Q. S a 
sei der Schnittpunkt von p { mit q k \ S H ist also die Gegenecke von »V a ; 
verbinden wir beide durch eine Gerade r, (/, Ä", l eine Permutation von 
1, 2, 3), so sind r,, r 8 , r 3 die Hauptdiagonalen. Es ist zu beweisen, daß 
r 8 durch den Schnittpunkt R von r n r s läuft. 

Zum Beweise ziehe man JiS lt = r 3 und hierzu in bezug auf RP = 
RQ = y die Gegengerade h y Sie treffe q 9 in S 03 . Man ziehe PS oi = p 0 
und nenne die Schnittpunkte von g n mit p 0 £ 01 und »S' or Von diesen 
ziehen wir nach R die Geraden h l und A t . 

Nunmehr betrachten wir die drei Vierseite PoPitfjtfa* PoPtQiQt un( l 
PoPiMv Das Gegeneckenpaar ist allen dreien gemeinsam. Das erste 
hat ferner die Haare 

(A) £ 03 , Sj,; 5 08 , <S' 1S 

(B) das zweite: S 08 , S 31 ; £ 01 , S 3S 

(C) das dritte: S Ql , £„ ; , 

Bezeichnen wir noch RS ll mit r 3 , so sind die Strahlenpaare von R 
nach diesen Ecken: A a , r 3 ; f 8 ; Aj, r, ; /i 3 , r 3 . 

Da das erste Paar ein Gegengeradenpaar zu xy ist, gilt das gleiche 
vom zweiten (nach A), demnach vom dritten (nach B) und endlieh vom 
vierten (nach C). Danach sind r\ und r 3 beide Gegengerade zu in 
bezug auf xy % also miteinander und mit r 3 identisch, w. z. b. w. 

7. Anm. 1. Die Resultate von 1 bis 5 sind allgemein bekannt; auch 
die Beweismethode durch Spiegelung ist nicht etwa angeführt, weil ich sie 
für neu hielte, sondern nur, damit man sich von dem Nichtgebrauch des % 
Parallelensatzes überzeugen möge. Ob der Beweis von II sich in der 
Literatur findet, ist mir nicht bekannt. Es wäre daun immer noch die 
Frage, ob seine Unabhängigkeit vom Paral- 
lelensatz und deren Tragweite bereits be- 
achtet worden sind. 

Anm. 2. Sind Y, Z die Schnittpunkte 
von PP by PP e mit 6 und c, so ist 

Y Z _L A Q ; denn nach einem in der 
Sphärik vielfach angewandten, also be- 
kanntermaßen vom Parallelenaxiom unab- 
hängigen Satze steht die Verbindung zweier 
Seitenmitten eines Dreiecks (hier PP(, P e ) 
senkrecht zum Mittellot der dritten Seite. 
(Unter Verwendung des Parallenaxioms 
pliegt man aus den rechten Winkeln bei 

Y und Z nach dem Satz vom Sehnen- 
viereck aut die Gleichheit der Winkel PA Y und PZ Y zu schließen. Des 
letzteren Schenkel sind dann auf denen von ZAQ vertikal, wonach wieder 
aus dem Parallel eusatz die Gleichheit von PAY und ZAQ folgt.) 

Anm. 3. Der Ililfssatz 1 ist ein spezieller Fall des Satzes, daß die 
Strahlen von irgend einem Punkt nach den Ecken eines Vierseits involu- 
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torisch liegen. Zugleich steckt darin der Satz, daß die Punktreihen, in 
denen eine Tangente eines Kegelschnitts zwei feste Tangenten schneidet, von 
einem Brennpunkt durch kongruente Büschel projiziert werden (a, 6, c, m 
sind Tangenten eines Kegelschnitts mit den Brennpunkten P, Q. I*Q a und 
QP a schneiden sich auf a im Berührungspunkt T a und es ist PT a -f- 1 a Q 
= PQ a = Q p * = w)nstans). Man sieht, daß eine Reihe von Fokaleigen- 
schaften unabhängig vom Parallolensatz gelten, und daß der hier ein- 
geschlagene Weg in die projektive Geometrie im wesentlichen mit dem alt- 
bekannten über die Fokaleigenschaften der Kegelschnitte übereinstimmt. 

II. 

Die Fundameutalformeln der Sphärik. 

8. Es sei auf Grund des Pascalscheu Satzes der projektive Funda- 
mentalsatz und das Rechnen mit Würfen entwickelt. Die Addition und 
Multiplikation von Würfen befolgen die bekannten assoziativen, kommu- 
tativen und distributiven Gesetze und lassen sich in folgenden Satz zu- 
zusammenfassen : 

III. Zuiscfien den Würfen (ABCX) und (UVWX) besieht eine 
bUinrare Gleichumj, deren Koeffizienten durch A, B, C, U, 1', W bestimmt 
sind und aus den spegieltm Annahmen X = U, X — V, X = W gefunden 
werden können. 

Da in jedem Wurf die gleichzeitige Vertauschung in zwei voneinander 
verschiedenen Elementenpaaren zulässig ist, findet man aus III. z. B. 

(AB CD) = (AB ED) : (ABEC), 

(ABCD) + (ACBD) = 1, 

wobei (AB CA), (ABCB) y (ABCC) mit oo, 0, 1 zu bezeichnen sind.') 
Sind AB und CD harmonische Paare, so ist (AB CD) = — 1 (d. h. 
(AB CD) + 1 = 0). 

1). Ich übergehe ferner die Herleitung der bekannten Sätze über Pol 
und Polare auf der Kugel sowie den Beweis des Satzes, daß kongruente 
Würfe projektivisch sind. Da wir hier von der Abbildung der Würfe und 
der Strecken auf die Zahlenreihe absehen, haben die Zeichen 1, oo, — 1 
nur Bedeutung als Würfe, \ n, 7t, 2n nur als Strecken. Dagegen bezeichnet 0 
sowohl eine Strecke wie einen Wurf. Wir werden sogleich beide einander 
zuordnen. 

10. Es seien nun Z7, N, E (Unendlichkeits-, Null- und Einheitspunkt) 
drei Punkte auf irgend einer Geraden, deren Abstände dem Sinn und der 
Grüße nach vorgeschrieben seien. Joder vierte Punkt A bestimmt eindeutig 
einen Wurf (// JV EA) und drei Strecken IIA, NA, EA, von denen wir die 
mittlere, XA, dem Wurf (UNEA) zuordnen, so daß der Strecke 0 der 
Wurf 0 entspricht. Da ein Punkt mit seinem Gegeupuukt projektivisch 
äquivalent ist, bestimmen Strecken, die sich um Vielfache von tc unter- 

1) Diese Bezeichnung ist die gebräuchliche. Stnudt nennt diese Würfe 0, 
1, oo, wodurch natürlich die Form der beiden speziellen Gleichungen eine 
andere wird. 
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scheiden, denselben Wurf, und jeder Wurf bestimmt die zugehörige Strecke 
bis aut Vielfache von 7t eindeutig. Voraussetzung hierbei ist, daß jeder 
Strecke ein Sinn beigelegt ist, der sie als positiv oder negativ kennzeichnet. 

11. Unter sogleich anzugebenden speziellen Annahmen über die 
Strecken NE, NU bezeichnen wir den der Strecke NA zugeordneten 
Wurf UNEA mit dem Zeichen 

ig (NA) 

und wissen zunächst jedenfalls, daß tgO — 0, tg (a + n) = tg a ist. Zu- 
gleich ergibt das Multiplikationsgesetz die Beziehung 

{UN AB) - tg(NB) : tg(NA). 

12. Die Würfe tga und tg(— flO hängen durch eine bilineare Cilei- 
chung 1 ) zusammen, die im Falle NU — -}- », d. h. 

tg ; % - oo 

besonders einfach wird. Ist nämlich NA' entgegengesetzt gleich NA, so ist 
für U N = y 7t der Wurf (UNAÄ) - tg(- a) :tga harmonisch, also 

tg (— a) — — tg o. 

13. Um noch für E eine einfache Festsetzung zu treffen, betrachten 
wir tgfl»-«)-cotg«. Sei NB-\n-NA-AU, NF=>EU, so 
sind die'Würfe (NUFB) und (UNEA) kongruent; es ist aber 

(UNEB) • (NUFB) =» (U NEB) ■ (UN BF) - (UNEF). 3 ) 

Die linke Seite ist cotga-tg</, die rechte ein von 0 und <x> ver- 
schiedener Wurf, der am einfachsten als 1 angenommen wird. Daraus 
folgt E = F, also ATA' - JS *7 - \ «, d. h. 

tg i » = 1 , tg a • cotg a = 1 . 

14. Man mache ü' U = N'N = E'E = b, so ist J«, A"A' = 
JV'^ = N'N+NA = b + a, also (17'AT = tg(6 + a). Nach Satz III 
ist also tg (a -f b ) = (x + A tg a) : (jt 4- v tg a). 
Für die Koeffizienten x, A, fi, v erhält man 
aus a = — b, a = r, a = { 7t die bekannten 
Werte und damit das Additionstheorem der 
Tangente. 

15. Seien B*AC* = « ein beliebiger 
Winkel. AB* = AC* - -}• rt, //, beliebige 
Punkte auf BC und die Lote 
auf AC*. Da sie sich auf B*C* (im Pole /> 
von AC*) schneiden, folgt 

(B*ABB') = (C*ACC), daraus nach 11: 

ig AB : tgylC - tg^tf' : tg^C 




2) ^tg'l*. 
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Diesen, somit von a allein abhängigen Wurf nennen wir cos« und setzen 
cos (j ; « — a) = sin «. 

16. Sei speziell AC = so ist cosa = 1 : tg AB. 

Errichten wir in A das Lot auf AC und schneiden es mit C*B in D, 
so ist siner = ig AI) : ig AB, also sin a = cos et • ig A I). Es ist aber 
AD ~ - AC*B = CM£ - a, also 

tg « = sin a : cos cc. 

Aus 15. und 16. folgt nun mit der bekannten, rein geometrisch be- 
weisbaren zyklischen Vertausch barkeit der fünf Stücke des rechtwinkligen 

Dreiecks das ganze Formelsystem desselben. 

17. Zum Beweis des Pythagoreischen 
Lehrsatzes cos*« + sin'a = 1 errichte man 
wie in 16. auf AC* in A das Lot AB, 
das sich mit dem Lot in Q — A* im Pol P 
von A Q schneidet. Es sei A C =- A B = \ n. 
Treffen die Lote QB und PC den zweiten 
Schenkel von a in G und F, so ist cosa 
= 1 : tg A F, sin a = l : tg A G. Die Lote 
FR und GB auf AFG schneiden sich in R 
auf PQ und treffen AQ, AP in I und K\ 
es wird cos a = tg^lF : tg AI, also 

cos' « — cotg A I =• tg Ql, 

ebenso sin'« — tgPJT. 

Nunmehr erweist sich die Figur der 
acht Punkte APQGFBIK als eine Pascal- 
sche Konfiguration, es geht daher IK mit PC und QB durch denselben 
neunten Punkt E, woraus wir die Gleichheit der Würfe (AQCI) und 

(AB PK) ablesen. Aus 
M (AB PK) + (APBK) 

= 1 (siehe § 8) ergibt 
sich hiernach cos* o 
+ sin'a — 1. 

18. Aus 17. und 14. 
folgt jetzt das Additions- 
theorem des Cosinus, das 
aber noch direkt her- 
geleitet werden soll. 

Zu den Schenkeln 
OG und OL des Win- 
kels a bestimmen wir 
die Pole H und M, 
tragen an OL den Winkel 

COL=*ß an und wählen CO < { n. FäUen wir von C auf OL, OM, 
OG die Lote CA, CB, CR und von A, B auf OG die Lote AP, BQ, 
so ist analog der euklidischen Geometrie: 

igOP -= tgOCcosacos/3, ig OQ - — tg ÖCsiu « sin ß, 

tgOJ?=tgOC'cos(« + /*), 



Fig. ?. 
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und es ist also noch zu zeigen, daß tg OP + tg OQ = tg 072. 

Da sich AP, BQ und CR in H, AC und OB in M, BC und OA 
in X treffen, entstehen die vollständigen Vierecke CHAL und CHBM. 
L, M, H liegen auf der Polare von O, die OG im Abstand OG-}jt von 
0 trifft. X, Y seien die Schnittpunkte von CA und (72? mit OG. Dann 
folgen aus den Vierecken die Involutionen: 

(G, X; 0, P, F) und (G t Y\ 0, /<; <?, X), 

daraus die Wurfgleichungen 

(GOJJP) = (XROY) und (<70Ä<?) = (YROX). 

Die rechten Seiten geben addiert 1, die linken Seiten haben die Werte 
tg OP : tg OR und tg OQ : tg OR, womit das gesuchte Resultat gefunden ist. 

Hiermit sind alle Hilfsmittel zur rechnerischen Behandlung der Sphärik 
entwickelt 

Schlußwort. 

Der Staudtsche Versuch, die projektiven Betrachtungen an die Spitze 
der Geometrie zu stellen, hat wenig Freunde gefunden; in der euklidischen 
Geometrie ist die Streckenrechnung ein spezieller Fall des Rechnens mit 
Würfen und ihm an Übersichtlichkeit durchaus tiberlegen. In der nicht- 
euklidischen Geometrie dagegen fällt mit der Proportionenlehre die Multi- 
plikation der Streckon fort und die Streckena6/ra^M«<7 ist keine Addition 
von Würfen. Zugleich entsteht die Notwendigkeit, nach neuen Definitionen 
der trigonometrischen Funktionen zu suchen. Während nun in der hyper- 
bolischen Geometrie dem Aufbau der projektiven Geometrie die Einführung 
idealer Elemente vorangehen muß, sind in der elliptischen sofort alle Be- 
dingungen ihrer Durchführung gegeben, so daß hier das eigentliche, natür- 
liche Betätigungsfeld für den Staudtschen Gedankengang liegt, — gleich- 
gültig ob man den Fundamentalsatz mit Raum und Stetigkeit ohne 
Kongruenz oder umgekehrt beweist. 

Grunewald, Mai 1905. 
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Vorlesungen über die Vektorenrechnung. 

Mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik. 



Von Dp. E. Jahnke, 

Profcnor an der König!. Bergakademie tu Berlin. 



Mit 82 Figuren im Text. [XII u. 286 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. Jt 6.60. 

Die Vorlesungen tollen dem Techniker wie dem Physiker eine leichte Einführung in die Vektor- 
me.tboden bieten, wobei traf eise Einiieht in den Zutamxuenhang der Begriffe nnd Definitionen Wert 
gelegt wird. Die vielseitige Verwendbirkelt dee Vektorbegriffe, wie er ran Graß mann geschaffen worden 
Ut, nnd der vekiorieUen Differentialoperatoren wird an der Hand einet reichen Cbungamaterlali eowio 
t Verbindung mit »ehlrelohen Anwendungen anf die Statik nnd Kinematik dee itarren Korpert, auf 



in 

Probleme der Graphoetatlk, der Elaatitltftt, der Optik und insbesondere der ElektriaiUt erläutert 

Auch dem Mathematiker 'will dat Bach Neue« bieten. Die neuere Dreieckt- nnd Tetraeder- 
geometrie findet auigedehuto Berücksichtigung. Unter den Tetraederkonflguratlonen werden vor allem 
die Konfigurationen der Möbinitcben und der Tierfach hvperboloid gelegenen Tetraeder erörtert, die 
aur Theorie der hyperelliptiBchen Thstas in einem einfachen Zusammenhang «leben. Die kinematifch- 
geometriiche Erzeugung der ebenen Kurven, dar Baumkurven and der Fliehen bietet dankbarem Stoff 
für vektorlelle Behandlung. Die geometrische Grolle (weiter Stufe wird — in weiterem Verfolg einet 
auerat von Herrn P. Klein dargelegten Gedankengange! — einmal in ihrer Bedeutung für die Statik und 
imatik de« itarren Korpert, todann alt Bindeglied switoben der Mechanik det ttarrea Korpert 
nnd dem Standttcben Nulltyttcm und dem Plttokertcben Linienkomplex andrerteitt unter 



Elemente der Vektor-Analysis. 

Von Dr. A. H. Bücherei», 

Primtdozcnt an der Universität Bonn. 

2. Auflage. [VIII u. 108 S.J gr. 8. 1906. geb. n. Jt 2.40. 

Durch die Veröffentlichung dieses elementaren Werkchena glaubt der Verfasser dem Studierenden 
der Physik ein Hilfsmittel an die Hand tu geben, dat ihm dat Eindringen in dio mathematische 
Physik gant wesentlich erleichtern, und sein Witten auf diesem Gebiete durch eine starker« Heranaiehnng 
der Vorstellungskraft au einem lebendigeren gestalten solL Angesichte der Tatsache, dafl grundlegende 
Abhandlungen unterer bedeutendsten Gelehrten in neuerer Zelt in annehmendem Matt in vektor- 
anulytischer Form verfallt werden, mit dat Erscheinen einet derartigen elementaren Werkchens alt 
besonders leitgemaA bezeichnet werden. Dat Verständnis der Bechenmethode hat der Verfasser sich tteta 
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H. WIENERS Sammlung 

Mathematischer Modelle 

im Verlage von B. G. Teubner in Leipzig. 



Die Modelle der „Sammlung" sind für den geometrischen Unter- 
richt an höheren Schalen und Hochschulen bestimmt und sollen 

dem Lernenden Raumformen und geo- 
metrische Beziehungen durch einfache und 
übersichtliche Darstellung nahe bringen. 




Ebene Gebilde. 

Jt 6 — bis JL 16.— 



Drahtmodelle 
z. Projizieren. 



Ebenflächige Gebilde. 

RegelmäßigeVielfl ache Plato ns.Keplers 
und Poinsots, Modelle zur Theorie der 
Gruppen von Drehungen JL 7. — bis 
JL 24.— 

Flächen 2. Ordnung. Drahtmodelle, Hauptschnitte dar- 

stellend, Kugel mit Parallel- 
schnitten JL 8 — bis JL 28. — . Bewegliche Modelle der Flächen; 
2. O. JL 25 . — bis JL 48 . — , und zwar Fadenmodelle (ohne Gewichte), 
Stabmodelle (mit „H. Wieners geschränktem Verbindungsgelenk"), 
Kreisschnittmodelle aus Drahtkreisen (mit demselben Gelenk). 

Dreh- und Schraubenflächen. Drehbare Draht- 

— — — ______ _ modelle mit Meri- 
dian- und anderen ebenen Schnitten oder mit Haupttangentenkurven: 
Kreisring, Dreh fläche eines zur Sinuslinie affinen Meridians, 
Wendelfläche, schiefe Regelschraubenfläche, Schrauben- 
Röhrenfläche. JL 50. — bis JL 175. — 

Raumkurven und abwickelbare Flächen. 



16 Fadenmodelle der abwickelbaren Flächen von Raumkurven, 
zur Darstellung ihrer Stellen mit Fortschreiten oder Rückkehr von Punkt, 
Tangente und Schmiegungsebene, und zwar bei endlicher Lage des 
Punktes, unendlich ferner Lage der Schmiegungsebene, oder der 
Tangente, oder des Punktes. JL 40. — bis JL 45. — 



Sämtliche Modelle können einzeln oder in Reihen bezogen werden. 
Das ausführliche Verzeichnis mit Abbildungen und genauen Preis» 
angaben wird auf Verlangen von B. G. Teubner in Leipzig, 
Post str. 3, frei geliefert. 



Hierzu Beilagen von B. G. Teubner in Leipzig, die wir der Beachtung unserer 

Leser bestens empfehlen. 
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